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| Vorbemerkung.

Es mogen hier zwei Satze nochmals aufgeflihrt werden, diestereBand bei der Ab-
leitung von (281) auf S. 208 die Buchstab®nndn als Abzeichen erhalten hatten, um sie
mit anderen Abzeichen zu versehen, mit denen sie fernernigiazngen werden sollen.

Fza(ca <,) — (ro(os <4) —
(= o9 (08 <4) — (funk(q) — (ca (00 q) —
(= ca(ca <) = (za(ra <q) = ra(zw(, ) (280a

Fza(ca <4) — (mo=r—(ca(oaqg) —
(ro(zw{, ,)) — ra(aw{, ,)))) (280b

M. Beweis des Satzes
,FValaev — asu] —
(0o = anz(u) — (= oo = anz(v) — anz(0)a (anz(v)a <pf)))

a) Beweis des Satzes
, Ffunk(q) = (Va[- za(aa (v3d¢q))] — (Vi[- ia(ia <)) —
Ve [ za (ea (<4]°))])

8 1. Zerlegung.

Den in der Hauptlberschrift angefiihrten Satz kénnen wir antév so wiedergeben:

+~Wenn ein Begriff einem zweiten Ubergeordnet ist, und wemllgs die Anzahl des
ersten ist, so ist die Anzahl des zweiten auch Endlos, odastsendlich.”

Wir wissen zunachst nach (207), dass die unterid&egriff fallenden Gegenstande sich
in eine einfache Reihe ordnen lassen, die mit einem besemi@egenstande anfangt und
ohne in sich zuriickzukehren endlos fortlauft. Heben wir aus dieser Reihe die Gegen-
stande heraus, die unter detBegriff fallen, so ist zu beweisen, dass diese sich — wenn es
deren giebt — ebenfalls in eine Reihe ordnen lassen, diesgletwauch endlos fortlauft oder
mit irgendeinem Gegenstande endet. Mit den Satzen (2634 |[(32Y) gelangen wir dann
an’s Ziel. Diese Ordnung geschieht am einfachsten so, dagmitvdem Gegenstande der
urspringlichen Reihe anfangen, der als der erste unter-@eyriff fallt, und dann immer zu
demjenigen weitergehen, der zunéchst in der urspringlitehe unter den-Begriff fallt.
Wir haben zunéchst zu zeigen, dass es in derznaibfangendey-Reihe einen Gegenstand
giebt, der zuerst unter danBegriff fallt, wenn es in dieser Reihe Uberhaupt einen Gege
stand giebt, der unter denBegriff fallt. Was heisst das nun ,der Gegenstatiéllt in der mit
2 anfangenden-Reihe zuerst unter demBegriff*? y muss unter den-Begriff fallen und
der mitxz anfangendeg-Reihe angehdren; aber kein Gegenstand, der ihm in dieske Re
vorhergeht, darf unter denBegriff fallen. In unsern Zeichen ist

- (Fa (A8 (<r[?) = Ta(Aa(<y 0 <r[?)))
der Wahrheitswerth davon, dadgler mitI’ anfangendefl’-Reihe angehdrt und unter dén

Begriff féllt, dass es aber keinen Gegenstand giebt, weldbemitT" anfangendefl'-Reihe
angehort, unter de@-Begriff fallt und demA in der Y-Reihe vorhergeht. Wir definiren nun:

vd ¢ :=extaexte (0 (ea (ad (L4]Y)) — ea(av (<40 <4Y))) (=

S.1

S.2



Danach isf"a (Aa (08 T)) der Wahrheitswerth davon, dadszuerst in der mif® anfan-
gendenY-Reihe unter de®-Begriff fallt. Demnach haben wir in der zweiten Ueberstthri
im Wesentlichen unsern Satz. Wir beweisen ihn mit dem Satze

, Fza(ye <4) — (Va[~ za (ad (vdq))| —

Veleav — — e (zw(, )" (a
den wir in Worten so aussprechen: ,Es giebt keinen Gegemstaelcher der vorx bis y
laufenden;-Reihe angehdrt und unter derBegriff féllt, wenn es in der mit anfangenden
g-Reihe keinen Gegenstand giebt, der als erster unteo-deyriff fallt, und wenny der mit
x anfangendep-Reihe angeh6rt.”

Giebt es nun ein Glied der mit anfangendery-Reihe, das unter den-Begriff fallt,
so kénnen wir dies alg in dem Satze ) annehmen und gelangen so an’s Ziel unseres
Abschnittesz. Den Satz ) leiten wir mit (152) ab und bedirfen dazu des Satzes

, FVa[- za(aa (v3¢q))] — (za(da <) —
(Vel[eav — — ed (zwg o) —

CEV

(de(aaq) — (edav — — ed (zw! )))))) (8

(z,a
Wir unterscheiden dabei die Falle, dassmter denv-Begriff fallt und den entgegengesetzten.
Im zweiten Falle zeigen wir mit dem Satze (289lgass dann auch kein Glied der vetis
a laufendeng-Reihe unter demn-Begriff fallt.

S.3 |

8 2. Aufbau.

280b tFza(de <) = (—ma=e—
(do (adq) — (ed (zw{, ,)) — ed (zw{, ;)))))
X
Fza(da <4) — (— ed (ZW((]z,d)) —
(43 (a9.q) — (€3 (2w, ) — a = ¢))) (a
Fza(da <;) — (— ead (zw?@d)) —

(da (adq) — (ed (2w, ,)) — (edv — adv)))) (B

Fza(da <;) — (Ve[eav — = ed (zw’(lw d))} —

(do (adq) — (eod (ZW((Iw,a)) — (edv — adw)))) (349

2Man vergl. die Vorbemerkung.



8 3. Zerlegung.

Wir kommen, um den Satz3] des § 1 zu beweisen, zu dem Falle, dassmter denv-
Begriff fallt. Dann féllta selbst in der mitr anfangendep-Reihe zuerst unter danBegriff;
es giebt also ein solches Glied. Wir haben den Satz

, Fasv— (za(de <4) — (ed ((z,zwl)) — (do (ad q) —

(Vel[eav — — ea(zw?mﬁd))] —z9a(ad (vdq))))))" (c
zu beweisen. Wir brauchen dazu den ausléicht folgenden Satz

, Fasv— (za(de <;) — (da(adq) —

(Ve[ra(aa <) = = wa (va (<y["))] = za (ad (v8q)))))" (8
8§ 4. Aufbau.
Y Fextaexte (- (g8 (d (<q|Y)) —m e (aa(<q0<gl")) =
vdygq
(10) :
F = (wa(ad (£4]°) = wa(aa (<40 <4%))) —
z9 (ad (vdq)) (a
(e — == === = -
Faa(aa (<y") = (- wa(aa (<40 <4)%) —
za (ad (v3 q))) 8
(15,197) s = = = = = = = =
Fasv— (za(ad <4) —
(Vefra (ad <¢) — = wa (va (<)) —
za (ad (v3d4q)))) (350
137) 5 — — — — — — — —

Fasv— (za(de <;) — (da(adq) —
(Ve [e (a0 <,) — = 78 (v (<,["))] —
za (ad (v3q))))) (351

279 F = ad(ad <4) — (funk(q) — (da (adq) — — da(da <y)))

(280a): — — — — — — — —
S.4
Fza(de <4) — (ca(ad <4) — (— ad(ad <,) — (funk(q) —
(da (adq) — (za(cd <4) — ca(zw(, 1)) (352
(265,271):: = = = = = = = =
Fza(de <;) — (ca(ad <4) — (ed (zw‘(lw,a)) —
(43 (a8 g) — (w8 (co <,) — ca (2w, ,)))) (o



(IIa) :

(192) : -

(351) :

Fza(de <;) — (ca(ad <4) — (e (zw‘{w’a)) —
(da(adq) = (za (ca (<,4]")) — ca (2w, 4)))))
X

Fza(da <4) — (ca(ad <4) — (ed (zw]

(.a))

(da (adq) = (= ca(zw(, 5) = = wa(ca(<,["))))))
Faa(da <;) — (ca(ad <q) — (ed (zw‘(lz’a)) —
(da(adq) — (Ve[eav — — ed(zw(, ;)] —

(cov — = wa(ca(<y"))))

Fza(de <,) — (ed (ZWI(Jx,a)) — (da(adq) —
(Ve[eov — — ed (zw’(lm)d))] —

(ca(ad <q) — = za(ca(<y["))))))

Fza(da <,) — (e (zwﬁz’a)) — (da (adq) —
(Ve[eoav — — ed (ZW((Ix,d))] —

Ve[ra (ad <q) — -z (va (<q["))])))

Fasv— (ra(de <,) — (ed (ZW((Im a)) -
(da (aaq) — (Ve[eov — - ea (awl, ;)] —

23 (a3 (v89))))))

(6

(v

©

(e

(€

(



Feav— (za(de < ) — (ea(zw,,) —

(do (adq) — (Ve[eov — = ea (2w, )] —
ra (as (v3.4))) o
X

F - za(ad (v3q)) — (zo (da <,) —

(Veleov — = ea(zwf, ;)] —

(da (agq) — (e v — = ed (zw{, ,)))))) C
(IIa): — — — — — — — —

S.5

FVa[- za(as (vdq))] —
(za(de <4) — (Ve[eov — = ed (zw{, ,)] —
(ds (asq) — (eav — = e (zw?, ) (s

FVa[- za(as (vdq))] —

Vo[ze (0o <) — (Ve[eav — — ed (ZWEI;&,D))] -

Vafos (aaq) — Veleav — - ed (aw{, )] (A
(152): — — — — — — — —

Fza(ye <4) — (Va[- za(ad (vdq))] —

(Veleav — = ed (zw(, )] —

Vel[eav — - ed (zw‘(]z’y))])) (353

8 5. Zerlegung.
m—Wir haben das Vordergliedw® #!
,Veleav — — ¢o (zw‘(’x_’z))] ‘

wegzuschaffen, indem wir zeigen, dasselbst unter demn-Begriff fiele, wenn es ein Glied
der vonz bis z laufenden;-Reihe gabe, das unter defBegriff fiele. Dann wéare: das Glied

3Wir haben das Unterglied

#1Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!



der mitz anfangendenp-Reihe, das zuerst unter derBegriff fiele. Wir beweisen mit (282)

den Satz
, l—ea(zw‘(lx’z))ﬁ(eavﬁxav)‘ (c
Wir haben dann, um (350) anwenden zu kdnnen, noch den Satz
CFea(aw!, ) — (o (@e <,) — - a8 (ra (<,[")" (8
abzuleiten.
8§ 6. Aufbau.
188 Fza(ra(<y”) —za(ra <)
(280): — — — — — — — —
Fra(ze <¢) — (za(ra(<q]V) —za(za <)) (a
X
Fora(re <) = (re(za <4) =~ za(ra(<,]")) 8
Q7)) — — — — — — — —
Fea(aw!, ) — (ra (w8 <,) =~ 23 (ra (<,["))) G
Fes (zngyz)) —Vefta(za <) — - za(ta(<4]"))] @
(350): — — — — — — — —
Fzoav— (za(zxa <,) — (ed (zw‘({v’w)) — x93 (za (v3q)))) (e
(140) =
Fazev— (ed(zw{, ) — zd(z8 (v8q))) (<
282 Fea(zw(, ) —e=1
(IIl¢): — — — — — — — —
S.6
I—ea(zw?x_’z))ﬂ(eavﬂxav) (n
@ ===~
l—eav—>(ea(zw‘(1w’$))ﬁxa(xa(véq))) @

X



F- 2a(xa(vdq) — (edv— — ed (zw‘(]ww)))

(IIa):: — — — — — — — —
FVa[= 28 (as (v8q))] — (edv — — ed (zw(, ,))
FVa[- za(as (vdq))] — Ve[eav — — ed (zw‘(lgw))]
(33): — — — — — — — —

Faa(ye <¢) — (Va[n wa(ad (v3q))] —

Veleav — — ¢d (zw‘(lw7y))])
X

F- Veleoav— — ed (zw‘(lx y))] —

(Va[= zo (ad (v8¢))] =~ za(ys <))

187 Fza(ya(pl’) — — (yav— - xza(yap))
X

F(yav— - za(yap) — - za(ya(pl’))

344 Fiunk(q) — (= ya (ya <g) — (¥ (ya <4) —ya (2w(, )

X

=funk (q) — (= yo (ya <¢) — (- ya(zw{, ) =~ =8 (ye <,)))

- funk(q) — (= yo (yo <¢) — (Veleav — = ed (zw(, )] —

(yov — = wa(ys <y))))

(¢

(»

O\

(354

(355

(356

(«

(6



S.7

= Va [~ za (as (18 ¢))] — (funk(q) — (= ya(ys <) —

(yov ——~ za(ys <g)))) (357
(356): — — — — — — — —

FVal[- za(ad (vdq))] — (funk(q) — (= ya (yo <4) —

— zd (ya (<4[”)))) (358
(Ila):: — — — — — — — _

Ffunk(q) — (Va[- za (ad (vdq))] — (Vi[- 18 (ia <y)] —
- 29 (ya (54[")))) (358a
F funk(q) — (Va[- za (ad (vdq))] — (Yi[- 18 (ia <y)] —

Ve [= za (ea (<4|"))])) (359

b) Beweis des Satzes
,EVi[-ia(ia <4)] — (funk(q) — (za (ma (vdq)) —

(00 = anz(mae S(;lj q)) — 00 =anz(zd (<,[") 7))’

8 7. Zerlegung.

Wir kniipfen nun an § 1 wieder an, indem wir eine Beziehung @efin mit der wir die
unter derv-Begriff fallenden Glieder der mit anfangenden-Reihe ordnen kénnen wie dort
angegeben war:

vd g :=extaexte (- (ea (ad (<4]”)) — ea(ad (<40 <4|"))) (T
Wir deuten mit ' das Glied an, das zuerst in der mitanfangender-Reihe unter den
v-Begriff fallt, und haben die beiden Satze

, Fxa(ma(vdq)) — (ma(co <03 q)) —xa(ca(<4")))" (c

, EVi[=ia(ie <4)] — (funk(q) — (za (ma (vdq)) —

(v3(ca (£q]") = ma(ca <3, )))° (8
zu beweisen, aus denen sich ergiebt, dasq@feg)- Beziehung in der That die von ihr
verlangte Ordnung leistet, dass also Endlos die Anzahl died& der mitx anfangenden
g-Reihe ist, die unter den-Begriff fallen, wenn Endlos die Anzahl der Glieder der mit
anfangenderfv 3 ¢)-Reihe ist, fallsm in der mitz anfangende-Reihe zuerst unter den

v-Begriff fallt und dieq-Beziehung eindeutig ist und kein Gegenstand ingdReihe auf sich
selbst folgt. Dies ist der in unserer Ueberschrift aufgeiBatz. Wir beweiser{ mit (144).



S.8

§ 8. Aufbau.

T Fextaexte (- (€0 (wa (<q|")) —ea(aa(<q0<4l?))) =vdq

(14) :

= (da (aa (<q]")) = da(ad (<q 0 <4[") =
- da(aa(vdgq))

(Ia): — — — — — — — —

F = da(aa (<4]")) — — da (ad (v3q))

X

Fda(as (vdq)) — da(as (<y|"))
(188): — — — — — — — —

Fda(as (vdq)) — da(as <)
(280): — — — — — — — —

Fda(as (v3q)) — (za(de <,) — za (ad <,))
(136) : — — — — — — — —

Fda(ad (v3q)) — (za(da <,) — za(ad <,))
197): — — — — — — — —

Fasv — (da(ad (v3q)) — (za (do < ) —

28 (ad (<q["))))
(188): — — — — — — — —

Fasav— (da(aa (vdq)) — (za(da(<y)) —

23 (a3 (<4["))))

361 +da(as (v3q)) — do (ad (<4|"))

(360

(«

(361

(362

(a

(363

(«

(364

(365



Fza(de (<4]”) —
(da(ad (v3q)) — za(aa (<)) (o
FYo[ze (00 (<,]")) —

Va[oa (aa (v3q)) — za(ad (<4]"))]] (6

(144) :
Faa (ma(<,]") —

(ma(cae <(,3,) —ralca(<q")) (366

Y Fextaexte (- (g9 (ad (<4Y) —ea (v (<40 <yl"))) =

vdq
(6) :
Fza(ma(vdq)) —
= (za (ma (<4]) — za (ma (<q 0 <4["))) (367
(Id): — — — — — — — —
Fza(ma (vdq)) — xa (ma (<4")) (368
(366): — — — — — — — —

Fxza(ma(vdq)) — (ma(ca <

=3 q)) — x93 (cd (<q["))) (369

8 9. Zerlegung.

Um den Satz/§) des § 7 zu beweisen, leiten wir zuerst den Satz

, Fma(co <4) = (mav — (funk(g) — (= ca(co <q) —
- Vnna(ca <4) —

- Vel[eav — (ed (zw?mﬁ)) —¢d (zwgfnén‘)l)))]]))) ‘ (c
S.9 ab; d. h. wir zeigen, dass es unter gewissen Bedingungenl&id Ger | mitc endenden

g-Reihe giebt, von dem gilt, dass jedes Glied der woibis ¢ laufendeng-Reihe, das unter
denv-Begriff féllt, der vonm bis zu diesem Gliede laufendénd ¢)-Reihe angehort. Aus
diesem Satze schliessen wir dann, dgssenn es unter den-Begriff fallt und der mitm
anfangenden-Reihe angehort, auch der mit anfangenderfv 3 ¢)-Reihe angehdre. Die
Bedingungung, dassder mitm anfangenden-Reihe angehdre, kann ersetzt werden durch
die, dass es der mit anfangendem-Reihe angehdre, wenm das erste Glied der mit
anfangenden-Reihe ist, das unter denBegriff fallt. Den Satz {) beweisen wir nun mit



(152) und bedirfen dazu des Satzes
, Fmawv — (funk(¢) — (= ad (ad <4) —
(Vn[na (ad <,) —
o Veleav — (ed (2w, ) — ¢® (zwgvm?n‘)l)))]] —
(ma(da <4) — (de(aaq) —
Vnna (da <,) —

~ Ve leaw — (e (2w, ) — ca @ 2D (A
Um diesen abzuleiten, unterscheiden wir die Félle, dasster denv-Begriff fallt und den
entgegengesetzten. In diesem haben wir den Satz

, FVel[eav — (ed (zw'(]m_’d)) —¢d (zwf’m’n)))] —
(ma(de <4) — (= adv — (da (adq) —
(cov— (ca(@w!, ) —ca @l )))" (v

(m7a)
worin ,p' statt ,v 9 ¢' geschrieben ist. Dieser folgt leicht aus (280b).

§ 10.Aufbau.

b F-aav—(eav——-a=e)

Fma(de <;) — (- asv— (edav — (da(aaq) —

(ca (zw?, ) — e (zw!, ;) (a

FVeleav — (ed (zw‘(lmd)) —¢d (zw’(’m,n)))] —
(ma(da <4) — (- adv— (da(adq) —
(00— (ca(aw? ) — ca(@w!, ) v

—

S.10
F Ve [QGU — (69 (ZWEIm d)) —ed (ZW€TTL n)))] -
(ma (dg gq) — (—| alv — (da (aa Q) -

Veleav — (ed (zw(,, ,)) — ¢d (2w, 1)) (v

X



F— Veleav — (e (zw'(lma)) —ed (zwz(jm’n)))] —
(ma(da <4) — (- adv— (da (adq) —

- Veleav — (ed (zw{,, ,) —eo (zw{,, 1)) ©

FVn[na (as <,) —

- Veleav — (ea (2w, ) —ea (2w, )] —

(ne(as <4) — (ma(de <y) — (- asv — (da(adq) —

- Veleav — (ed (zw(,, ;) —ea (@, 1)) C
137 — — — — — — — —

- vnna (as <,) —

- Veleawv — (ed (zw(,, ) — ed (zwi, )] —

(mmn

(ma(da <4) — (— asv— (da(adq) — (na(de <,) —

- Veleav — (ed (ZW‘(Zm,d)) — €9 (zw’(’m,n)))])))) (370

§ 11.Zerlegung.

Zum Beweise des SatzeS)(des 8 9 fassen wir nun den Fall ins Auge, dassiter den
v-Begriff fallt, und beweisen den Satz

, Fvnna(as <,) —

- Ve[eov — (e (zw(,, ) — ¢ (ZWE:n?n()I)))]] —

(adv — (na(da <;) — (mav —
(ma(da <4) — (- as (ad <4) — (funk(q) — (do (ad q) —

- Veleov — (o (2w, ) — ¢d (zw(vj NN * (c

(m’n)
Indem wir den Fall, dass zu « in der (v3 ¢)-Beziehung steht, von dem entgegengesetzten
unterscheiden, beweisen wir die beiden Séatze

, Fmav— (na(aap) — (- as(ad <4) —

(Vnna (ad <4) —

- Veleav — (ed (ZWEIm,a)) — €3 (ZW?m,n)))H -

(ma(da <4) — (da(aaq) —

o Veleav — (ed (zwf, ;) — ed (zw(, )))])))))" (8



wo ,p' die Stelle von (v 3 ¢)* vertritt, und | S.11
, Fasv— (na(da <;) — (= na(ad(vdq)) — (mav—
(ma(da <) — (- ad(ad <4) — (funk(q) — (da (adq) —

~ Ve feaw — (e (2wl ) — ea @w 22 D)) (4

(m,n)
Zum Beweise von/{) unterscheiden wir wieder den Fall, dasmit a zusammenfallt vom
entgegengesetzten. Wir haben mithin die Séatze
, F=aa(ad <4) — (Veleav — (ed (zw‘(zm 2) — € (zwfm )]
(mav— (ma(de <;) — (ed (ZWEIm o) =

(da(adq) — (nd(adp) — ad (2w, ,)))))))" (6
, Fna(aap) — (- as(ad <,) —
(Veleav — (ed (zw‘(lmd)) —e9 (zw’(’m’n)))] —
(eav— (ma(de <) = (na=e—
(do (a2 q) — (co (2w, ) — ea (wh, ,)))))* (c
zu beweisen. Jener ist auf (344) zurtckzufihren, und wirsenizu dem Zwecke zeigen,
dass unter unsern Voraussetzungater mitm anfangendemp-Reihe angehort. Wir zeigen

dazu, dassn der vonm bis n laufendenp-Reihe angehdrt, woraus folgt, dassler mitm
anfangendep-Reihe angehort (269)

§ 12.Aufbau.
342 Ffunk(q) — (- ma (zw?, ) — (= da(da <,) —
-~ ma(da <y)))
X

funk (q) — (ma (da <,) — (= da(da <) —

ma (zw?, ) (371
(279): — — — — — — — —
Fma(de <,) — (— as (as <4) — (funk(q) —
(45 (03.9) — ma (2w, ) (372
(271,265): = = = = = = = =

(da(aaq) —>me(zw'(1m7d)))) (373



137): — — — — — — — —

Ffunk(p) — (= ad (ad <) — (ma (zw?

(m;n)

as (2wl ) €

) = (na(aap) —

S.12
Fas(ad <p) = (ma(zw(, ) — (nd(adp) —

as @’ ) G

F- as (GS <q) —
(Veleav — (ed (2w, 4) — e (zw(,, )] —
(mav— (ma (zw‘(lmd)) —

(nd(adp) = ad (zw(, ) (0

F—- a9 (aa <p) -
(Ve[eov — (ea (zw(,, ;) — ¢a (2W(,, )] =
(mav— (ma(de <q) — (e (zw{,, ) —

(da(adq) = (nd(adp) — ad (zw(, 1)) (e

(III¢):
Fa=e— (- ad(ad <p) —
(Vel[eav — (eo (ZW((Im,d)) —e9 (zw?mm)))] —
(mav— (ma(da <;) — (ed (ZW[(Im,a)) —
(da (adq) — (nd(adp) — ed (zw(,, 1)) (374

(m,a)

8 13.Zerlegung.
.Wir beweisen nun den Satz)(des § 11. Dazu dient uns der Satz (280b) und der Satz
, Fna(aap) — (- as(ad <,) — (ed (zw’(’m’n)) —ed (ZWIEm’a)))) ‘ (c
der leicht mit (137) abzuleiten ist.

§ 14.Aufbau.

137 Fea(na <,) — (na(aap) —ea(as <p))
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(374) :

- funk (p) — (ed (zw?

(m,n)

(ma (ca <,) — ca (@w?, )

Fna(adap) — (- ad(ad <,) — (ed (zw?

(m;n)
ed (zw{,, )

Fna(asap) — (- ad(ad <p) —
(Vel[eav — (ed (zw‘(zm’d)) —ea(zwhl 1)) —

(edv — (ed (zW(,, 4) — €d (2w, 1))

Fna(aap) — (~ ad(ad <p) —
(Ve feaw — (eo (2wf,, ) — ca (@l )] -
(eav — (ma(de <) — (- a=e—

(da (as.g) = (ea (2w}, ,)) — €a (2w}, )
Fmav — (na(asp) — (- as (ad <p) —

(Ve eaw — (co (2wf,, ) — ea (2w, )] —
(mo (de <,) — (do (adq) —

(cav — (o (2w, ) — e (2wl )

—

) — (na(aap) — (- as(ad <) —

) —

(«

(6

(375

(«

(B

(v
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(IIa) :

(140) ::

Fmov — (na(aap) — (— ad (ad <) —

(Ve[eav — (ca (2w}, ;) — €a (2wl )] —

(ma (da <,) — (do (asq) —

Veleov - (ea (@w?, ) = co (2w?, )
X

Fmoav— (na(aap) — (~ as(ad <,) —

(- Veleav — (e (2w],, ) — ca (2w],, )] —

(ma(de <,) — (de(adgq) —

- Vel[eav — (e (zw‘(zmd)) —ea(zw? N

(m.n)

Fmav— (na(aap) — (- ad(as <,) —
(Vn[na (ad <,) —

- Veleav — (eo (2w, ) — ea (2wl )] —
(ad (ad <,) — (ma(de <,) — (da (a8 q) —

- Vel[eav — (e (ZW‘(Zmﬁd)) —ed (ZW]é)mn)))]))))))

Fmav— (na(aap) — (- ad(ad <p) —
(Vn[ne (a8 <,) —

- Veleav — (eo (2w, ) — ea (2wl )] —
(ma(de <,) — (do(avq) —

el v — (¢a (2w, ) — e (20!, )])))

8 15a.zerlegung.

(0

(e

(€

(376



Es ist jetzt der Satzy) des § 11 zu beweisen. Dazu brauchen wir den Satz
» Fna(aa(<g]”) = (= na(aa(<q 0 <gl") = na(aa(vdg)) (a
der leicht ausT) abzuleiten ista—Es bleibt hier das Vordergliedm* #2
, o md(ad (<q0 <gl")) "
wegzuschaffen. Man muss also zeigen, dass es kein Gliedh d@ine, das auf in der ¢-
Reihe folgt und dena in der g-Reihe vorhergeht und unter derBegriff fallt. Wéarer ein
solches Glied, so misste es unter unsern Voraussetzungeorde bis d laufendeng-Reihe
angehoren:
, Fra(as <4) — (na(re <4) —
(Vel[eov — (ed (2w, 5) — ¢d (nginéng)))] —
(mav— (ma(de <q) — (— ad(ad <4) —
(funk (¢) — (da (ad q) — T8 (2ZW(,, ;)))))))) " (8
Dann wiirde- aber auch der vom bisn laufenden(v 3 ¢)-Reihe angehéren und mithin auch
der mitn endender-Reihe nach dem zu beweisenden Satze

o) —ra(ne <) ¢

Da nun nach der Annahmedemr in derg-Reihe vorherginge, so mussteauf sich selbst in
derg-Reihe folgen, ein Fall, den wir ausschliessen. Uinzu beweisen, leiten wir mit (144)
und (363) den Satz

, Fra(zw

, Fra(na g(véq)) —ra(na <y (6
ab.

§ 16a.Aufbau.
136 Fna(ad <4) —na(ad <,)
(275) ¢ — — — — — — — —
Fra(aa <4) — (na(re <,) —naaa <)) (377

Fra(as <4) — (na(re <4) — (funk(g) — (na (na <4) —
ad (a9 <g)))) (378

363 Fra(de <;) — (da(ad(vdq)) —ra(ad <))

FYo[re (de <,) — Va[de (as (vdq)) — ra(as <, (a
(144) :

Fra(ne <,4,) — (ra(re <) —ra(ne <)) (3
(140) ::

4Es bleibt hier das Unterglied

#2Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!



S.15

280

Fra (CLG <q) — (funk(q) — (rg (ZW(Um
(na(re <,) — aa(as <y))))
Fra(aa <4) — (funk(q) —

(Ve[eav — (e (ZW((Im,d)) —¢a (ZWEZ?J?))} R
(rev—(ra (zw?md)) N

(na (re <) —aa(as <,))))))

Fna(rea <,) — (ma(ne <,) —ma(rs <))

Fna(ra <4) — (ma (zw(m n) ) —ma(ra <))
Fna(re <) —
(Vel[eav — (ed (ZW((Zm,d)) — €9 (ZWEvméng)))] -

(mav — (ma (2w, ;) — ma(ra <y))))

(379

(380

(o

(6

(381

(382

(«

(6



S.16

(188,191) =

Fna(re <,) —

(Ve [cov — (¢ (2w, ) — co @w(}0 )] —
(mov — (ma(do <,) — (= ad (ad <,) —
(funk(q) — (de (a® q) — ma (re <,)))))))
Fra(ad <q) — (na(ra <4) —

(Ve leow = (3 (2w, ) = eo (@w(}02)] —
(mav — (ma(de <,) — (= ad(ad <,) —
(funk(q) — (da (ad q) — ra (zw{,, 1))))))))
Frev— (re(as <g) —

(Ve leow = (ea (aw,, ) — e0 (w(; )] —

(mav— (ma(de <;) — (- ad(ad <,) —

(funk(g) — (da (a8 q) — (na(re <4) —as(ad <y)))))))))

Fra(ad <4) —

(I 0y)

(m.n)

(Veleov — (ed (zw(,, ;) — ¢ (2w
(mav — (ma(de <4) — (- ad(ad <,) — (funk(q) —
(da(asq) = (na(ra(<yl”)) —aa(as <y))))))))

X
(3 0y)]

(m,n)

FVeleav — (ed (zw%md)) — ¢d (zw
(mav — (ma(de <;) — (- ad(ad <,) — (funk(q) —
(da(adq) — (ra(as <q) — = na(ra(<q")))))))

N—r

(v

(0

(e

(€

(n



FVeleav — (ed (2w, ;) — ¢® (ZWE;%)))] -

(mav — (ma(de <4) — (- ad(ad <,) — (funk(q) —

(da(adq) = Vr[ra(aa <4) — = na(ra (<)) (383

T Fextaexte (- (g9 (ad (<q|")) — e (@ (<q0<ql”)))) =vd¢q

(10) :

F- (na(aa (<)) = na(ad (<q0 <gl"))) —

na(ad (vdq)) (a
(s —— === =~

Fna(ad (<q]") = (= na(aa(<q 0 <gl")) —

na (ad (vdq))) (384
(197): — — — — — — — —

Fasav — (na(as <4) —

(- 13 (a8 (<q 0 <4l")) = 13 (a3 (3 0)))) (o
15) 2 — — — — — — — —

Faav— (na(ad <4) —

(Ve [ta(ad <4) — = na(ta(<q]”))] — na(ad(vdq)))) (385
134): — — — — — — — —

Faav— (na(de <;) — (da(adq) —

(Vera(ad <4) =~ na(ta(<yl”))] — na(ad (v q))))) (
(383) — — — — — — — —

S.17

Faav— (na(de <4) —
(Vel[eav — (ed (zw‘(lmyd)) — ¢d (zwgvmén‘i)))] —

(mav — (ma(de <4) — (- ad(ad <4) —
(funk(q) — (da (a@ q) — na (ad (v3q))))))))) @]

X
Faav— (na(de <4) — (- na(ad(vdq) — (mov—
(ma(da <4) — (- ad(ad <4) — (funk(q) — (da (ad¢q) —

~ Veleaw — (ea (aw!, ) — ea @ ("2 D)) (v

(mn)



F— asa(ad <(véq)) —
(Vn[na (e <4) —

- Veleaw = (¢ (2w, ) — ¢a (2w} )] -

(m,n)

(adv — (na(de <;) — (moav — (ma(de <,) —
(= a9 (ad <4) — (funk(q) — (da (ad q) —

— Veleov — (ea (zw?, ) — ea (w3 D))

(mn)

8 15b.Zerlegung.
m—Wir schaffen aus (386) noch das Vorderglies® #3
, 0 a9 (ad <w3 q)) ‘
weg mit dem Satze
, F—= a9 (ad <4) =~ ad(ad <(Uéq))‘
der auf den Satz

, Fza(yo <(v5q))ﬂxa(ya <)

(386

(a

(6

zuruckzufuhren ist. Dieser folgt mit (123). Wir beweiserembesser zunéchst den etwas

inhaltreicheren Satz
cFra(ys <3, 2 ra(ya(<yl”)”
den wir spéater brauchen werden. Die Ableitung ist &hnliahvde (366).

§ 16b. Aufbau.
361 Faa(ad(vdq)) — za(aa (<))

N—

FValra (as (vdq)) — ra (aa (<))

362 Fdoa(aa(vdq)) —da(ad <)

275): — — — — — — — —
Fza(de <4) — (do (ad (vdq)) — za(ad <))
m97): — — — — — — — —
Faav— (za(da <) —
(da (ad (v3q)) — za(ad (<4["))))
(365,188): = = = = = = = =

SWir schaffen aus (386) noch das Unterglied

#3Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!

(v

(«

(6

(v



S.18

Fza(da(<4l") — (da(ad (v q)) — wa (ad (<4l"))) ©

FVYolza (0a(<,l")) —

Va[oa (ad (v q)) — za(ad (<y["))]] (e
(123) :

Fza(ya <(v5q)) —

(Valza (ad (vdq)) — za(ad (<4|"))] —

zd (ya (<q["))) (8

() =

Fza(ya <(v5q))ﬂxe(ye(<q\”)) (387
(188) 1 — — — — — — — —

Fzoa(ya <(,U5q))—>xe(ya <q) (388

388 Faa(as <(v5q)) — a9 (ad <)
X

F-as(ad <4) =~ ad(ad <(wd ) (389

Fvnna(ad <4) —
- Veleav — (ed (2w, ) — ¢d (ZWE;JR?n()J)))H —
(adv — (na(da <4) — (mav— (ma(ds <,) —

(= a9 (ad <4) — (funk(q) — (da (ad q) —

- Veleav — (ea (zwf, ;) — ¢d (2w D) ))))H) (a

(m;n)



Fmav — (funk(¢) — (- ad (ad <,) —
(Vn[na (ad <,) —

- Veleav — (ed (zw?mﬂ)) — ¢d (ZWEZL?S)))H -

(ma(da <,) — (do (aaq) — (na(da <,) —

Ve leaw — (e0 (2w?, ) — ea (2w (22 D))

(m,n)
Fma v — (funk(q) — (~ as (a8 <,) —
(Vnna (ae <4) —
- Veleow— (ea (2w, ) — ¢ (2w (i) -
(ma(ds <,) — (da (a8 q) —
Vn[na (ds <4) —
= Veleow (¢ awl,, ) — €3 (2w S

X

Fmav — (funk(q) — (- ad (ad <) —
(= Vn[na (do <,) —

- Veleaw— (0 (awf,, ) = ea (aw (i )] —
(ma (ds <,) — (da (a0 q) —

~ Vn[ne (as <,) —

- eleow— (ea (2w, ) — eo (2w L2 )]N))

(6

(v

(0



S.19

(279) ::

(152) :

Fmav — (funk(q) — (- ad (ad <4) —

(= da (do <,) ™ —

- Vn[ne (de <4) — = Veleav — (ed (2w, ;) — ¢d (sz”m?n;”))}]) —

(= da(de <4) — (ma(de <,) — (da(adq) —
- Vnna (ad <,) —

- Veleav — (ea(zwd, ) — €d (2w (2 DN (e

(m.n)

Fmav — (funk(q) —

(= da(da <¢) =~ Vn[na(do <) —

- Ve[eav — (ed (zw(,, ;) — ¢d (ZWEZ?S)))H) —
(ma(de <4) — (da(aagq) — (- ad(ad <4) —
- Vnina (ad <,) —

~ Veleaw — (ea (2w?, ) — ea @ (22 D)) (€

(m.n)
N—

Fmav — (funk(q) —
Yo [(— da (0 <y) —

~ Vn[na (08 <4) — - Veleaw — (ea (2wl ) — o (w22 D)) —

(m,n)
(ma(da <) = Vapa(aag) — (- as(ad <4) —
- Vnina(as <,) —

— Ve leo v — (ea (2w, ) — ea @ 22N n

Fma (e <,) = (ma v — (funk(q) —
(= ma(ma <4) == ¥n[na(md <,) —

) = ea (w3 D)) —

- Veleawv — (ea (zw! (o)

(m,m)
(- ca(ca <4) =~ Vnlna(ca <,) —

) = ea (2w 3 DNI))) (390

- Vel[eawv — (ea (zw? (o)

(m.e)

8 17.Zerlegung.



Wir beweisen nun den Satz

, Ffunk(q) — (= ma(ma <4) — — Vn[na (ma <,) —

~ Veleaw — (ea (zw? ) — o (2w (0D

der zurlickzuflihren ist auf den Satz | e
, Fea (zw‘(lm’m
den wir aus (344) und (282) ableiten. Wir haben dazu noch dén S
, Ffunk(q) — funk(vd q)"
noéthig, der aus (243) und dem Satze

, Fea(da(vdq)) — (ea(ad(vdq)) — - da(ad <y))*

(m,m)

folgt.

§ 18. Aufbau.

140 +ma (ma <,)
(344) :

funk(p) — (= ma (ma <p) = ma (zw{,, ,.))

136 Fea(da <,) —ea(da <,)
(362) : — — — — — — — —
Fea(da(vdq)) — ea(da <,)

360 + (ea(aa(<4]")) —ea(aa(<q0 <)) —

- ed(ad(vdq))

D — = === ===
e (aa (<40 <4|")) — — ea(aa(vdg))
G — = ——— - — —
e (da (<4]")) — (da(ad <4) — = e (ad (v3q)))
X
Fea(da(<y”)) — (ea(ad (vdq)) — - da(as <))
(361): — — — — — — — —

) = (funk(g) — (= ma (ma <,) — ea @w("30)))"

(a

(5

(v

(5

(391

(392

(393

(394

(395

(396

S.20



S.21

(392,392) ::

(130) :

(I11a) :

Fea(ad <q) — (funk(q) — (ed (da <4) —

(ea (da (v q)) — (ea(ad (vq)) —ad(da <y)))))

- funk (¢) — (ea (da (v q)) — (ed (ad (vdq)) — ad (da <y)))

F funk (¢) — (ea (do (vdq)) — (ed (ad (vdq)) —
(- ad(da <¢) = d=na)))

Ffunk (¢) — (ea (da (vdq)) — (ed (ad (vdq)) — d=a))

N—

Ffunk (¢) — Ve Vo [ea (00 (vd¢q)) — Valea (ad (vdq)) — 0 = a]]

= funk (q) — (= ma(ma <, 3,) —md (zw(”éq)))

(m,m)

- funk(q) — (~ ma (me <) — ma (zw "))

(m,m)

Fe=m — (funk(q) — (- ma(ma <,) —ed (Zw(vé Q))))

()
Feo (zw‘(zwm)) — (funk(q) — (= ma (ma <4) —

ea (zw "2 9)))

(m,m)

(«

(6

(v

o

(e

(397

(«

(6

(v

o



Ffunk(¢) — (= ma (ma <,;) — (edv — (ed (Zwt(zm,m)) -

ea (zw("3 1)) (e

(m,m)
N—r
Ffunk (¢) — (- ma (ma <;) —

Veleav — (ea(zw(, ) —¢d (2w ("2 D)) (398

(m,m)

(IIa):: — — — — — — — —
F v [F(n)] — (G(n) — F(n)) (a
F v [F(n)] — V0 [G(n) — F(n)] 8
X
F = Vn[Gn) — F(n)] — - Vn[F(n)] (399

140 Fma(ma < )

(IIa) :
FVnna (ma <,) —
- Vel[eav — (ed (zw‘(lm’m)) — ¢d (zw
< Veleow — (e0 (w?,, ) — ca (aw (1O D)) (@
X
FVeleav — (ed (zw?mm)) — ¢ (zw(mm)))] —

- Vnlna (me <4) —

- Veleo v — (e (2w, ) — e0 (2w (22 D)) 3



Ffunk (¢) — (- ma (ma <,) —

- Vnlna(me <4) —

~ Veleaw — (ea (2w?, ) — ea (2w 30))]) G
(390): — — — — — — — —

Fma(ca <,) — (mawv — (funk(q) — (= ca(ca <,) —

- Vn[na (co <,) —

- Veleaw — (ea (w?,, ) — o (w22 0)]))) G
(399): — — — — — — — —

S.22
Fma(co <4) — (mav — (funk(g) — (= ca(co <4) —

- Yn[- Ve fea v — (e (2w, ) — e (w22 D)) (400

(m;n)

368 Fxza(ma(vdq)) — za(ma(<,Y))
(188): — — — — — — — _
Fza(ma(vdq)) — xzo(ma <) (401

368 Fzo(ma(vdq)) — za(ma(<,Y))

191): — — — — — — — —

Faza(ma (vdq)) — zam (402
(400): — — — — — — — —

Fma(co <;) — (za(ma(vdq)) — (funk(q) — (- ca(ca <,) —

- Vn[n Veleav — (ed (2w, ) — ¢ (sz”mén‘)I)))]]))) (403

§ 19.Zerlegung.
Um mit (403) den Satzd) des§ 7 abzuleiten, brauchen wir den Satz

b V[ Veleaw — (8 (2wl ) — ea (2wl 20)]) —

(m,n)
(cov — (ce(zw‘(mc)) — ma (co S(véq))))‘ (a
m—Um das Vorderglied-m® #°
,—ma(ca <,)"

8Um das Unterglied

#5Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!



wegzuschaffen, bedurfen wir dannnoch des Satzes
, Fxa(ma <) — (funk(q) — (za (co <q) — (za(ca (<4]")) —
(= wa(ma(<q0<y|”) = ma(ca <y))))) (s
der aus (243) folgm— Die Vordergliederm’ #°
, e (ma (<q 0 <gl")
,—xza(ma <,)°
sind durch ,—za (ma (v3 ¢))‘zu ersetzen.

8 20.Aufbau.
367 Fxa(ma(vdq)) —
— (za (ma (<q]")) — wa (ma (<q 0 <4[")))

Faza(ma(vdq)) — — za(ma (<40 <yl")) (404

v3
270 I—ce(zw( q>)—>ma(ca S(vjq))

(m;n)

FVeleav — (ea (zw‘(]m o) —€d (zw(véq)))] —

(m,n)

(cov — (ca (ZW((Jm’C)) — ma (ca S(vjq)))) (o

X

- mao (CG S(,Ué q)) - (CGU - (Ce (ngm,c)) -

- Veleav — (ed (zw(,, ) — o (zwgvmén‘i)))])) (G

—
S.23
F—- ma (CG S(,Ué q)) - (CGU - (Ce (ngm,c)) -

vn [ Ve eaw — (ea (2wl ) — ea (2w (23 0))]) G

(m;n)

X

"Die Unterglieder

#6Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!



- e Veleaw — (ea (aw, ) — e (aw(n 0] —

(m,n)

(cov — (ca(zw?mﬁc)) — ma (ca S(véq)))) Q)

Faxa(ma (vdq)) — (coav — (funk(q) — (- ca(ca <4) —

(ma(co <4) = ma(co S(v:’)q)))))) (405

Faxza(ma (vdq)) — (cav — (funk(q) — (Vi[- ia (ia <g)] —

(ma (co <;) —ma(ca <,5,))) (406

5 Faxa(ca(<,") =
(ca(ma <q) —za(ma (<40 <4[")))
X

- 2a(ca (<) —

(— xza(ma(<q0<yl") =~ co(ma <)) (a
(243): — — — — — — — —
Fza (ma <,) — (funk(q) — (28 (ca <,) —
(3 (ca (Zq]") —
(= wa (ma (<q0=g[") = ma(co <)) 8
(401,404) 1 = = = = = = = =

Ffunk(q) — (za (ca <4) — (za(ca(<,]Y)) —

(ra (ma (vdq)) —ma(ca <y)))) Gl



F funk(q) — (za (ca (<q4Y)) —

(zo (ma (v8q)) — ma(ca <y))) (407
(406) : — — — — — — — —
Feav— (Vi[- ia (ia <,)] — (funk(q) — (za (ca (<4]")) —
(zo (ma (v8q)) = ma(cd <, 3,))) (o
(191) 2 — — — — — — — —
FVi[- i (i <,)] — (funk(q) — (za (ma (vdq)) —
(8 (ca(<q]") = ma(cd <, 5,)) (B
(IVa): — — — — — — — —
S.24
= (ma(ce (vdq) — za(co(<,]")) —
(Vi[- ia (ia <,)] — (funk(q) — (za (ma (v3 q)) —
[—zo(ca(<q")] =[—ma(ca <, 4,))) (v
(369) : — — — — — — — —
FVi[- ia (e <4)] — (funk(g) — (z8 (ma (vdq)) —
[—zo (ca(<q")] = [—ma(ca <, 4,)) ©
(22) :
FVi[- i (i <4)] — (funk(q) — (za (ma (vdq)) —
[—co (za (<q|") )] = [=ma(ce <5 ,)]) €
(22)

FVi[- ia (ia <4)] — (funk(¢) — (za (ma (vdq)) —

[—co (za (<q|") )] = [—ca (ma S(_Ulé o) ©

N—



FVi[- ia(ia <4)] — (funk(q) — (za (ma(vdq)) —

Va [[—aa (w8 (<,") )] = [—aa (ma <y ) (
96): — — — — — — — —
FVi[- ie (i <g)] — (funk(g) — (za (ma (vdq)) —
anz(va (<,|") ") = anz(ma <y ) ®
(IfTa): — — — — — — — —

FVi[- ie(ia <4)] — (funk(¢) — (za (ma (vdq)) —

(0o = anz(ma §(_1 ) — 00 = anz(z8 (<,[")71)))) (408

v q)
S.25 |

c) Beweis des Satzes
,EVi[=ia (i <4)] — (funk(q) —
(Valre (aa <) — = Ve[~ as(ea (<4["))]] —
(x8 (ma (v3 q)) — oo = anz(za (<4|") 7))

8 21.Zerlegung.

Um nun von (408) aus zu dem Satze zu gelangen, dass bei ur@aussetzungen ber
q undm Endlos die Anzahl der Glieder der mitanfangendeg-Reihe ist, die unter det+
Begriff fallen, wenn es zu jedem Gliede der mianfangenden-Reihe ein darauf folgendes
giebt, das unter denBegriff fallt, miissen wir (262) anwenden. Bevor wir diesithwollen
wir diesen Satz fur unsere Zwecke passender gestalten.al@rhnamlich in (262) fiirg,
,v3 ¢' zu schreibenm—In den dann auftretenden Vordergliederm® #7— funk (v3 ¢)"
und Vi[- ia (i <w3 q))]‘ ist,v3 ¢' durch ,¢' zu ersetzenm—Dann mussen wir fur das

Vorderglied—a® #8
, Vo [Ve[- 0o (ed(vdq))] — — da(me S(_vlé q))]‘

Valra (as <4) — = Ve [- aa (ea (<q["))]]
einfihren. Den dazu néthigen Satz
, Ffunk(q) — (Vi[- i8 (i <4)] —
(Valra (as <) — = Ve[ aa(ea (<4f"))]] = (za (ma <4) —
(Ve [~ do(ea (v3q))] =~ da(ma < s 1))’ (o

8In den dann auftretenden Untergliedern
9Dann miissen wir fiir das Unterglied

#1Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!
#8Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!



beweisen wir mit den Satzen
, FYa[za(as <4) — - Ve[- aa (ea (<4]")]] —
<1 —
(da (ma —(uéq))

(va (mo <q) — - Ve |- do (s (<)) (3
, Ffunk(q) — (= re(re <4) —
(Ve[~ da(ea (v3q))] — ~ da(ra(<,["))))" (v
Um (5) mit lla zu beweisen brauchen wir den Satz
, Fdo(mae g(*vqu))e(xa(me <,) —xa(da <,))* (6
der mit (322) aus
, Fma(da S(Uéq))—wna(da <! (e
folgt.
§ 22.Aufbau.
388 Fma(da <(3,) —mal(da <y
(136) : — — — — — — — —
Fma(da <(Uéq))—>me (da <) (a
(200):: — — — — — — — —
Fma (da —(1)5(1))_}(“ d=m —ma(da <)) (6
(139) + o
S.26
Fma (da g(véq)) —ma (da <) (409
(@) — — — — — — — —
Fda(ma S(_Uléq))—wne (da <) (a
(322): — — — — — — — —
Fda(ma Sz,qu))_’ (xa(ma <;) — xza(da <)) (]
(Ila): — — — — — — — —

FValza(aa <4) — = Ve[ aa (ea (<q|")]] —
(da (ma Sa}lf) q)) —
(0 (md <) — = Ve [+ da (e (<4")) (410

8 23.Zerlegung.

Wir beweisen nun den Satz)(des § 21. Dieser Satz sagt: wenn es keinen Gegenstand
giebt, der zuerst unter den adiin der ¢-Reihe folgenden unter danBegriff fallt, so giebt
es Uberhaupt keinen Gegenstand, der untereagriff fallt und in derg-Reihe aufd folgt,
sofern dieg-Beziehung unsern Voraussetzungen entspricht. Er isicihdem Satze (358)
und kann daraus abgeleitet werden. Wemm keinem Gegenstande in deBeziehung steht,
S0 giebt es keinen Gegenstand, derdirf derg-Reihe folgt, und also auch keinen solchen,



S.27

der unter den-Begriff fallt. Wennd aber zu einem Gegenstandé derg¢-Beziehung steht,
so kénnen wir zeigen, dass ein Gegenstamdcht zuerst in der mit anfangenden-Reihe
unter derw-Begriff fallt, wennn nicht unter den auf in derg-Reihe folgenden zuerst unter
denv-Begriff fallt:

, = da(ne(vdq)) — (funk(q) — (da (adq) — — ad (na (vdq))))" (a
Ferner haben wir den Satz
, Fda(ra(<ql")) — (funk(q) — (da (adq) — ad (ra(<4"))))" (8

abzuleiten, was leicht mit (242) geschehen kann. Winzlu beweisen, gehen wir aus von
dem Satze (384):

- da (na (<4|")) — (= da (na (<4 0 <4|") — da (na (v3 7))
und haben nun die Séatze
. Fas (na (<)) — (da (adq) — da(na(<,]")))" (v
und
. F = ad (ne (<4 0 <,|") — (funk(q) — (da (as q) —
~ da (na (<40 <4"))) 6
zu beweisen, von denen)(leicht aus (132) folgt.q) ist mit (15) abzuleiten :
FVe[ta(ne <q) — — da(ta (<4|”))] — — da(na (<40 <4]"))
Das geschieht mit (5):
Fas (re (4") — (ra (ne <g) —ad (ne (<, 0 < "))

und (3).
|
8§ 24.Aufbau.
242 +da(ra <4) — (funk(¢) — (da(adq) — ad (ra <,)))
97 : — — — — — — — —
Frav— (de(re <4) — (funk(q) — (da (adq) —
ad (ra (<4[%))))) (a
(188,191) 1 = = = = = = = =
Fda(ra(<4")) — (funk(q) — (da (adq) —
a3 (ra(<4]")))) (411
() ——————— -

Fda (re (<q|")) — (funk(q) — (da (adq) —
(ra(ne <q) —ad(na(<q0<4["))))) (a

X



F = aa(na (<40 <yl") — (funk(¢) — (da (adq) —
(ra(ne <q) — = da(ra(<q")))))
- a8 (08 (<, 0 <,|") — (funk(q) — (da (asq) —

Velta (na <g) — — da(va(<q["))]))

F = aa(na (<40 <yl") — (funk(¢) — (da (adq) —

= da(na (<40 <4")))

Fda (na (<ql") = (- ad (na (<4 0 <gl")) —

(funk(q) — (da (a8 q) — da(na(v3q)))))

132 Faa(ne <,) — (de(asq) — da(na <))

Faa(na(<ql")) — (da(adq) —

da (na (<4[")))

Fas (na(<4]") = (- ad (na(<q 0 <yl") —
(funk (¢) — (da (a8 q) — da (na (v3q)))))

(368,404) :: = = = = = = = =

Fasa(na(vdq)) — (funk(q) — (de (aaq) — da (na (vdq))))
X

k= da(na(vdq)) — (funk(q) — (da (adq) —

- a9 (na (v3q))))

(6

(v

o

(e

(€

(n

@

(¢

(»



FVe[- da(ea (vdq))] — (funk(q) — (do (adq) —
— ad(nd(vdq)))) (A

N—r
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F Ve[~ da(ea (vdq))] — (funk(q) — (da (aaq) —

Va[- ad (ad (v3q))])) @
(358): — — — — — — — —

Ve [~ da (e (13 q))] — (funk(q) — (da (a8 q) —

(mra(ra <) —— ad(ra(<4l"))))) v

X

Fas (ra (<4")) — (funk(q) — (da (ad q) —

(mra(re <) — Ve[~ da(ea (vdg)]))) (€
@) — — — — — — — —

Fda (ra (<g|")) — (funk(q) — (da (ad q) —

(- ra(re <g) — = Ve[~ da(ea(vdq)))) (o
X

Fda (ra (<4|")) — (funk(q) — (Ve [~ da (ed (v3q))] —

(= ra(ra <,) — — doa(aaq)))) (r

Fda(ra(<yl”)) = (= ra(ra <4) — (funk(q) —

(Ve[ da(ea (v3q))] — Ve[~ da(eaq)]))) (412

lla FVel[- da(eaq)] — — da(adq)

(22) :

FVe [~ do(eaq)] — — ad(dag™?) (

N—



(1g) :

(Ia) ::

- Ve[~ do (eaq)] — Ve[~ ea(dog )]

FVe [~ da(eaq)] = - ra(da <4-1)
X

Fra(de <,-1) — = Ve[~ da(edq)]

Fda (re(<y")) — = Ve[~ da(eaq)]
X

Ve[ da(eaq)] — — doa(ra(<4|"))

Ffunk(q) — (Vi[- 18 (ia <4)] — (Ve[~ da(ea (vdq))] —

Ve [ da (ea (<q["))]))

X

(s

(v

(0

(413

(o

(6

(v

©

(e

©
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= funk(q) — (Vi[- 18 (ia <¢)] = (= Ve[~ da(ea (<q"))] —
- Ve[~ da(ea (v3q))])) (n
(410):: — — — — — — — —
- funk (q) — (Vi [~ ia (ia <,)] —
(Va[za (ad <) — = Ve[n ad (ed (<q["))]] —
(do (ma g&}é )~ (@a(ma <) —
- Ve[~ da(ea (v3q))])))) ®
X
- funk (q) — (Vi [~ ia (ia <,)] —
(Va[za (aa <,) — = Ve[ aa (ea (<4]"))]] —
(za(ma <) — (Ve[~ da(ed (v3q))] —
~da(ma <y 1)) @

Ffunk(q) — (Vi[- 18 (ia <¢)] —
(Valza (aa <) — = Ve[~ aa(ea (<4[)]] —
(zo(moe <q) —

W (Ve [ 98 (¢3 (13 )] — = 98 (ma <Y )]) (414

389 - ad(ad <4) — - ad(ad <(v5q))

(IIa):: — — — — — — — —
FVi[- ia(ia <4)] — — ad(ad <(v§q)) (a
FVi[-ia(ia <4)] — Vi[- ia(ia <(U5q))] (415



FVi [ ie (i <g)] — (funk(vd q) —

(2 [¥e [~ 23 (ea (v3.9))] — = D3 (ma <.y )] —

o =anz(ma < 1y ) (o
(414,397) . = = = = = = = =

FVi[- ia (e <4)] — (funk(g) —

(Va[re (@d <,) — — Ve[~ aa (e (<q"))] —

(za (ma <,;) — oo = anz(ma S(_”lj q))))) (6

FVi[- ia(ia <4)] — (funk(q) —
(Va[ra(aa <4) — = Ve[n ad (ea (<4]”)]] —

(wo (mo (v39) — o0 = anz(mea <.y ) g

FVi[- ia(ia <4)] — (funk(q) —
(Valza (20 <) — = Ve [~ a8 (¢ (<,")]] —

(za (ma (v8q)) — oo =anz(za (<4")71)))) (416

S.30

d) Beweis des Satzes
,Fza(ca <q) — (Ve[ ca(ea(<q]”)] —
(= ca(ca <4) — (funk(q) — (za (ma (vdq)) —
anz(0)a [anz(za (<4[°)"1)a <pf)))))’

und Ende des Abschnittes\l.

8 25.Zerlegung.

Es bleibt uns tbrig zu zeigen, dass die Anzahl der Gliedemiter anfangenden-Reihe,
die unter den-Begriff fallen, endlich ist, wenn auf ein Glig@) dieser Reihe kein unter den
v-Begriff fallendes Glied folgt, falls unsere Voraussetgean tbery undm erfillt sind. Dies
geschieht mit dem Satze (326) in der Form

, Fanz(0)e [anz(zw&?ﬂ?)a <nfl"

Wir haben nachzuweisen, dass unter unsern Voraussetzutigeron m bis n laufende

(v9 gq)-Reihe alle die Glieder und nur die enthdlt, die in der mianfangender-Reihe
unter denv-Begriff fallen, wennn ein solches Glied ist, dass alle Glieder der varbis ¢



laufendeng-Reihe, die unter den-Begriff fallen, der vonm bis n laufenden(v 3 ¢)-Reihe
angehdéren;

)= ea (w3 D)) -

(m,n)

, FVeleav — (e (zw?

(m,c)
(zd (co <q) — (Ve[n ca(ea(<q")] —
(- ca(ca <4) — (funk(q) — (za (ma (vdq)) —

—as (@3 (<)) )] = [—as (@2 D)) (a
Aus (369) folgern wir leicht den Satz

s (ma (vdg) — (s (aw(227) = s (s (<,[)" (3
Um nun auch einen Satz mit

(véq))‘

(m,n)

m—als Hintergliede zu erhalten, schreiben wir (l1a) in derrfora'® #°

, 29 (ad (L4|Y)) — ad (zw

w30y

(m,n)

, FVeleav — (e (zw‘(lm c)) — ed (zw

) —as w2 0):

(adv — (ad (ZW‘(I7 (o)

S.31 und wenden hierauf den Satz- |
, Fza(ca <4) — (Ve[ ca(ea(<4]")] — (- ca(ca <q) — (funk(q) —
(3 (ad (<q]")) — (z0 (ma (v q)) — ad (zw(,, 1))’ (v
an, den wir aus (407) und
. Fiunk(g) — (z (ca <,) — (8 (ad (<,")) —
(Ve [ ca (ea (<4|"))] = ad (ca <,))))" (5
ableiten. Wir beweisem] mit (243).

n,c

8 26.Aufbau.
197 Fasv — (ca(ad <4) — ca(aa(<4"))
X
Fasv— (- ca(aa (<y|”) — = ca(ad <)) (a
(IIa)#0: — — — — — — — —
Fasv— (Ve[- ca(ea(<y|”))] — — calaa <)) (B
(243): — — — — — — — _
Faxa(as <4) — (funk(q) — (zd (ca <;) — (adv —
(Ve[ ca(ea (<q]")] — ad(ca <y))))) (v
(188,191):: = = = = = = = =
funk (q) — (za (ca <q) — (za (ad (<4[")) —
(Ve[ €8 (€3 (<q"))] — a5 (ca <,)))) (417

10a)s Obergliede zu erhalten, schreiben wir (lla) in der Form

#9Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!



274 I funk(q) — (aa(ca <) — (= ca(ca <4) —
(ms (08 <,) — a3 (2w?, )
(407,417):: = = = = = = = =
Fza(co <4) — (Ve[ ca(ea(<4")] —
(— ca(ca <q) — (funk(q) — (za (ad (<4]")) —
(v0 (ma (v34)) — ad (zw?, )

(3 0))]

(m.n)

FVeleav — (ed (zw‘g"w)) — ¢d (zw
(adv — (za(ca <4) — (Ve[ ca(ea (<)) —
(- ca(ca <4) — (funk(q) — (za (ad (<4]") —

(w3 (ma (v3 g)) — aa (zw "3 D))

(m,n)

FVeleav — (ed (2w, ) — ¢ (zwgvmén‘;)))] —
(za(ca <) — (Ve [= ca(ea(<q[")] —
(= ca(ca <4) — (funk(q) — (za (ma (vdq)) —

(x5 (a3 (<,[")) — as @w (22 )

\n

270 i—aa(zw(qu)) —ma(ad < 4,)

(m,n)
(369): — — — — — — — —
S.32
- 2o (ma (18 ) — (as (w70 7) = xa (as (<,[")
(IVa): — — — — — — — —
- o (ma (v8q)) —
(w8 (as (<,]") — a0 (@w(12D)) —
—28 (a8 (<,]")] = [—as (2w (22 0))
(22) :

Fzo(mo (vdq)) —

(s (a5 (<,]") — as (@w("3D)) -
—as (@8 (<,") )] = [—as (@2 D))

(418

(«

(419

(B

(v
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- eleou — (e0 (awf,, ) — ¢a (2w (;0 )] —
(x5 (co <4) = (Ve [~ ca (ea (<4["))] —

(+ ca (o <,) — (funk(g) — (w3 (md (v8 q)) —
—ad (@8 (<,) )] = [—aa (w3 9)]))))

- Vefeaw — (ea (zwf,, ) — ea (@ (29))] -
(va(ca <,) — (Ve[ ca(ea (<yl"))] —

(m co(ca <q) — (funk(q) — (za (ma (vdgq)) —

va [[—as (v8 (<4") )] = [—aa (w3 0))))))

(m,n)

326 I anz(0)s [anz(zwngn‘i))a <nf]

(IIIa) :

(’Ué q)) —

(m,n)

anz(0)a [anz(ra (<,") 1) o <pfl

Fanz(za (<4|") ") = anz(zw

-V [[—as (23 (<,[") )] = [—as (w22 )] —

anz(0)a [anz(ra (<,") 1o <pf

FVeleav — (ed (zw(,, ) — ¢ (zw(”é‘n))] —

(m,n)
(8 (e <4) = (Ve[ ca(ed (<q|")] —
(= ca(co <4) — (funk(q) — (za (ma (vdq)) —
anz(0)a [anz(za (<4[")")a <nf))))))

X
F - anz(0)a [anz(zo (<,]") Y e <nf] —
(za(co <q) = (Ve[n ca(ea (<q[")] —
(= ca(ca <4) — (funk(q) — (za (ma (vdq)) —

- Veleaw— (ea (aw?, ) — eo (w22 P))]))))

(m.n)

N—

©

(420

(o

(6

(v

©



- - anz(0)a [anz(za (<,[") )8 <pf] —
(28 (co <,) — (Ve [ c3 (3 (<y["))] —
(= ca(ca <q) — (unk(q) — (¢3 (md (18 )) —
Vo[~ Ve eaw — (e (wl,, ) — e @ (L2 2))])))))
X
~ ol Veleaw — (e3 (2w, ) — €3 (2w ()] -

(za(ca <) — (Ve[ ca(ea (<)) —

(= ca(ca <4) — (funk(q) — (za (ma(vdq)) —

anz(0)a [anz(za (<,Y) "o <nf))))))

(403) 1t — — — — — — — —

Fma (ca <,) — (23 (co <) — (Ve[ ca (¢a (<y"))] —
(- coa(ca <4) — (funk(q) — (za (ma (vdq)) —

anz(0)a [anz(za (<q|") Mo <pf])))))

§ 27.Zerlegung.

(e

(©

(421

=—Wir missen aus dem letzten Satze das Vorderghad® #2—mag (ca <,)' weg-

schaffen. Dies geschieht mit dem Satze

, Fxza(ma (vdq)) — (funk(q) — (za (co <4) — (mav —

(Ve [~ ca(ea (<qf")] = ma(ca <))

den wir mit (243) beweisen, indem wir zeigen, dasscht demm in | derg-Reihe vorher-
gehen kann, weil es dann ein aublgendes Glied, namliche, gabe, das unter denBegriff

fiele.

§ 28. Aufbau.

lla Ve[~ ca(ea(<y”))] — — ca(ma (<))

X

Lwir miissen aus dem letzten Satze das Unterglied

#12Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!
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(402) ::

Fmav— (ca(ma <,) — = Ve[~ ca(ea(<4]"))])

X
Fmav— (Ve[ ca(ea(<4]")] — - ca(ma <))
Faza(ma <) — (funk(g) — (za (co <4) — (mav —
(Ve [= ca(ed (<q["))] = ma(ca <)))))
Faa(ma(vdq)) — (funk(q) — (za (ca <4) — (mov —
(Ve [= ca(ed (<q["))] = ma (co <)))))
Fmav— (za(ca <) — (Ve[ ca(ea (<y|”))] —
(- ca(ca <4) — (funk(q) — (za (ma (vdq)) —
anz(0)a [anz(za (<y[") ") o <nf))))))
Faa(co <4) — (Ve[n co(ea(<4")] —
(- ca(ca <4) — (funk(q) — (za (ma (vdq)) —
anz(0)a [anz(za (<q") 1) 8 <pfl))))

X
F - anz(0)s [anz(za (§q|v)71)a <nf] —
(- ca(ca <4) — (funk(q) — (za (ma (vdq)) —

(za (ca <4) — = Ve[n ca(ea(<q["))))))

(6

(v

(6

(e

(«

(422



F - anz(0)a [anz(za (<,]") e <nf] —

(Vi[- ia (ia <4)] — (funk(¢) — (za (ma (vdq)) —

(z8 (co <q) =~ Ve [n ca(ed (<q["))])))) B
- anz(0)s [anz(@ (<, 1) )e <nf] —

(Vi[- ia (i <¢)] — (funk(q) — (za (ma (vdq)) —

Va[za (ad <4) — = Ve[ ad(ea (<q["))])) Gl

(416): — — — — — — — —
S.35
F = anz(0)a [anz(za (<4]") e <pf] — (Vi[- ia(is <,)] —
(funk (q) — (z@ (ma (v8 q)) — 0o = anz(za (<4|") 7)) ©
X

F— anz(0)a [anz(za (<y|") o <pfl — (Vi[- is (ia <,)] —

(funk (g) — (= oo = anz(zd (<4|") ") — = z8 (ma (v8 1)) (e

F - anz(0)a [anz(za (<,]") e <pf] — (Vi[- ia (s <,)] —

(funk (g) — (= oo = anz(za (,[°) 1) — Va[~ za (a8 (v3q))])) (€
(359): — — — — — — — —

F = anz(0)a [anz(za (<,]") e <pf] — (Vi[- ia(is <,)] —

(funk (q) — (= oo = anz(za (<4|") ™) — Ve [ wa (ea (<4["))]))) (n
X

F o Ve[m za(ea (4|")] = (Vi[- ia (i <q)] — (funk(q) —

(= oo =anz(za (<4|") ") — anz(0)8 [anz(za (<,4|")"1)e <pfl)) (423

lla Ve[~ za(ea (<4")] — = za(ed (<4]Y))

(22) :



FVe[n za(ea (<)) = = ed (xa (<q[") ) (a

F Ve [- 2 (ea (4])] — Va[- ad (28 (<)) @]
97): — — — — — — — —
FVe [ 2 (ea (<4]"))] — anz(za (<4[") ) = anz(0) Gl
(139): — — — — — — — —
F Ve[~ wa (ea (<4]"))] — anz(0) e [anz(za (<4|") 7)o <pf] ©
(423): — —

(ITTa) :

(IIa) :
S.36

FVi[-is(ia <,)] — (funk(q) — (= 0o =anz(za (<,)7 1) —

anz(0)a [anz(ze (<q[")"")e <pf])) (424

Fanz(v) = anz(ze (<,|") ) — (Vi[- ia (ia <,)] — (funk(q) —

(= oo = anz(v) — anz(0)a (anz(v)a <pf)))) (425

F Va [~ exte (—eau) =ad S;l] —
(Vo [Ve[~ Do (eaq)] — - dou] —
Va [ exte (—eau) =ad Sq_l])

Vg [funk(q) — (Vi[- ia (ia <4)] — Va [~ exte (—eau) =as < '])] —
(funk(¢) — (Vi[—~ ia (ia <g)] —

(Vo [Ve[- Do (eaq)] = — dou] —

Va [~ exte (—eou) =as <)) («
b Vg [funk (q) — (Vi[- 18 (ia <q)] — Va[- exte (—eau) =aa <)) —
Vg [funk(q) — (Vi[- 18 (ie <q)] —

(Vo [Ve[- da(eaqg)] — — dou] —

Va [~ exte (—eau) =aa <;']))] (8

F Vg [funk(q) — (Vi [~ i8 (ia <4)] —
Va [~ exte (—eau) =aa gq—l])] —
- oo = anz(u) (426



191 Fza(ca(<4]Y)) —cav
(IVa):

Fcav—za(ca(<y))) —
(—cov) =(—za(ca(<4]))
(22) :

F(coav—za(ca(<y?))) —
(—cov) = (—ca(za(< "))

23 Fca(za <N — o (e <)

(I1a) :

S.37

Fexte (—eau) =x9 <;'— (coexte (—eou) — zd (cd <))

Feav— (exte (—eou) =z <, '—

(cou—wa(ca(<,4]")))

Fexte (—eau) =zd <;'— (Va[aav — adu] —

(cov—za(ca(<yl"))))

Fexte (—eou) =zo <,;'— (Va[aav — adu] —
(—cav) = (—ca(za (<))

N—

Fexte (—eou) =xo §;1—> (Va[aov — agu] —

Va [(—asv) = (—ad (za (4") 7))

Fexte (—eou) =zo <,;'— (Va[asov — adu] —

anz(v) = anz(za (<,]") 1))

Fexte (—eou) =xza §q_1—> (Valasv — asu] — (funk(q) —

(Vi[- 18 (ia <4)] — (= oo = anz(v) — anz(0)a (anz(v)a <pf)))))

X

(«

(6

(v

o

(e

(€

(n

e

(¢

(»



F = anz(0)a (anz(v)e <pf) — (Valadv — asu] — (- oo = anz(v) —
(funk(¢) — (Vi[- ia (ia <,)] — — exte (—eau) =z9d S;l)))) A

F = anz(0)a (anz(v)a <pf) — (Valadav — asu] — (- oo = anz(v) —

Vg [funk (q) — (Vi[- i8 (i <q)] — Va [~ exte (—eoau) =ad <)) (u

(426): — — — — — — — —
F = anz(0)a (anz(v)a <pf) — (Valasv — asu] —
(= oo = anz(v) — = oo = anz(u))) (427
X

FValasav — asu] —

(00 = anz(u) — (= o0 = anz(v) — anz(0)a (anz(v)a <pf))) (428

N. Beweis des Satzes
, Fanz(0)a (anz(u)a <ps) — (Valaov — asu] — anz(0)a (anz(v)a <pf))'

8 29.Zerlegung.

Wir beweisen nun den Satz, dass einem Begriffe eine endhcizahl zukommt, wenn
einem ihm Ubergeordneten Begriffe eine endliche Anzahbaukt.

Es sei den-Begriff der Ubergeordnete, derBegriff der untergeordnete. Wir haben am
Schlusse des |. Bandes gesehen, dass sich die unter-Begriff fallenden Gegenstande
in eine Reihe ordnen lassen, die von einen bestimmten Gigelesbis zu einem bestimm-
ten Gegenstande lauft, wenn die Anzahl deBegriffes endlich ist. Wir setzen daher zu-

S.38 nachst statt des-Begriffes die vone bisc laufende |¢-Reihe und fassen den Fall ins Auge,
dass Uberhaupt Gegenstande unter d@egriff fallen. Dann sei in unserer Reihe das
Glied, das zuerst, und das Glied, das zuletzt unter derBegriff féllt. Wir benutzen nun
unsern Satz (422), aus dem wir zunachst mit (357) wegschaffenm—Wir ersetzen die
Vorderglieder—m!? #13
,—za(ca <,
<q)

,—za(ad
und

Ve [= ca(ea (<q"))]"

12\ir ersetzen die Unterglieder

#13Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!



m—durch die Vordergliedera®® #14
,—adv'
und
,Valaov — aa (zw‘(lw))] ‘
So erhalten wir den Satz
, FYalaav — asa (zw? )=

(aov — anz(0)a [anz(zo (<,4]") o <nf))*
Fur ,anz(za (<,|”)~1)" ist dann anz(v)‘ einzufiihren mit dem Satze
, FYalaav — ad (zw‘(]z’c))] — anz(v) = anz(za (<,]") 1)
der mit (IVa) aus (191) und dem Satze
, FValaev — as (zw‘(l C))] — (adv —zd (ad (<4")))"

m?

folgt.

§ 30.Aufbau.

296 Faa(ca <,) — (funk(q) — (ad(ad <4) — ca(ca <y)))

276): — — — — — — — —

Fas (zwl, ) — (ca (aa <) — ca(ca <))
@272): — — — — — — — —

Fea(an <q) — (ad (2w, ) — = ad(w{, )
Ug): — = = = = = = =

Fea(as <g) — - as(zwf, )
(188): — — — — — — — —

Fea (a8 (<q[") = — ad (2w{, )

X

Fas (zw{, ) — = ca(aa (<)

(Ila): — — — — — — — —

L3durch die Unterglieder

#14Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!
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F Va [aav—>aa(ZW‘(I W] = (@dv — = ca(ad(<4]"))) (v

x,c

(192): +—— — —
FValaov — ad (ZWl(Ix,C))} — = ca (ad (<q|Y)) (431
FValaov — ad (zw‘(zz7c))] — Ve[~ ca(ea (<q|")] (432

S.39 |

422 Faxa(ca <,) — (Ve[ calea(<4")] —
(= ca(ca <g) — (funk(q) — (za (ma (vd q)) —
anz(0)a [anz(za (<,[) )0 <pf)))))
X
Faa(ca <,) — (Ve[ ca(ea(<,4]")] —
(= ca(ca <,) — (funk(q) — (— anz(0)a [anz(z 8 (<4|") "o <nf] —
- 28 (ma (v8¢)))))) (a

Faa(ca <4) — (Ve[n ca(ea(<y|”))] —

(= ca(ca <q) — (funk(q) — (= anz(0)a [anz(za (<4|")7")®

IN

nf] -

Va [~ za (as (v89)))))) G

Faa(ca <4) — (Ve[ calea (<) —
(= ca(ca <,) — (- anz(0)a [anz(za (<,4Y) Mo <pf] — (funk(q) —

(m as(as <) = (a8v =~ wa(ad <y))))))) Gl



Fao(co <4) — (Ve[ ca(ea(<yl”)] —

(— anz(0)a [anz(a (< 1) )a <nf] — (ad (ca <,) — (unk(q) —

(- ca(ca <) — (a8v — - za(ad <,))))))) ©

(271,269): = = = = = = = =
S.40

Fxa(co <4) = (Ve[n ca(ea (<)) —

(= anz(0)a [anz(zd (<q[") ") @ <nf] — (funk(q) —

(a8 (2w{, ) = (@dv— - za(ad <)) €
(265,323): = = = = = = = =

F Ve [- ca (ea (<4]"))] —

(- anz(0)8 [anz(zd (<q[*)7")e <pf] —

(a8 (2w{, ) = (@dv =~ w8 (ad <)) (©

X

F Ve [- ca(ea (<)) — (za (ad <) — (ad (2w, ) —

(a8 v — anz(0)a [anz(za (<4[*)7")8 <nf])) (
(432,270): = = = = = = = =

FValasv — as (awf, )] — (a8 (2w, ) —

(asv — anz(0)a [anz(za (<,") "o <pfl)) (0

(ITa):: — — — — — — — —
- Valaov — aa (zwf, )] —
(a@v — anz(0)a [anz(za (<,]*) Mo <pfl) 0
(II1a) :

- anz(v) = anz(za (<q|") ) — (Yalao v — aa (awf, )] —

(a@v — anz(0)a [anz(v)a <pfl)) (433



270 Fas (ZW((I,;,C)) —za(ad <)

(97): — — — — — — — —

~Valasv — a8 (zw{, )] — (a8 v — z8 (a8 (<(]")))

191 Fza(aa(<4]%) —adv

(IVa):
F(aav —za(ad (<4]Y))) —
(—adv) = (—za(ad(<,4]")))
@)~ -
S41
- Valaaw — s (w?, )] = (—a ) = (—w (ad (,1")))
(22) :
FValaov — ad (zw'(lx,c))] — (—aoav) = (—aa(za (<,]")™))
FValaav —ad (zw{, )] —
Va[(—asw) = (—ad (xa (<,[")7))]
(96): — — — — — — — —
FValaov — ad (zw’(’w,c))] — anz(v) = anz(ra (<,") 1)
433): — — — — — — — _

FValaev —as (zw{, )] — (a®@v — anz(0)a (anz(v)® <pf))

8 31.Zerlegung.
m—Das untere Vorderglied in (435) ersetzen wir durakit* #15
,Valaov — asu]’
und
,—exte (—eau) = ZWEII’C) :
Dazu brauchen wir den Satz

q

, Fexte (—eou) = Zw{, 5 — (Valaov — asu] — (adv — ad (zw‘(]z’c))))

14Das untere Unterglied in (435) ersetzen wir durch

#15Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!
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der aus (44) folgt.
Es sind danng', , ¢ und ,¢' wegzuschaffen. Da (345) hierzu nicht ganz geeignet ist,

leiten wir aus (345) den Satz
, Fanz(0)a (anz(u)a <pf) — (= Va [~ asu] —

- YoVaVg [- exte(—»sau):zw?D o)) (8
ab. Um endlich nocha’ wegzuschaffen, benutzen wir den aus (97) folgenden Satz
, FVa[- asv] — anz(0)s (anz(v)e <puf)* (v
§ 32.Aufbau.
44 | exte (—eou) = zw‘(zm o — (@du—ad (zw?m o))
(Ila): — — — — — — — —

Fexte (—eoau) = ZW((Zx,c) — (Va[aov — adu] —
(adv — ad (ZW((JI’C)))) (436

Fexte (—eou) = zw‘(z ) = (Valoov — agu] —

x,c

Va[as v —ad (zw{, ,)]) («
(435): — — — — — — — —
Fexte (—eou) = zw‘(zm) — (Va[oov — agu] —
(adv — anz(0)a (anz(v)a <pf))) (B
X
S.42
F = anz(0)a (anz(v)a <pf) — (Valasv — asu] —
(adv — — exte (—eau) :zw?$7c))) (v
F = anz(0)a (anz(v)a <p) — (Valadv — asu] —
(adv — YoVaVq [~ exte (—eoau) = zw?a’u)])) Q
X
F = anz(0)a (anz(v)a <p) — (Valadv — asu] —
(= YoVaVq [ exte (—eoau) = ZW?a,a)] — = adv)) (437
314 Fanz(0)s (ne <pf) —n= anz(zw?gnz(lm))
(IIIf): — — — — — — — —

Fanz(0)a (na <pf) — anz(zw?;nz(l)’n)) =n (438



lla

(ITa) ::

lla FValaov —asu] — (adv — adu)

X

FValaav —asu] — (- adu — - adv)

FValaav — asu] — (Va[- adu] — - adv)

FVq[- exte (—eau) = zw?m ml — 7 exte (—edu) =zw(, n)

FVaVg [~ exte (—eau) =zw(, ] — - exte (—eau) = zw]

m,a)

FVoVavq [~ exte (—edu) =zw(, )] — - exte (—edu) = zw{

FYoVaVq[- exte (—eou) = ZW?O,a)] -

(exte (—eau) =zw? — = A= (m,n))

FVYoVaVq |- exte (—eau) = ZW?D,u)] — (exte (—eou) =zw’ —

(A= (m,n) — (= na(na <4) —
(ma(ad <4) — = ad(na <,)))))

N—r

FYoVaVvq[—- exte (—eau) = ZW?a,a>
Vnvm[A = (m,n) — (= na(ns <) —

FVoVavg [~ exte (—eou) = zw(, o] —

(exte (—eau) =zw’ — = ad (zw?))

FYoVaVq[- exte (—eou) = ZW?D,a)] -

(exte (—eou) =zw’ — - adu)
N—r

F Yo VaVq |- exte (—eau) = ZW?a,u)] -

(exte (—eau) =zw? — Va[- adul)

X

(m,n)

(m.n)

| = (exte (—eau) =zw’ —

(«

(439

(«

(v

©

(e

(«

(n
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S.43

—

FVYoVaVq[- exte (—eau) = ZW?a,a>
)

(- Va[- asu] — — exte (—eau) =zw?)
N—r

FVYoVaVq |- exte (—eau) = ZW?a,u)] -

(- VYa[- asu] — VAVq [- exte (—edu) = zwg])
X
F= Val- asu] — (- VAV [~ exte (—edu) =zwl] —
- YoVaVg[- exte (—eau) = ZW?D,a)])
(345) :: — — — — — — — —
- anz(zw{inz(1) anauyy) = anz(u) — (< Va [ asu] -
- YoVaVg [~ exte (—eoau) = ZW?D,a)])
(438): — — — — — — — —
Fanz(0)a (anz(u)a <pf) — (- Ya[- asu] —
- YoVaVg[- exte (—eau) = ZW?a,a)])
437): — — — — — — — —
F = anz(0)a (anz(v)a <pf) — (Valaov — adu] —
(anz(0)a (anz(u)a <pf) — (- Va[- adu] — - adw)))
(439) : — —

F = anz(0)s (anz(v)a <pf) — (anz(0)a (anz(u)s <pf) —
(Va[aov — agu] — - asaw))

F = anz(0)s (anz(v)a <pf) — (anz(0)a (anz(u)s <pf) —
(Va[aov — agu] — Va [~ asv]))
X

F = Va[- aav] — (anz(0)a (anz(u)a <pf) — (Va[adv — adu] —

anz(0)a (anz(v)e <pf)))

140 + anz(0)a (anz(0)a <pf)
(IIla) :

O\

(

(440

(«

(B

(v

(441

(«



S.44

S.45

FVa[- asv] — anz(0)a (anz(v)a <pf) (442
(441): —

Fanz(0)a (anz(u)a <ps) — (Valadv — asu] — anz(0)a (anz(v)a <pf))
(443

=. Beweis des Satzes
,FVYalaow — - asu] — (Va[aev — - asz] —
(anz(v) = anz(w) — (anz(z) = anz(u) —
anz(exte (- eav — €9 z)) = anz(exte (- eaw — cau)))))’

a) Beweis des Satzes

,EFVq[Va[- aez— Ve[~ aa(eaq)]] —

1

(ua(zaq " > )— - za(uaq:—»))] —

- anz(z) = anz(u)'

8§ 33.Zerlegung.

..Die Summe von zwei Anzahlen ist durch diese bestimmt®,issdm Ausdrucke ist der
Gedanke des Satzes unserer Hauptuberschrift am leiahtastrkennen, und darum mag er
angefuhrt sein, obwohl der bestimmte Artikel beim SubjéetAlissage der Bestimmtheit ei-
gentlich vorwegnimmt und obwohl das Wort ,Summe* hier aisdgebraucht ist, als wie wir
es spater bei den Zahlen gebrauchen werden. Wir nennenédmdichanz(exts (- eav —
€9 z)) Summe voranz(z) und vonanz(v), wenn kein Gegenstand zugleich unter dennd
unter derw-Begriff fallt. Auch unendliche Anzahlen kommen hierbeBetracht. Wenn wir
den Satz nur fur endliche Anzahlen beweisen wollten, wirdelwin anderer Weg zweck-
massiger sein. Wir beweisen zunachst den Satz der Nebectbé; der etwas mehr besagt,
als wie (49).m—Durch Kontraposition geht namlich aus ihm ein Satz herven than so
wiedergeben kann—a!®> #16 Wenn die Anzahl des-Begriffes mit der des:-Begriffes zu-
sammenfallt, so giebt es eine Beziehung, die d&egriff in denu-Begriff und deren Um-
kehrung diesen in jenen abbildet und in der ein Gegenstanajcht unter der-Begriff fallt,
zu keinem Gegenstande steht”. Es seidigeziehung eine solche und es seigliBeziehung
von der entsprechenden Beschaffenheit in Bezug aubegegriff und denw-Begriff; dann
bildet dieexta exte (- ca (aap) — €9 (ad ¢))-Beziehung derxte (- cov — €9 z) -
in denexte (- €8 w — =9 u)-Begriff ab und ihre Umkehrung diesen in jenen. Damit diese
Beziehung eindeutig sei sowie ihre Umkehrung, missen wirder g-Beziehung die Vor-
aussetzung machen, dass ein Gegenstand, der nicht unterBlgriff falle, zu | keinem
Gegenstande in derBeziehung stehe, und das Entsprechende muss vop-Beriehung
gelten.

Um den Satz der Nebentiberschrift aus (49) abzuleiten, zeigre dass digq—* |*) -
Beziehung die verlangten Eigenschaften hat, wenndeziehung den-Begriff in denu-
Begriff, und wenn ihre Umkehrung diesen in jenen abbildet. M#weisen danach die Séatze
1|z)—1

, Fza(uagqg:—)—za(ua(q” =) (o

15purch Wendung geht namlich aus ihm ein Satz hervor, den manestevgeben kann:

#16Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!



, Fus(zag i) —swua(za((g7tP) ™))
Um («) abzuleiten, brauchen wir nach (11) den Satz

, Fza(uaq:—)— (Valda(aa (¢ ' |?)™!) = - asu] — —~ daz)’

und dazu den Satz
, FVa[de (aa (¢t |*)™) = = asu] — (dez — (de (aaq) —
- adu))’

der aus (197) folgt.

8 34.Aufbau.
22 Fde(aaq) —aa(daqt)

197): — — — — — — — —
Fdoz— (do(asq) — aa(de (¢t 7))
(22)
Fdez— (da(asq) —da(aa (¢t |))™h)
(Ifa): — — — — — — — —
FValdo(aa(¢ ' |?)™!) = - asu] — (doz —
(da (aoq) — — aswu))
FVYaldo(aa(¢ ' |?)™") — - aou] — (doz —
Va[ds (a8 q) — - asul)
X
FValda(aa(¢ ' |?)™!) — - asu] —
(- Va[de (e q) — ~ asu] — — daz)
®: —=————
Fza(uag:— ) — (Va[da(aa (g |F)™!) — = asu] — - daz)
Fzo(uagqg:—~)—VYoVaPa(aa(¢ ' |P)™!) - - asu] — - daz
): — — — — — — — —

Ffunk((g7' *)™) — (ze (uaq:—= ) — za (ua (g )~ :=))

(6

(v

(0

(«

(444
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23 Fas(eaq ') —ea(aaq)

(188) 1 — — — — — — — —
S.46
Faa(ea (g™ ) —ea(adq) (a
(22) :
Fea(aa(qg ' |*)7!) —ea(adq) (446
(18): — — — = — — — —
- funk(q) — (ea (daq) — (ea (ad (¢~ [F)™") = d =a)) (a
(446) 0 — — — — — — — —
- funk(q) — (ea (da (¢~ |*)7") — (ea(aa(¢™ ))™") —d=a)) (8
F funk (q) — VeVo[ea (00 (¢ |F)™!) —
Valea(aa (¢ [F)7) —o=1d] (v
(16): — — — — — — — —
F funk (¢) — funk ((¢~* [*)™1) (447
18) — — — — — — — —
Fz8 (uag:—) — funk((¢~" [F)7) (a
(445): — — — — — — — —
Fzo(uaqg:—~)—za(ua(g t 7)™ ') (448
X
F=zo(ua(g )™ i»)— - za(uagqg:—) (449

§ 35.Zerlegung.

Um den Satz@) des § 33 zu beweisen, bedurfen wir des Satzes
, Fua(zaqgti»)— (Valde(aa ((¢ )™ ™) = - agz] =~ dau)' («



der wieder auf
, FVal[de(aa((¢7' P)™) ™) = - aez] — (de(agq™t) = - a0 2)" (6

zurlUckzufihren ist.

8 36.Aufbau.

26 Fda(av (¢ ' [) —de(aa (¢ )7

197): — — — — — — — —
Fasz— (de(aag ) —da(aa (¢t [F)™H)™1) (450
X
F-de(aa (' )7 — (da(avg ™) =~ asz2) (a
(Ila): +—— o —
FValda (aa ((¢'?)™) ™) = - a2z —
(da(agq™') — — asz) (3
FValde (aa (¢~ [F)7H) ) =~ as2] —
Valda (asq ') — - as ] (v
®: = —==-===-==
Fus(zaq i) —
(Valda(aa((¢™" [F)7)7") =~ as2] — - dau) ©
Fua(zoq7 ! =) —
Vo Vapa (aa ((¢7 )™)Y — - asz] — - vay] (e
(1): — — — — — — — —

S.47

(wa (z0¢™" > ) —wa(za (g™ [)7) 7" ) (©



Ffunk (¢! [F) = (ua (za g7 i) —mwa(za (¢ )T ) (&

(189) 1 — — — — — — — —
Ffunk(¢™) — (ua (zeq i) mwa(za (¢ )T i) @
(18) — — — — — — — —
Fus(zegq i) —ua(za (¢ )T T i) (451
191 Fea(aa(qg ') —avz
(22) :
Fas(ea (gt |F)7!) —aoz (452
X
F-asz—-as(ealg )7 (a
FVa[- asz— Ve[m as(ea(q " )7 B
(IIa) :
Vg [Va[- a2 — Ve[~ aa(eaq)]] —
(ud (z0q " i) — - za(uaq:>)) —
(wa(za (@' /)™ i) = zawalg™ )7 i) (v
(451): — — — — — — — —
Vg [Va[~ asz — Ve[~ as(eaq)]] —
(ua (z0q7 i) — - za(uaq:>)) —
(ua (z0¢™' i) = za(ua(g ' )" =) (0
(449): — — — — — — — —

FVq[Va[- asz — Ve[~ ad(eaq)]] —

1

(ua(zaq™ =) — - za(uaq:~>))] —

1

(ua(zaq " =) — - za(uagq:—»)) (e

N—



FVq[Va[- aaz— Ve[~ aa(eaq)]] —

1

(ua(zaq > )— - za(uaq:~»))| —

1

Vglua(zeq =) — - za(uaq:— )]

FVq[Va[- asz— Ve[ aa (eaq)]] —

1

(ua(zaq " > )— - za(uaq:—»))] —

- anz(z) = anz(u)

b) Beweis des Satzes
,FVa[= asv— Ve[ ad(eap)]] —
(Va[- asz — Ve[ as(eaq)]] —
(Valaov — = adz] — (va(wap:— ) — (zo8(uagqg: > ) —

exte (- cov —eaz)a(exte (- cow —eau)a(qUp) :—)))))

8 37.Zerlegung.
Wir definiren nun:
qUp :=extaexte (- ea (adp) — ea (wdq))
und beweisen den Satz
, Ffunk(qUp) — (va(wap:—)— (z8(uagqg:— ) —
exte (- eav —ecaz)a(exte (- cow —eau)a(qUp) :—)))
mit (8) und (11).

§ 38. Aufbau.
T Fextaexte(— ca(aap) —ea(aaq)=qUp
(10) :
k(- ea(aap) — ed(adq)) — ed(ad(qUp))
I — = = = = — — —

Feoa(aaq) — ea(ad(qUp))

454 + (= ea(adp) — ed(adq)) —ed(aa(qUp))

Feoa(aap) —ea(aa(qUp))

If F-eav—(-eaz—— (0 eav—eaz))
(77)

(«

(453

S.48

(1

(454

(455

(456



F-eav— (- eaz— - eaexte(— cav —e€az)) (a

S.49

F-eav—(za(uag:—~»)— (Valea(aag) — - adu] —
- eaexte (- cav —e€a2))) (457

lc F= (- adw—adu)— - adu

(77) :

F— aoexte (- cow—cau) — — adu (a
(IIa):: — — — — — — — —

FValea (aa(¢Up)) — - asexte (- cow — eau)] —

(es (ad(qUp)) — — adu) s
455) ¢ — — — — — — — —

FValea (aa(¢Up)) — - asexte (- cow — eau)] —

(ed(adq) =~ adu) (v

FValea (ad(¢Up)) — - asexte (- cow — eau)] —

Valea (adq) — - adu @
57): — — — — — — — —

F-eav—(za(uag:—»)—
(Valea(aa(qUp)) — — adexte (- eaw — eau)| —
- eaexte (- cav —€a2))) (458

ld F- (- aow—adu)— - asw

(77)

F— asexte(~ cow—cou) — — adw (a
(IIa): — — — — — — — —

FValea (aa(¢Up)) — - asexte (- cow —eau)] —

(ed (ad(¢Up)) — — adw) B
(456) 2 — — — — — — — —

FValea (aa(¢Up)) — - asexte (- cow — eau)] —

(ed (adp) — = adw) (v

FValea(aa(qgUp)) — - adexte (- cow — eau)] —

Va[ea (aap) — - ad w) (0



Fva(wap:—»)—

(Valea(aa(qUp)) — — adexte (- caw — ecdu)] — — edv) (e
(458): — — — — — — — —

Fvea (wap:—»)— (20 (uaq:—»)—

(Valea(aa(qUp)) — — adexte (- cow — cau)] —

- eaexte (- cav —e€92))) (¢

N—

S.50
Fve(weap:—~»)— (z0(udq:—)—

Vo [Vaoa(aa(qUp)) — — adexte (- eaw — cau)| —

- daexte(— eav —ed2)|) (n

Ffunk (¢Up) — (ve (weap:—~> ) — (20 (uagqg:—» ) —
exte (- eav —caz)a(exte(—m eaw —eau)a(qgUp) :—))) (459

§ 39.Zerlegung.
m—Wir schaffen das Vordergliedm'® #17
, funk (g U p) *

weg mit dem Satze

, FVa[- asv —Ve[= ad(eap)]] = (Va[-~ agz — Ve[~ as(eaq)]] —

(Valaov — - a9zl — (va(wap:— ) — (29 (uaq:— ) —funk(qUp))))) " («
m—zu dessen Beweise wir einen Satz mit dem Hintergliead #18

,ed(da(qUp)) — (ed(ad(¢Up)) = d=a)’

n6thig haben. Wir unterscheiden hier den Fall, dagster derv-Begriff fallt von dem ent-

gegengesetzten.
8 40.Aufbau.
T Fextaexte(— ca(aap) —ea(aaq)) =qUp
(6) :
Fea(da(qUp)) — (- ea(doap) — ed(daq)) (460
X
Fea(da(qUp)) — (- ea(daq) — ea(dap)) (461
(Ila):: — — — — — — — —

18Wir schaffen das Unterglied
17zu dessen Beweise wir einen Satz mit dem Obergliede

#1Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!
#18Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!



Fea(da(qUp)) — (Ve[ ed(edq)] — ed(dap)) (a

(Ila):: — — — — — — — —
Fea(da(qUp)) — (Va[- asz — Ve[~ ad (eaq)]] —
(m eaz—ea(dap))) B
(Ila): — — — — — — — —
Fea(da(qUp)) — (Va[- asz — Ve[~ ad (eaq)]] —
(Valasv — = agz] — (eav — ca(dap)))) (v
1): — — — — — — — —
S.51
F funk (p) — (ea (da (¢Up)) — (Va[-~ asz — Ve [- ad (edq)]] —
(Valaov — - agz] — (edav — (ed (agp) — d=a))))) ©
M === === ==
F funk (p) — (ea (da (¢Up)) — (Va[- asz — Ve[~ ad (eaq)]] —
(Valaev — - aaz] — (eav — (ea(ad(qUp)) — d=a))))) (e
lla +Vel[- ea(eap)] — — ea(dap)
(460): — — — — — — — —
Fea(da(qUp)) — (Ve[~ ea(eap)] — — ea(daq)) (©
(Ila):: — — — — — — — —
Fea(da(qUp)) — (Va[- asv — Ve[~ ad(eap)]] —
(= eav—ea(dagq))) (n
1): — — — — — — — —
F funk(q) — (ea (da (¢Up)) — (Va[- adv — Ve[~ aa (eap)]] —
(- eav—(ea(anq) — d=a)))) ¢
m:s - === === =

F funk(¢) — (ea (da(q¢Up)) — (Va[- asv — Ve[~ ad (edp)]] —
(7 eav—(ea(ad(qUp)) — d=a)))) (



S.52

(18,18) ::

(459) :

FVa[- asv— Ve[~ aa(eap)]] —

(Va[-~ agz — Ve[~ aa(eaq)]] —

(Vala@v — = aa z] — (funk(p) — (funk(q) —
(ea(da(qUp)) — (ea(ad (¢Up)) — d = a))))))

FVa[-~ asv — Ve[~ aa (eap)]] —

(Va[~ asaz — Ve[~ as(eaq)]] —

(Va[aov — - ad 2] — (funk(p) — (funk(q) —

Ve Vo [ea (00 (¢Up)) — Valea (aa (gUp)) — 0 = d]]))))
FVa[- asv — Ve[~ aa (eap)]] —

(Va[-~ aaz— Ve[~ aa(eaq)]] —

(Va[aov — = asaz] — (funk(p) — (funk(q) — funk(qUp)))))

FVa[-~ asv — Ve[~ aa(eap)]] —

(Va[~ asz — Ve[~ aa(eaq)]] —

(Valaov — - asz] —

(vo (wap:—) — (28 (uaq:— ) — funk(gUp)))))

FVa[- asv — Ve[ aa(eap)]] —

(Va[-~ asz — Ve[~ aa(eaq)]] —

(Valaov — - aaz] — (ve(wep:— ) — (20 (uaq:—» ) —

exte (— eav —ceaz)a(exte (- caw —cau)a(qgUp) :—)))))

O\

(1

(462

(463



c) Beweis des Satzes
,FVa[- asv— Ve[~ aa(eap)]] —
(Va[-~ agz — Ve[~ as(eaq)]] —
(ve (wap:—»)— (28 (uag:—~» ) —

1 1

(Valaow — - adu] — (wa (vep™ =) — (ua(zaq¢ (=) —

exte (- eaw — cau)a (exte (- cav —coz)a(qUp)t = )))))))

und Schluss des Abschnittes.

8 41.Zerlegung.
m—Um einen Satz mit dem Hintergliedem'® #1°
,exte (~ eow — cou)a (exte (- eav —evz)a(qUp) i)
zu erhalten, setzen wir in (463) fig*,, ¢~ %, fur,p', p~'* und vertauschenz mit , «* und
, 0" mit, w'. Wir brauchen dann den Satz

¢

,Fqup)t=qtup (a
s53 |
8 42.Aufbau.
21 Fda(eaq)=eoa(dagqg™™)
(I1Ih):
F (- do(eap) —da(eaq)) = (- do(eap) — ea(dag™t)) (a
(IIIc):

Fda(eap) =ca(dop!) —
(— da(edap) — da(edaq)) =

(= ea(dep™) —ea(dag™)) B
(21)

F (- da(eap) —da(eaq)) =

(wea(dep™) —ea(dag™)) (O

FYoVa[(— do(aop) —» 00 (aaq)) =

(- as(dap™!) —as(0ag™))] ©
(20)

Fextaexte (- aa(eap) — ad(eaq)) =

extaexte (- ea (aap™t) —co(aagt)) (e

(IIIc):

18Um einen Satz mit dem Obergliede

#19Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!



Fextaexte (- ea(aap ) —wca(ang ) =¢ tupt —

extaexte (- aa(cop) —ao(caq)=q¢ tUp? (e
(1) :
Fextaexte (- aa(cap) — ad(caq)) =q¢ tUup? (n
(IIIc):
F extaexte (- ad(cap) — ad(caq)) =
extaexte (- €3 (aap) —ca(aagq) ' —
extaexte (- ea (aap) —ea(avq)) t=q¢tup! @
(40)
extaexte (- e (aap) wea(avq) ' =q¢ tup? (v
(IIIc):
Fextaexte (— ea (aop) —ca(aoq) =qUp— (qUp) =g tup?
(»
(1) =
Flgup)Tt=qtup! (464

8 43.Zerlegung.

Indem wir in (463) die Veranderungen machen, die im § 41 aglgeqg sindm—erhalten

wir ein Vorderglied—a'® #20
,Va[- agu — Ve[~ aa(eaq )"

das wir mit dem Satze

, FVa[- asaz— Ve[~ ad (eaq)]] — (z8(uagqg:— ) —

Va[- agu — Ve[~ aa(eaqg V)" (o
wegschaffen. Wir brauchen dazu den Satz

, Fmaou— (z0(uagqg:—~) — (ea(aaqg) — - edz))" (B
den wir mit (13) beweisen.

8§ 44 Aufbau.

e F-adu—(a=b— - bau)

F = asu— (funk(q) — (ea (adq) — (ea (baq) — — baw))) (a

Lerhalten wir ein Unterglied

#20Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!
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F = agu— (funk(q) — (ea (aaq) — Valea (aaq) — — adul)) (]

Fzo(uagq:—~»)— (- asu— (funk(q) — (ed (adq) — — eaz))) (v

(18): — — — — — — — —
- asu— (20 (uag:— ) — (ed(aaq) — — eaz)) (465
X
- asu— (20 (uag:— ) — (eaz— - ea(avq))) (466
lla FVe[- ea(eaq) — — ea(adq)
(ITa) :: — — — — — — — —
FVa[- asz — Ve[~ as(eaq)]] — (- eaz — - ea(anq) (o
(466) : - ———
FVal- asz — Ve[~ as(eaq)]] —
(20 (uagq:~>)— (- adu—~ea(aag)) 8
(22) :

FVa[- asz — Ve[~ as(edq)]] —
(20 (w8 g ) — (- adu— - ad(eaqg™)) (v
FVYa[- asz — Ve[~ as(eaq)]] —

(20 (uoq:—~)—Va[-~ asu — Ve[~ aa(eaqg V)] (467

464 + (qUp) ' =q tup!
(II1a) :

S.55

Fexte (- cow — cau)o (exte (- cav —coz)a(g tUp ) i») —

1

exte (- eaw —ecau)a (exte (- eav —eaz2)a(gUp) i) (a



FVal- aaw — Ve[~ as(eap )] —

(Va[- asu— Ve[~ as(eaqg )] —

(Valaow — — asu] — (wa (vap =) — (us (z0q ') —

exte (- eaw — eau)a (exte (- cav —eaz)a(qUp) ' :—))))) (B

(467,467):: = = = = = = = =
FVa[- asv— Ve[~ ad(eap)]] —
(Va[- agz — Ve[~ as(eaq)]] —
(vo (wap:—~»)— (z0(usgqg:—~» ) —
(Valaow — — asu] — (wa (vap =) — (us(z0q¢ ') —
exte (- cow — cau)a (exte (- eav —ca2)a(qUp) ' = )))))))
(468
(32): — — — — — — — —
FVa[- asv— Ve[~ ad(eap)]] —
(Va[- agz— Ve[~ aa(eaq)]] —
(vo (wap:—»)— (z0(usgqg:—~» ) —
(Valaow — — asu] — (wa (vap ' =) — (ua(zaqg ':i»)—
(exte (- eav —ecaz)a(exte (- eaw —eau)a(qUp) :—>» ) —
anz(exte (- eav — €9 z)) = anz(exte (- eaw — €2 u))))))))) (a
(463) 1 — — — — — — — —
S.56
FVa[- asv— Ve[~ ad(eap)]] —
(Va[-~ agz — Ve[~ as(eaq)]] —
(Valaow — — asu] — (wa (vap ' =) — (ua(zaq¢g 'i»)—
(Valoov — - asz] — (va(wap:— ) — (z8(uaqg:— ) —
anz(exte (— eav — 9 z)) = anz(exte (- caw — caw))))))))) (5
X
FVa[- agv — Ve[ ad(eap)]] » (Valaow — - adu] —
(wa (vep ' :=)— (Valaov — - asz] — (vo (wep:— ) —
(= anz(exte (- cav — €8 2)) = anz(exte (- caw — e u)) —
(Va[-~ agz— Ve[~ aa(eaq)]] —
(e (047 i) = 28 (ua g )))))) ¢

N—r



S.57

S.58

(453) :

(453) :

FVa[- asv— Ve[~ as(eap)]] » (Valaow — - adu] —
(wa (vep™t:—=)— (Valaov — - aoz] — (va (wep:— ) —
(= anz(exte (— cav — €9 z)) = anz(exte (- eaw — e u)) —

Vg [Va|[- aoz — Ve[- aa(eaq)]] —
L) = 2 za(ua g i)

(ua (zaq”

FVa[- agv — Ve[~ ad(eap)]] — Valaow — - adu] —
(wo (vap™':i=»)— (Valaov — - ag 2] — (va (wap:— ) —
(= anz(exte (— cav — €8 2)) = anz(exte (- caw — e u)) —

- anz(z) = anz(w))))))
X

FValaow — - asu] — (Vajasav — - adz] —

(— anz(exte (— eav — €9 2)) = anz(exte (- eaw — e u)) —
(anz(z) = anz(u) — (Va[- asav — Ve[~ aa(eap)]] —

(wo (vap~ i) — = va (wapi—)))))

N—
FValaow — - asu] — (Valaov — - adz] —

(— anz(exte (— eav — €9 2)) = anz(exte (- eaw — edu)) —
(anz(z) = anz(u) —
Vg [Va[- asv — Ve[ ad (eaq)]] —

1

(wa(veq™ =)=~ va(waq:=)))))

FValgow — - asu] — (Vajaov — - adz] —
(— anz(exte (- eav — €9 z2)) = anz(exte (- eaw — v u)) —

(anz(z) = anz(u) — -~ anz(v) = anz(w))))

X

FValaoaw — — asu] — (Vafaev — - adz] —
(anz(v) = anz(w) — (anz(z) = anz(u) —

anz(exte (— eav — €9 z)) = anz(exte (- eaw — €3 u)))))

(0

(e

(€

(n

®

(469



O. Folgesatze.

a) Beweis des Satzes
,FVafaou—asw] — Valaez — asv] —

(anz(exte (- (e@v — €9 2))) = anz(exte (- (eow — eau))) —

(anz(z) = anz(u) — anz(v) = anz(w))))

8 45.Zerlegung.

Indem wir in (469) z* und ,u' unverandert lassen, fur', aber (= (o v — e92)) und
fur,w', exte (- (cow — o u))'m—einsetzen und die Vordergliedew?® #21

,Valaoz — adv|’
und
,Valaou — adw]"
hinzufligen, gelangen wir leicht zu dem Satze in unserer tdehsft.

Wenn wir dann fir z* ,exte (- (eau — ¢ = ¢))" und fir ,v* ,exte (- (cow — € =
¢))' einsetzen und die Bedingung hinzufligen, dasster denu-Begriff falle, erhalten wir
den Satz

, FValaou — asw] — (anz(u)a (anz(u)a nf) — anz(w)a (anz(w)anf))* («

Wir kénnen von ihm Gebrauch machen, um zu beweisen, das#\jezihl zu einer An-
zahl in demf -Beziehung steht, was im 1. Bd. nur fur endliche Anzahlereggist. Nehmen
wir an, demw-Begriffe komme eine Anzahi zu. Dann giebt es entweder einen Gegenstand
¢, der nicht unter ihn féllt, und dann stefatz(w) zu ,anz(exte (- ¢ = ¢ — €aw))"in
dernf-Beziehung; oder es giebt keinen solchen Gegenstand; daderi(anz(0)a gafl)—
Begriff demw-Begriffe untergeordnet, und wir finden nach dem Satge dassanz(w) zu
sich selber in denf-Beziehung steht.

Um den Satz in unserer Ueberschrift zu beweisen, missereigierz,dass

anz(exte (- caexte (- (eav — €9 2)) — €9 2)) Mitanz(v) zusammenfallt, wenn der
z-Begriff demuv-Begriffe untergeordnet ist.

|
8§ 46.Aufbau.
Ic - (adv—ad2)— - asz
(77)
Faaexte (- (eov—¢c02)) = adz (c
N—
FValaaexte (- (e9v —¢e02)) - — adz] (470

lla FValaez —asv] — (ad2z — adv)

20einsetzen und die Unterglieder

#21Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!
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(IIIa):

FValaaz — adv] — (((adv—ad2) »avz) —
((adv — asz) — adv)) (a

FValaeaz — asv] — (((adv —adz) —avz) — adv) (]

F(aov— ((adv —avz) - adz2)) — Valaaz — adv] —
((adv —avz) = adz)=(—adv)) (v

FValaaz —adv] — ((adv—adz2) > avz)=(—adv) ©

FValaeaz — asv] —

(- avexte (- (cov—€02)) »adz) =(—adv) (e

FValagaz — asv] —
(—aoexte (- caexte (- (eav—ce0z)) —eaz)) =

(—aav) (©

FValaaz — asv] —

Va[(—aaexte (- caexte (- (cov —ea2)) —eaz2)) =

(—aov)] (

FValaaz — asv] —

anz(exte (- caexte (- (cav —¢eaz)) —edz)) =anz(v) 471
FValaaz — asv] —

(anz(exte (- caexte (- (cov —€92)) — €9 2)) = anz(w) —

anz(v) = anz(w)) (a

F anz(exte (- eaexte (- (cow — ecau)) — eau)) = anz(w) —
(Valaoz — asv] —

(anz(exte (- caexte (— (cov —eca2)) —€az)) =

anz(exte (- eaexte (- (cow —eau)) —eau)) —

anz(v) = anz(w))) @



FValaou — asw] — (Valaez — adv] —
(anz(exte (— caexte (- (eav —caz)) —¢caz2)) =
anz(exte (- caexte (- (cow —edu)) —eau)) —

anz(v) = anz(w))) (v
(469) :: — — — — — — — —
S.61
FValaoau — adw] — (Va[aa z — asv] —
(Valasexte (- (eow —cau)) — - adu] —
(Va[aoexte (= (eav—¢c02)) — - adz] —
(anz(exte (— (e@v — €9 2))) = anz(exte (- (eaw — e u))) —
(anz(z) = anz(u) — anz(v) = anz(w)))))) ©
(470,470) =
FValaou — adw] — (Valaoz — adv] —
(anz(exte (— (e@v — €9 2))) = anz(exte (- (eaw — e u))) —
(anz(z) = anz(u) — anz(v) = anz(w)))) 472
b) Beweis des Satzes
, FValaau — asw] — (anz(u)a (anz(u)a nf) — anz(w) a (anz(w)a nf))’
8 47.Zerlegung.
Um nun zu unserm Satze) des § 45 zu gelangen, missen wir beweisen, dass
anz(exte (- (caexte (- (cow —e=c)) mcaexte (- (eou—e=10)))))
mit anz(exte (- (e8 w — €9 u))) zusammenfallt, wenn unter deru-Begriff fallt.
8§ 48. Aufbau.
If Faow—(-a=c— - (adw—a=¢c))
(IIa):: — — — — — — — —
FVafaou —adw] — (adu— (wa=c— - (adaw—a=7¢)) (a
(Ie,Id):: = = = = == = =
S.62
FValaou —adw] — (- (@adu—a=c¢)— - (ecdaw—a=c) (@
(77)
FValaau — asw] —
(- (adu—a=c) —adexte (- (cow —e=c))) (v
(77) :
FValaau — asw] —
(adexte (- (eou—e=c)) »avexte (- (cow —e=rc))) Q)

N—



FValaou — asw| —

Va[aaexte (- (cou —e=c)) —aaexte (- (cow —e=c))] (473

la F-aou— (adu—a=c)
F- (aoaw—adu) — (adu—a=c) (@

F=(aow—a=c)— (- (adw — adu) —

= (= (adw—a=c)— - (adu — a=c))) (6

b + - asu— (cou— - a=c)

(If): — = —— = — — -
Faoaw — (- asu— (cou— — (edw — a=2c))) (v

(Ie,Id): = = = == == =
Feau— (- (acdw—a=u)— - (adw — a=c)) (6

@i —— ==~

Fcou— (- (adw — adu) —

_|(_\ (aawﬁa:c)aﬂ(aau—Wl:C))) (6

| |_(a9u_>a:c)—>(aau—>azc)

X
F(adu—a=c)— (- a=c— - adu) (€
If): == === ——-=
S.63
Fasw — ((adu—a=c)— (- a=c— - (adw — asu))) (1
(Ie,Jd): = == ==== =
F= (aoaw—a=¢c)— ((adu—a=c)— - (aow— adu)) (
(IbId): = == === ==
= (= (@dw—a=c)— - (adu—a=c)) —
- (adw — adu) G

(IVa):




S.64

(Va):

(472) :

F (= (aow — adu) —
~ (= (@ew —a=c) >~ (@du— a=c))) —
(- (= (@dw—a=c)— (adu—a=c))) =
(= (adw — adu)) (s

(= (= (adw—a=c¢)— - (adu—a=c))) =
(= (adw — adu)) (A

Fcau—
(= (= (adw —a=c) —asexte(— (cau—e=2c)))) =

(= (edw —adw)) @

Fcou—
(= (aoexte (- (cow —e=c)) mavexte (- (eou—e=c¢)))) =
(= (adw — avu)) (v

—

Fcou—

Va[(- (asexte (- (eow —e=c)) —agexte (- (cou—cec=c¢)))) =

(= (adw — adu)) €3
Fcou—

anz(exte (— (coexte (— (cow —e=c¢)) —

coexte (- (cau—e=r7))))) =

anz(exte (- (cow — eaw))) (o
FValaau— asw] —

(Valaoexte (- (eau—e=c)) »agexte(— (cow—e=c))] —

(cou — (anz(exte (- (e u — e =c¢))) = anz(u) —

anz(exte (- (eaw — € = ¢))) = anz(w)))) (7



(102) :

(IIa) :

FValaou— asw| —
(cou — (anz(exte (- (e u — e =c¢))) = anz(u) —
anz(exte (- (eaw — € = ¢))) = anz(w)))

FValaou— asw] —
(cou — (anz(exte (- (e u — e =1c¢))) = anz(u) —
(cow — anz(w)a (anz(w)anf))))

FValaou— asw| —
(cou — (anz(exte (- (e u — e =c¢))) = anz(u) —
anz(w)a (anz(w)a nf)))

X
FValaau — asw] — (- anz(w)a (anz(w)anf) —
(anz(exte (- (eau — e =c¢))) =anz(u) — - cau))

N—

FValaau — asw] — (- anz(w)a (anz(w)a nf) —

Va [anz(exte (- (e u — & =a))) = anz(u) — - adul)

8§ 49.Zerlegung.

m—Um nun einen Satz mit dem Hinterglieda®® #23 - anz(u)s (anz(u)a nf)' zu er-
S.65 halten, kdnnen wir hier von (68) keinen Gebrauch macherdesorbedurfen des Satzes |

, FValanz(exte (- (edu—ec=a))) =e— - adu] — — ed (anz(u)a nf)

den wir zunachst ableiten.

8§ 50.Aufbau.
89 F funk(nf™!)
(79) :
F anz(exte (- (eau — € =a)))a (anz(u)a nf) — (ea (anz(u) o nf) —
anz(exte (- (eau —e=ua))) =e)
(103) 5 — — — — — — — —
Fasu— (ed(anz(u)anf) — anz(exte (- (cau—ec=a))) =e)
(IIa): — — — — — — — —

21ym nun einen Satz mit dem Obergliede

#23Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!
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F Va[anz(exte (- (edu—ec=a))) =e— - adu] —

(ea (anz(u)anf) — (adu — — adu)) (v
Ig): — = — = — — — —
F Va [anz(exte (- (tou—e=a)))=e¢— - adu| —
(ed (anz(u)anf) — = asau) (6
F Va [anz(exte (- (eou—e=a)))=e— - adu] —
(ea (anz(u)anf) — Va [~ asul) (e
97): — — — — — — — —
F Va[anz(exte (- (edu—ec=a))) =e— - adu] —
(ea (anz(u)a nf) — anz(u) = anz(0)) ¢
(IIle): — — — — — — — —
F Va [anz(exte (- (eou—e=a)))=e— - adu] —
(ea (anz(u)anf) — ea (anz(0)a nf)) (n
X
F Va[anz(exte (- (edu—e=a)))=e— - adu] —
(= ea (anz(0)anf) — — ea (anz(u)a nf)) @
(108) ::
F Va [anz(exte (- (eou—e=a)))=e— - adu] —
- ea (anz(u)anf) (475

475 +Valanz(exte (- (eau—e=ua))) =anz(u) — - adu] —
- anz(u)a (anz(u) 8 nf)
FValaau— asw] —
(= anz(w)a (anz(w)a nf) — — anz(u)a (anz(u) 8 nf)) (a
X
F Valasau — as w] — (anz(u)a (anz(u)a nf) — anz(w)a (anz(w)a nf))

(476

S.66
c) Beweise der Satze

-~ Ya o anz(u)o (aoni)]

und
, Fanz(u) =00 — (Vajasau — asw] — - anz(0)a (anz(w)a <pf))'



8 51.Zerlegung.
Um (476) zu benutzen, wie in § 45 gesagt ist, brauchen wir d¢n S
, F= cow — anz(w)a (anz(exte (- € = ¢ — eaw))anf)
der aus (103) abzuleiten ist. Dazu haben wir den Satz

, F = cow — anz(w) = anz(exte (— (caexte (- eac—eaw) — e =c)))

ndthig.
§ 52.Aufbau.
llle Fc=c
(Ia) :
F-c=c—cow
(77)
Fcaexte (- e=c—caw)
Md F-cow— (aoaw— - a=c)
() === === — -
F(ra=c—adw)— (- cow— (adw —
S ((ma=c—adw) —a=c)))
He — — — — — — — —
Focow— (aoaw——- (- a=c—adw) —a=c))
|l F(ra=c—adw)— (- a=c—adw)
F=(ma=c—adw)—a=c)—asw
(IVa):

Fladw— = ((ha=c—adw)—a=c) —

(—asw)=(= ((na=c—asw)—a=c))
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F-cow— (—asw)=(- (- a=c—adw) —a=c))

F—cow—

(—asw)= (- (aoexte (- e=c—coaw) = a=c))

(a

(8

(«

(477

(«

(5

(v

(0

(e

(©



F—cow—

(—asw)=(—aaexte (- (coexte (- e=c—eaw) —e=c)))

N—

F-cow—
Va[(—asw) =

(—asexte (- (coexte(m e=c—eow) — e =07c)))]

(96): — — — — — — — —
F—=cow—
anz(w) = anz(exte (- (eaexte (- e=c—caw) — € =c)))
(Ifla): — — — — — — — —
F-cow—
(anz(exte (- (coexte (- e=c—cow) —e=c)))ad
(anz(exte (- e =c — ecaw))anf) —
anz(w) a (anz(exte (- € = ¢ — edw))anf))
(103) 2 — — — — — — — —
F—cow— (coexte(-n e=c—eaw) —
anz(w)a (anz(exte (- € = ¢ — e w))anf))
(477) =
S.68
F - cow — anz(w)a (anz(exte (- € = ¢ — caw))anf)
X
F = anz(w)a (anz(exte (- e =c — caw))anf) —» cow
(Ila): — — — — — — — —
F Va [ anz(w)a (aanf)] — cow
O:i-—=--=—=---
F Va [- anz(w)e (aanf)] — (ca (anz(0)a Safl) — cow)
F Va[- anz(w)a (asnf)] — Va[aa (anz(0)a gafl) — a9 w)
(476) 1 — — — — — — — —

F Va [ anz(w)a (aanf)] —
(anz(anz(0) e gafl)e (anz(anz(0) o gﬁfl)a nf) —

anz(w) a (anz(w)a nf))

(IIIc):

(n

(W

(478

(o

(6

(479

(o

(6

(v

(0

(e



Fanz(anz(0)a < {) = oo — (Va[~ anz(w)a (agnf)] —

(c0d (coanf) — anz(w) s (anz(w)a nf))) (s
(M, 165) ::
- Va [~ anz(w)e (aa nf)] — anz(w)s (anz(w)a nf) o
X
- - anz(w)a (anz(w)anf) — - Va [~ anz(w)s (asnf)] <
(ITa) = — — — — — — — —
Va - anz(w)s (a8 nf)] — — Va [~ anz(w)s (as nf)] 0
(Ig)
= Va[- anz(w)a (aanf)] (480
(ITlc) :
- anz(w) = n — - Ya [~ na (aanf)] (481
X
FVa [~ na (asnf)] — - anz(w) =n (@
- Va |- na(aanf)] — Vu [~ anz(u) = n] (482
X
- - Vu [~ anz(u) = n] — - Va [~ na (aanf)] (483

8 53.Zerlegung.

Wir ziehen aus dem Satze (476) mit (145) und (165) noch digdfahg, dass einem Be-
griffe keine endliche Anzahl zukommt, wenn einem ihm ur¢éergineten Begriffe die Anzahl
Endlos zukommt.

8§ 54, Aufbau.

145 + anz(0)a (anz(w)a <pf) — — anz(w)a (anz(w)a <npf)

X



F anz(w)a (anz(w)a <pf) — — anz(0)a (anz(w)a <pf) (a

131): — — — — — — — —

- anz(w)a (anz(w)a nf) — = anz(0)a (anz(w)s <pf) (3
(476) 1 — — — — — — — —

- Va[asu — asw] —

(anz(u)a (anz(u)anf) —  anz(0)a (anz(w) <pf)) G
(IIIc):

- anz(u) = 0o — (Va [a8u — asw] —

(008 (c0anf) — = anz(0)a (anz(w)a <pf))) (5
(165) =

Fanz(u) = 00 — (Va[asu — adw] — - anz(0)a (anz(w)a <pf)) (484

[1l. Die reellen Zahlen.
1. Kritik der Lehren von den Irrationalzahlen.
a) Grundsétze des Definirens.

8 55.Bevor wir priifen, was hervorragende Mathematiker von deriets insbesondere
den Irrationalzahlen gelehrt haben, wird es gut sein, vgreiaige Grundsétze fur das De-
finiren aufzustellen und zu begrinden, die fast von allerrifstellern auf diesem Gebiete
ausser Acht gelassen werden, damit wir nicht néthig hateelesj einzelne Mal ausfihrlich
darauf einzugehen. Wir haben solche Grundséatze schon . fiiBdie Begriffsschrift auf-
gestellt; hier soll es sich hauptséchlich um Definitionedém Wortsprachen handeln. Zwi-
schen beiden Aufstellungen werden freilich nur solche tdat@iede hervortreten, welche in
der verschiedenen Natur dieser Ausdrucksmittel begrisiddt

1. Grundsatz der Vollstandigkeit.

8 56.Eine Definition eines Begriffes (méglichen Pradikates) snslistandig sein, sie
muss fur jeden Gegenstand unzweideutig bestimmen, ob er dah Begriff falle (ob das
Pradikat mit Wahrheit von ihm ausgesagt werden kénne) adhbt.rEs darf also keinen Ge-
genstand geben, fur den es nach der Definition zweifelhabé] ob er unter den Begriff
fiele, wenn es auch fur uns Menschen bei unserm mangelhafsselhicht immer mdglich
sein mag, die Frage zu entscheiden. Man kann dies bildlictusdriicken: der Begriff muss
scharf begrenzt sein. Wenn man sich Begriffe ihnrem Umfargd durch Bezirke in der Ebe-
ne versinnlicht, so ist das freilich ein Gleichnis, das nitrVaorsicht gebraucht werden darf,
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hier aber gute Dienste leisten kann. Einem unscharf betger&egriffe wiirde ein Bezirk
entsprechen, der nicht Giberall eine scharfe Grenzliniee hébndern stellenweise ganz ver-
schwimmend in die Umgebung Uberginge. Das wére eigenthcltkein Bezirk; und so wird
ein unscharf definirter Begriff mit Unrecht Begriff genan8blche begriffsartige Bildungen
kann die Logik nicht als Begriffe anerkennen; es ist unnadglivon ihnen genaue Gesetze
aufzustellen. Das Gesetz des ausgeschlossenen Dritjareigentlich nur in anderer Form
die Forderung, dass der Begriff scharf begrenzt sei. Eirelbigler Gegenstand fallt ent-
weder unter den Begrif®, oder er fallt nicht unter ihntertium non datur Hatte z. B. der
Satz ,jede Quadratwurzel aus 9 ist ungerade” wohl Giberhaingn fassbaren Sinn, wenn
Quadratwurzel aus @icht ein scharf begrenzter Begriff wére? Hat die Frage dSuir noch
Christen?” eigentlich einen | Sinn, wenn nicht bestimmtish wem das PradikaZhrist
mit Wahrheit ausgesagt werden kann, und wem es abgesprogndan muss?

8 57.Hieraus folgt nun die Unzuléssigkeit des in der Mathematikeliebten stiickwei-
sen Definirens. Dies besteht darin, dass man die Definitioeifién besondern Fall giebt —
z. B. fur den der positiven ganzen Zahlen — und von ihr Geliramacht, dann nach man-
chen Lehrsatzen eine zweite Erklarung folgen lasst fumeémalern Fall — z. B. fur den der
negativen ganzen Zahlen und der Null — wobei dann oft nochiFdater gemacht wird, fur
den schon erledigten Fall noch einmal Bestimmungen zuetreifVenn man nun auch that-
sachlich Widerspriche vermeiden wird, so schliesst madai@ durch die Methode nicht
grundsatzlich aus. Meistens gelangt man auch nicht zu eiiegohlusse, sondern lasst Falle
Ubrig, fur die man keine Bestimmung trifft; und Manche siedngiv, auch in diesen Fallen
das Wort oder Zeichen zu gebrauchen, als ob sie ihm eine Bedgbeigelegt hatten. Ein
solches stiickweises Definiren ist zu vergleichen dem Veefahdie Grenzlinie eines Fla-
chenstiickes in Absatzen zu ziehen, ohne sie vielleichtg&emzurticklaufen zu lassen. Der
Hauptfehler aber ist der, dass man das Zeichen (Wort) stieenr man es vollstandig erklart
hat, benutzt zu Lehrsatzen, vielfach auch zur weitern Btaimg der Erklarung selbst. Ehe
ein Wort oder Zeichen seiner Bedeutung nach nicht vollstgeidlart oder sonst bekannt ist,
darf es in einer strengen Wissenschaft nicht gebrauchtemesin wenigsten aber dazu, seine
eigene Erklarung weiter fortzufihren.

8 58.Nun muss allerdings zugegeben werden, dass die EntwigkelemWissenschaft,
die sich in den Eroberungen immer weiterer Zahlgebietezugll fast unausweichlich zu
einem solchen Verfahren néthigte; und diese No6thigung téats Entschuldigung dienen
22 Freilich ware es moglich | gewesen, die alten Zeichen umieBeungen durch neue

2250 sagt G. Peano im VI. Thl. der Revue de mathematique, S. 60;4#&lg. Frege desidera per ogni segno
una sola definizione. E tale & pure la mia opinione se si tratia skgno non continente lettere variabiliz|, § 1
P 7). Ma se cio che si definisce contiene lettere variabitié & una funzione di queste lettere, allora io veggo in
generale la necessita di dare di quella espressione déihziteni condizionate, o definizioni con ipotesi (id.7P),
e di dare tante definizioni quante sono le specie di enti seseguiamo quella operazione. Cosi la formua b si
definira una prima volta quandoe b sono intieri, poi una seconda quando sono fratti, poi quaodo irrazionali, 0
complessi. Siincontra lo stesso seghdra numeri infiniti e transfiniti {3 V1), ed allora se ne deve dare una nuova
definizione. Lo si incontra fra due vettori, e si definira dowa, e cosi via. E col progredire della scienza si estende
sempre piu il significato della stessa formula. | varii sigaificiella scritturaz + 6 hanno proprieta communi; ma
queste sono insufficienti a precisare tutti i valori che pugra quell’ espressione.

Lo stesso avviene per la formula= b; in alcuni casi il suo significato si puo assumere come idea fveni

in altri la si definisce, e precisamente in aritmetica datauéegianza degli intieri, si definisce I'eguaglianza fra i
razionali, fra gli irrazionali, fra i numeri immaginarii, ec8i suol definire in geometria I'eguaglianza di due aree,
di due volumi, I'eguaglianza di due vettori, ecc. Col progredlella scienza si sente sempre piu la necessita di

estendere il significato della formuta= b. | varii significati F'n di essa hanno proprieta communi; ma io non



Zu ersetzen, und die Logik verlangt dies eigentlich; abeudatschliesst man sich schwer.
Und diese Scheu, neue Zeichen oder Worter einzufiihrengiéiidiache vieler Unklarheiten
in der Mathematik. Man hAdtte auch die alten Erklarunges wngiiltig aufheben und die
Wissenschaft mit den neuen von vorne anfangen kdnnen, abeiner solchen reinlichen
Trennung kam es auch nicht, weil man die alten Definitionerdi& Anfange der Wissen-
schaft nicht glaubte entbehren zu kdnnen. Dabei mdgen aad&edurfnisse des Unterrichts
mitgesprochen haben. So hat man sich denn an das stickwafisgd&h gewdhnt; und was
urspringlich ein misslicher Nothbehelf war, wurde Ublictdwnter die berechtigten Metho-
den der Wissenschaft aufgenommen, sodass jetzt noch kanamgedaran Anstoss nimmt,
wenn ein Zeichen erst fir ein beschréanktes Gebiet erklardamn gebraucht wird, um das-
selbe Zeichen nochmals fur ein weiteres Gebiet zu erkl@iem das allgemein Uebliche hat
eine rechtfertigende Kraft, wie ja die Mode der hassliamStecht den Stempel der Schén-
heit aufzudriicken vermag. Um so mehr muss betont werdenffiséagnliche Bildungen, die
noch im Flusse sind, die noch nicht endgultige und scharém@mn erhalten haben, kann die
Logik nicht als Begriffe anerkennen; und darum muss siesalféckweise Definiren verwer-
fen. Wenn namlich die erste | Definition schon vollstandigiial scharfe Grenzen gezogen
hat, so zieht die zweite Definition entweder dieselben Gezenmd ist dann zu verwerfen,
weil ihr Inhalt als Lehrsatz zu beweisen ware, oder sie Aaekiere Grenzen und widerspricht
damit der ersten. Man kann z. B. den Kegelschnitt definirersahnitt einer Ebene mit einer
Rotationskegelflache. Hat man dies einmal gethan, so darfinmanun nicht noch einmal
definiren, z. B. als eine Curve, deren Gleichung in cartesiscCoordinaten vom zweiten
Grade ist; denn das muss nun bewiesen werden. Man kann defsElegitt nun auch nicht
definiren als ebenes Gebilde, dessen Gleichung in Linigdomaien vom zweiten Grade ist;
denn hierin wére auch das Punktepaar enthalten, das ngcBthhitt einer Ebene mit einer
Kegelflache aufgefasst werden kann. Die Begrenzung desfigdsgst hier also nicht die-
selbe, und es wére ein Fehler, hier dieselbe Benennung |s@gett” zu gebrauchen. Wenn
also die zweite Definition durch die erste in keiner diesédédre \Weisen unstatthaft gemacht
ist, so ist das nur durch die Unvollstandigkeit der erstemglinb, die den Begriff unfertig

veggo come bastino a precisare tutti i significati possilgli'dguaglianza.

Del resto le opinioni dei varii Autori, sul concetto di egliagza, diversificano assai; ed uno studio di questa
questione sarebbe assai utile, specialmente se fatto paty @ simboli, anziche di parole*.

Peano beruft sich hier auf eine praktische Notwendigkéigr aladurch werden die in meinem Briefe an ihn
angefihrten Grinde nicht widerlegt. Es mag schwer sein, dgardernngen der Logik beim Definiren immer zu
gentigen, mdglich muss es sein.

Mehrere bedingte Definitionen desselben Zeichens kann rfenfalls dann gelten lassen, wenn aus ihrer Form
klar hervorgeht, dass sie zusammen alle moglichen Falle umfasskfir keinen mehrfache Bestimmungen treffen,
und wenn keine dieser Theilerklarungen benutzt wird, bei@alle gegeben sind, also auch nicht bei einer andern
Theilerklarung. Dann lassen sich diese auch der Form naeméeinzige Erklarung zusammenziehen. Immerhin
wird es besser sein, diese Form des Definirens zu vermeidees wdglich ist.

Was das Gleichheitszeichen betrifft, so werden wir gut thhei unserer Festsetzung zu bleiben, wonach die
Gleichheit volliges Zusammenfallen, Identitat ist. Frdilgind Kérper von gleichem Volumen nicht identisch, aber
sie haben dasselbe Volumen. Die Zeichen auf beiden Seitébldiefiheitszeichens diirfen also in diesem Falle nicht
als Zeichen fur die Kdrper, sondern fiir deren Volumina genomwerden, oder auch fiir die Maasszahlen, die sich
bei der Messung durch dieselbe Volumeinheit ergeben. Widerenicht von gleichen Vectoren sprechen, sondern
von einer gewissen Bestimmung — nennen wir sie ,Richtunggléng an diesen Vectoren, die bei verschiedenen
dieselbe sein kann. Bei dieser Auffassung wird der Forisater Wissenschaft nicht eine Ausdehnung der Bedeu-
tung der Formelg = b' erfordern, sondern es werden nur neue Bestimmungen (modigarGegenstanden der
Betrachtung unterworfen werden.

In dem letzten Satze spricht Peano ein grosses Wort gelassefiVenn die Meinungen der Mathematiker tber
die Gleichheit von einander abweichen, so heisst das nibtsger, als dass die Mathematiker Gber den Inhalt
ihrer Wissenschaft uneinig sind; und wenn man das Wesen deseWchaft in Gedanken, nicht in Worten und
Zeichen sieht, so heisst es, dass es keine einheitliche matisehe Wissenschaft giebt, dass die Mathematiker
einander in Wahrheit garnicht verstehen. Denn der Sinnaiest arithmetischen Satze und vieler geometrischer
hangt unmittelbar oder mittelbar von dem Sinne des Wortescfglab.
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gelassen hat, in einem Zustande also, in dem er garnichaugeiitrwerden darf, insbesondere
auch nicht zu Definitionen.

8 59. Es wird nicht unniitz sein, der Abstraktheit dieser Uebenegn ein Gegenge-
wicht in einem Beispiele zu geben. E. Heine stellt folgenadimtion aufs:

»Zahlzeichen heissen gleich oder sind vertauschbar, wignzusgleichen, ungleich oder
nicht vertauschbar, wenn sie zu ungleichen Zahlenreihbirge (8 | Def. 3)“

Was wirde man zu folgender Definition sagen:

»Zeichen heissen weiss, wenn sie zu weissen Gegenstantdérege?

Es ist mir doch erlaubt, als Zeichen des vor mir liegenderssei Papierblattes einen
kreisrunden schwarzen Fleck zu nehmen, falls ich dies 2eicticht schon anders verwen-
det habe. Und ein solcher Fleck wére nun nach der Definitiaeswkliergegen ist zu sagen:
Die Definition setzt durch den Ausdruck ,wenn sie zu weissegéhstanden gehdren” die
Bedeutung des Wortes ,weiss" als bekannt voraus; denn vigiessiicht, so ware garnicht
bestimmt, welche Zeichen zu weissen Gegenstanden gehldargut! Ist das Wort ,weiss"
bekannt, so kann man es nicht noch erklaren wollen. Mareseditdoch als ganz selbstver-
standlich ansehen, dass man ein Wort nicht durch sich sakigren darf, weil man es dann
in einem Athem als bekannt und als unbekannt behandelt. \Werekannt ist, so ist eine
Erklarung mindestens Uberfliissig, wenn es aber nicht békstinkann es nicht zur Erkla-
rung dienen. Dies ist so ein- | leuchtend, und doch wird sdadegen gefehlt! Bei Heines
Definition haben wir denselben Fall. Mit den Worten ,wenn siegleichen Zahlenreihen
gehdren” wird als bekannt vorausgesetzt, was das Wortclgldiedeute, und dieses selbe
Wort soll erklart werden.

8 60. Heine wirde dagegen wahrscheinlich bemerken, dass dieuBedpdes Wortes
»gleich” nicht fur alle Falle als bekannt vorausgesetztydern in seiner Def. 3 in 8 | nur
fur nicht eingeklammerte Zahlenreihen angegeben sei,emdher hier von eingeklammer-
ten Zahlenreihen und andern Zeichen spreche. Ausser den seigefiihrten Griinden ist
hiergegen zu sagen, dass eine zwiefache Erklarung einekefwsi oder Wortes vom Uebel
ist, weil dabei der Zweifel bleibt, ob diese Definitionen agider nicht widersprechen. Es
misste wenigstens ein Beweis verlangt werden, dass keiargyidich bestehe; aber dieser
Verpflichtung entzieht man sich regelméRig, wie denn auchibae keine Spur eines sol-
chen Beweises zu finden ist. Es ist Uberhaupt eine solchee\WessDefinirens zu verwerfen,
bei welcher die Rechtmassigkeit einer Definition von einarher zu fihrenden Beweise
abhangig wird; denn dadurch wird es ausserordentlich emsthdie Strenge der Beweis-
fuhrung nachzuprufen, weil dann bei jeder Definition eingdgsuchung néthig ist, ob vor
ihrer Aufstellung irgendwelche Satze zu beweisen seigme Bintersuchung, die dann doch
fast immer unterbleibt. Eine solche Liicke wird eben fastgagihlt und ist dadurch fur die
Strenge besonders geféhrlich. Es gentigt eben in der Arithimieht, irgendeine Behauptung
aufzustellen ohne Beweis oder mit einem Scheinbeweise un@bzuwarten, ob es jeman-
dem gelingt, ihre Falschheit nachzuweisen, sondern unhgekeiss verlangt werden, dass
jede nicht ganz selbstverstandliche Behauptung wirklelibsen werde, und dazu gehort,
dass die dabei gebrauchten Ausdriicke oder Zeichen einrededigefihrt seien, sofern sie
nicht als allgemein bekannt angesehen werden dirfen.

Und es ist Uberdies so leicht, mehrfache Erklarungen deesseleichens zu vermeiden.

23Dje Elemente der Functionenlehre. Crelle, Bd. 74, § 2, 2. Dafaus, dass ich hier nur einen Einwand gegen
diese Definition erhebe, mdge man nicht folgern, dass ich slégbrigen fur einwandfrei halte.



Statt es zuerst fur ein beschrankteres Gebiet zu erklaasidann zu benutzen, um es selbst
fur ein weiteres Gebiet zu erklaren, statt also zweimal deistge, braucht man ja nur ver-
schiedene Zeichen zu wahlen, indem man die Bedeutung des erglgiltig auf das engere
Gebiet einschrankt, sodass nun auch die erste Definitidat&ntig ist und scharfe Gren-
zen zieht. Dann ist die logische Beziehung zwischen den Badgen der beiden Zeichen
nicht irgendwie prajudicirt und mag untersucht werden,eldass durch den Ausfall die-
ser Untersuchung die Rechtmassigkeit der Definitionen agé&gestellt werden kann.Es ist
doch wahrhaftig der Mihe werth, ein neues Zeichen zu erfindenn dadurch nicht geringe
logische Bedenken gehoben und die Strenge der Beweiséhgdsieerden kann. Aber der
Sinn fur die logische | Reinlichkeit und Genauigkeit schéigi manchen Mathematikern
S0 gering zu sein, dass sie lieber ein Wort in drei oder vieteB&ungen gebrauchen, als den
ungeheuren Entschluss fassen, ein neues Wort zu erfinden.

8 61.Durch stiickweises Definiren wird auch der Bestand der Létesé’s Ungewisse
gestellt. Wenn man z. B. in der Beschréankung auf das Gebigpaigtiven ganzen Zahlen
die Worte ,Quadratwurzel aus erklart hat, so beweist man etwa den Satz, dass es nur eine
einzige Quadratwurzel aysgebe, der sofort umgestossen wird, wenn man die Betrachtung
auf die negativen Zahlen ausdehnt und demgemass die Dafieitjanzt. Aber ob man nun
zu einem endgliltigen Satze gekommen sei, wer kann es wi¥genRann wissen, ob man
sich nicht noch zur Anerkennung von vier QuadratwurzelnSagsdrangt sehen werde. Wo-
her will man eigentlich wissen, dass es nicht mehr als zweidpatwurzeln aus-1 gebe?
Solange man keine endgiiltige und vollstandige Definitian ishes unmoglich. Es wiirden
dann einige Satze nicht mehr gelten, wendet man wohl eirsdllse Grund wirde gegen
die Zulassung einer zweiten Quadratwurzel ausprechen. So hat man nirgends ganz si-
chern Boden unter den Fissen. Ohne endgultige Definitioaeman auch nicht endgiiltige
Lehrsatze. Man kommt aus der Unfertigkeit, dem Schwankeint hieraus.

8 62.Bei der Beziehung steht die Sache ganz ahnlich wie beim B&gsie kann von
der Logik nur anerkannt werden, wenn von jedem ersten G&gafes und jedem zweiten
Gegenstande bestimmt ist, ob der erste zum zweiten in déeldery stehe, oder nicht. Auch
hier haben wir einTertium non datur der Fall der Unentschiedenheit ist ausgeschlossen.
Wenn diese Forderung bei einer Beziehung nicht erfiillt wéoewéren auch die Begriffe,
die wir durch theilweise Sattigung (Bd. | § 30) aus ihr gevenrkdnnen, nicht sdmmtlich
scharf begrenzt; also wéren sie genau genommen gar keindf8egondern unzuléassige
Scheinbegriffe. Wenn z. B. die Beziehung des Grdsserséths vollstandig definirt ist, so
ist man auch nicht sicher, ob eine durch theilweise Satgglataus gewonnene begriffsartige
Bildung, wiegrdsser als Nulbderpositivein eigentlicher Begriff sei. Dazu misste z. B. auch
bestimmt sein, ob der Mond grdsser als Null sei. Man kann astsétzen, dass nur Zahlen in
unserer Beziehung stehen kénnen, und daraus folgern, daséothd, da er keine Zahl sei,
auch nicht grosser als Null sei. Dazu gehort dann aber disté&otlige Erklarung des Wortes
»Zahl“, und daran fehlt es meist.

Grade bei der Grosserbeziehung gehort das stlickweiseualstistandige Definiren
SO zu sagen zum guten Ton in der Mathematik. Man erklart desdAuek,grosser als”
zunachst im Gebiete der positiven ganzen Zahlen, also Istéotlig. Die so gewonnene
Scheinbeziehung, die | gar nicht gebraucht werden darfl dann doch benutzt, um die
erste Definition zu erganzen, wobei wohl nicht immer erkemngt, wann die Definition der
Grosserbeziehung als abgeschlossen gelten soll. Gariztiheyt der Fall bei der Gleich-
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heitsbeziehung; auch hier gehért das stiickweise Definirazhdus zum guten Téh Nichts-
destoweniger missen wir dabei bleiben: ohne vollstandigkandgultige Definitionen hat
man keinen festen Boden unter den Fussen, ist man der Gekimgy Lehrsétze nicht sicher,
kann man nicht zuversichtlich die logischen Gesetze anemrdie ja die scharfe Begrenzung
der Begriffe und also auch der Beziehungen zur Voraussgtzaben.

8 63. Hier schliesst sich leicht eine Folgerung an, die solchecfionen betrifft, welche
weder Begriffe noch Beziehungen sind. Als Beispiel nehmerden Ausdruck ,die Halfte
von etwas", der sich als Name einer solchen Function dérdbels Wort ,etwas" halt dabei
die Stelle fur den Argumentnamen offen entsprechend denhdaben g« in »} ¢«. Ein
solcher Ausdruck kann nun Theil eines Begriffnamens werder8. von ,etwas, dessen
Halfte kleiner als Eins ist".

Wenn dieser nun wirklich einen scharf begrenzten Begriffeaten soll, dann muss z.
B. auch fur den Mond bestimmt sein, ob seine Halfte kleinsrEihs ist. Damit dies aber
stattfinde, muss der Ausdruck ,die Halfte des Mondes" eingeB&ung haben; d. h. es muss
einen Gegenstand und nur einen einzigen geben, der hierdareichnet wird. Das ist nun
nach dem gemeinen Sprachgebrauche nicht der Fall, weilamémweiss, welche Halfte des
Mondes gemeint sei. Hier ist also eine genauere Festsezzuingffen der Art, dass fiir jeden
Gegenstand bestimmt wird, welcher Gegenstand die Halfiehm sei; sonst darf man den
Ausdruck ,die Halfte vonz* mit dem bestimmten Artikel nicht gebrauchen. So muss also
eine Function erster Stufe mit einem Argumente immer soHsdfen sein, dass sich ein
Gegenstand als ihr Werth ergiebt, welchen Gegenstand nwdmadsi ihr Argument nehmen
— durch welchen Gegenstand man auch die Function sattigerdge

8 64.Das Entsprechende haben wir auch von den Functionen mitArgeimenten zu

fordern. Der Ausdruck |

,die Summe eines ersten und eines zweiten Gegenstandes"
stellt sich als Name einer solchen Function dar. Es mussaaisio hier fur jeden ersten und
fur jeden zweiten Gegenstand bestimmt sein, welcher Gegrthdie Summe des ersten und
zweiten sei, und einen solchen muss es immer geben. Ist clatsdeir Fall, so ist auch nicht
bestimmt, welcher Gegenstand zu sich selbst addirt EirebergVithin bedeuten dann die
Worte ,etwas, was zu sich selbst addirt Eins ergiebt" keisemarf begrenzten Begriff, also
Uberhaupt nichts logisch Brauchbares. Und die Frage, ali€&ggenstande es gebe, die zu
sich selbst addirt Eins ergeben, ist unbeantwortbar.

Aber kann man nicht festsetzen, dass der Ausdruck ,die Suaings ersten und eines
zweiten Gegenstandes” nur dann eine Bedeutung habenwehe, beide Gegenstande Zah-
len seien? Dann sei doch, meint man watlyas, was zu sich selbst addirt Eins ergieilnt
scharf begrenzter Begriff; denn man wisse nun, dass keie@tgnd unter ihn falle, der kei-
ne Zahl sei. Es falle z. B. der Mond nicht darunter, da die Sendes Mondes und des Mon-

241n der Praxis ihrer Beweise behandeln wohl alle MathematileGleichheit als Identitat, obwohl die meisten
es in der Theorie nicht wahr haben wollen. Aber niemand wit8l zagen, die Gleichung» = — 3 = 3« habe die
Wurzeln$ und 2, weil zwar & = 2 sei, aber® nicht mit 2 zusammenfalle. Fallen sie nicht zusammen, so sind sie
verschieden, und unsere Gleichung hat mindestens zwehiedsne Wurzeln. Es ist merkwirdig zu sehen, welch’
greller Widerstreit bei vielen Mathematikern zwischen ihagisgesprochenen Theorie und ihrer stillschweigend
geubten Praxis besteht. Wenn aber die Gleichheit in der éfedlik Identitat ist, so ist deren vielfache Definition
vollends ein unsinniges Verfahren.

25Man vergl. das im ersten Bd. iiber Function Gesagte, auch eléasgers SchrifEunction und Begrif{Jena,
Pohle, 1891).



des nicht Eins sei. Dies ist falsch; denn der Satz ,die Sumesévibndes und des Mondes ist
Eins" ist nun weder wahr noch falsch; in beiden Féllen ndmidissten die Worte ,die Sum-
me des Mondes und des Mondes" etwas bedeuten, was durchrgéseblagene Festsetzung
ausdriicklich verneint wird. Unser Satz wéare etwa zu vetgka dem Satze ,die Skylla hat-
te sechs Drachenschliinde”. Auch dieser Satz ist weder veadfirfalsch, sondern Dichtung,
weil der Eigenname ,Skylla“ nichts bezeichnet. Solche &&tmnen zwar Gegenstande einer
wissenschaftlichen Betrachtung sein, z. B. einer mythstidgen, aber es kann sich in ihnen
keine wissenschaftliche Untersuchung vollziehen. Werseu8atz ,die Summe des Mondes
und des Mondes ist nicht Eins* ein wissenschaftlicher waodyesagte er, dass die Bedeutung
der Worte ,die Summe des Mondes und des Mondes" nicht zusafaiteemit der Bedeu-
tung des Wortes ,Eins®; aber jene Bedeutung wére bei deregntgagenen Festsetzung nicht
vorhanden. Folglich kénnte man von ihr wahrheitsgemasewadssagen, dass sie mit der
Bedeutung von ,Eins" zusammenfalle, noch auch, dass sk miit ihr zusammenfalle. Die
Frage also, ob die Summe des Mondes und des Mondes Einseeatoder Mond unter den
Begriff etwas, was zu sich selbst addirt Eins ergifie, wéare unbeantwortbar; mit andern
Worten: was wir eben Begriff genannt, ware gar kein eigeindr Begriff, weil die scharfe
Begrenzung fehlte. Hat man aber einmal den Ausdrucku,b addirt ergiebt" eingefuhrt,

so kann man die Bildung eines Begriffnamens, wie ,etwas, avesich selbst addirt Eins er-
giebt“ nicht mehr verhindern. Wollte man nun wirklich vectien, durch eine Gesetzgebung
die Bildung solcher unzuléssigen, wiewohl sprachlich riogin Begriffnamen sicher zu ver-
hindern, so wirde man das bald als Gibermassig schwierig ahtbaheinlich undurchfihrbar

| aufgeben. Der einzig gangbare Weg ist der, die Worter ,Suramet,,addiren“ und andere,
falls man sie Uberhaupt gebrauchen will, so zu erklarers dasmit ihnen sprachlich richtig
gebildeten Begriffnamen scharf begrenzte Begriffe bestguind also zulassig sind.

So ist denn auch die hier von uns aufgestellte Forderung,jdde Function erster Stufe
mit zwei Argumenten fir jeden ersten Gegenstand als enstesfir jeden zweiten Gegen-
stand als zweites Argument einen Gegenstand als Werth dab&olge davon, dass die
Begriffe scharf begrenzt sein miussen, dass keine Ausdgetheldet werden dirfen, die ih-
rem Baue nach einen Begriff zu bedeuten scheinen, aber sateimen nur vortauschen, wie
auch Eigennamen unzuladssig sind, die nicht wirklich einegéastand bezeichnen.

8 65. Was von den Ausdriicken in Worten gesagt ist, gilt auch vonatighmetischen
Zeichen. Wenn das Additionszeichen vollsténdig erkldrisis haben wir in

»E+E=(«
den Namen einer Beziehung, der des Einfachen zum DoppHtetas nicht der Fall, so wird
man nicht sagen kdénnen, ob die Gleichung

»r+xr=1«

eine einzige oder mehrere Losungen habe. Nun wird jemarvdodeh: ich verbiete, dass
etwas anderes als Zahlen Uberhaupt in Betracht gezogereweirten ahnlichen Einwand
haben wir oben behandelt; hier mag die Sache noch von andéen®eleuchtet werden.
Wer alle Gegenstande von der Betrachtung ausschliesdediwihicht Zahlen sind, der wird
zunachst sagen mussen, was er unter ,Zahl* verstehe, uadegweiterung ist dann nicht
mehr zulassig. Eine solche Beschrankung misste in die lafddaufgenommen werden,
sodass sie etwa die Form annahme: ,\Wenimd b Zahlen sind, so bedeutett " u. s. w.
Wir hatten eine bedingte Erklaruffy Aber das Additionszeichen ist nur erklart, wenn die
Bedeutung jeder méglichen Zeichenverbindung von der Farm b« bestimmt ist, welche

26Man vergl. des Verfassers Brief an Herrn G. Peano, Revue dieévmtiques, Tome VI, S. 53 u. ff.
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bedeutungsvolle Eigennamen man auch fix end flr »h« einsetzen moége. Wenn man aber
solche Zeichenverbindungen z. B. nur fir den Fall erklassdir m« und fir »b« Zeichen
reeller ganzer Zahlen genommen werden, so hat man eigentlicsolche Verbindungen er-
klart, nicht aber das Additionszeichen und hat dabei gegeamach zu behandelnden zwei-
ten Grundsatz des Definirens verstossen. Und doch bildesidamun unwillkirlich ein, die
Bedeutung des Additionszeichens sei bekannt, und betiassdéémgemass auch in solchen
Fallen, fur die keine Erklarung gegeben ist.

Sobald man Allgemeinheit in den Satzen anstrebt, wird maeim| arithmetischen For-
meln ausser den Zeichen bestimmter Gegenstande — den Bigennz. B. 8« — auch
Buchstaben brauchen, die nur ande@tenicht bezeichnen, und dadurch schon wird man
ganz unmerklich Uber das Gebiet hinausgeflhrt, in dem mae Zeichen erklart hat. Man
kann den hieraus entstehenden Gefahren zu begegnen sacheohj dass man diese Buch-
staben nicht Gegensténde Uberhaupt andeuten lasst, was ga@than haben, sondern nur die
eines fest begrenzten Gebietes. Nehmen wir einmal an, dgifBahl sei scharf definirt,
und es sei festgesetzt, dass die lateinischen Buchstab&ahlen andeuten sollen, und nur
fur Zahlen sei das Additionszeichen erklart. Dann habenmdem Satze

»a+b=b+ax«
die Bedingungen hinzuzudenken, dassnd b Zahlen seien; und diese werden, weil nicht
ausgesprochen, leicht in Vergessenheit gerathéber nehmen wir uns einmal vor, diese
Bedingungen nicht zu vergessen! Nach einem bekannten Z&esdet Logik kdnnen wir den
Satz

.-wennq eine Zahl ist und wenh eine Zahl ist, so ist + b = b + a"
umwandeln in den Satz

.wenna + b nicht gleichb + « ist, und wenr: eine Zahl ist, so isk keine Zahl*;
und hier ist es unméglich, die Beschrankung auf's GebietZédrlen aufrecht zu erhalten.
Der Zwang der Sachlage arbeitet unwiderstehlich auf dieBhnechung solcher Schranken
hin. Dann aber hat unser Bedingungssatz

wenna + b nicht gleichb + a ist"
bei der unvollstandigen Erklarung des Additionszeichezisdn Sinn.

Wir sehen auch hier wieder, dass die Gesetze der Logik sbearenzte Begriffe und
damit auch vollstandige Erklarungen der Functionsnamen B- des Pluszeichens — vor-
aussetzef®. Wir haben dies im ersten Bande so ausgedriickt: jeder Funsctame muss eine
Bedeutung haben. Deshalb also sind alle bedingte Defiptiamd alles stlickweise Defini-
ren zu verwerfen. Jedes Zeichen muss mit einem Schlagéaralig erklart werden, sodass
es, wie wir sagen, eine Bedeutung erhalt.

Alles dies hangt auf’s Engste mit einander zusammen und &nAusfluss des Grund-
satzes der Vollstéandigkeit der Definitionen angesehenever(l

2. Grundsatz der Einfachheit des erklarten Ausdritks
8 66.Dass durch die Bedeutung eines Ausdrucks und eines seieée Tie Bedeutung

des Ubrigen Theils nicht immer bestimmt ist, leuchtet eimnMiarf also ein Zeichen oder
Wort nicht dadurch erklaren, dass man einen Ausdruck erlktédem es vorkommt, wahrend

2N\ergl. Bd. I, S. 31 u. 32.

28Denkt man z. B. bei der Erweiterung des Zahlengebietes wohl mutaman, dass damit jene Bedingungen
dem Sinne nach geandert werden, dass alle bis dahin bewresigemeinen Satze einen andern Gedankeninhalt
gewinnen, dass auch die Beweise hinfallig werden?

29Es versteht sich von selbst, dass gewisse Functionen whaganlagischen Einfachheit nicht definirt werden
koénnen; aber auch diese mussen fir alle Argumente Werthe haben

30Bd. I, § 33, 3.



die Ubrigen Theile bekannt sind. Denn es wére erst eine sutbung néthig, ob die Aufl6-

sung fur die Unbekannte — ich bediene mich eines wohl ved$itiren algebraischen Bildes
— mdglich sei, und ob die Unbekannte eindeutig bestimmt e/efed ist aber, wie oben schon
gesagt, unthunlich, die Rechtméssigkeit einer Definition #em Ausfall einer solchen Un-
tersuchung abhangig zu machen, die Uberdies vielleiclmig@reinmal durchfiihrbar wére.

Vielmehr muss die Definition den Charakter einer fur die Wammte aufgelésten Gleichung
haben, auf deren anderer Seite nichts Unbekanntes melomork

Noch weniger geht es an, mit einer einzigen Definition zwWeieru erklaren, sondern
jede Definition muss ein einziges Zeichen enthalten, deBsdeutung durch sie festgesetzt
wird. Man kann ja auch nicht mit einer einzigen Gleichung izuebekannte bestimmen.

Es kommt auch vor, dass man ein ganzes System von Definitaumstellt, deren jede
mehrere zu erklarende Worte enthélt, sodass jedes dieser Wanehren dieser Definitionen
vorkommt. Dies gleicht einem System von Gleichungen mit r@efn Unbekannten, wobei
dann wieder die Auflésbarkeit und die Eindeutigkeit der Bestung vollig fraglich bleibt.

Zwar kann man jedes Zeichen, jedes Wort als aus Theilentmrsieansehen; aber nur
dann sprechen wir ihm die Einfachheit ab, wenn nach denrablijgen Regeln der Gram-
matik oder der Zeichengebung aus den Bedeutungen der TheiRedeutung des Ganzen
folgen wirde, und wenn diese Theile auch in andern Verbigdoworkommen und als selb-
standige Zeichen mit eigener Bedeutung behandelt werdatiesem Sinne also kann man
sagen: der erklarte Ausdruck — das erklarte Zeichen — mudadhi sein. Sonst kénnte es
vorkommen, dass die Theile auch einzeln erklart wirden @asd diese Erklarungen der des
Ganzen widersprachen.

Allerdings kénnen Namen von Functionen wegen der ihnenmnéligenlichen Ungesét-
tigtheit nicht auf der einen Seite der Definitionsgleichwaligin erscheinen; sondern ihre
Argumentstellen miissen immer irgendwie ausgefillt seirs@eschieht in der Begriffs-
schrift, wie wir gesehen hab&ndurch lateinische Buchstaben, die dann auch auf der andern
Seite vorkommen missen. In der Wortsprache treten unbastimdeutende Pronomina und
Partikeln (,etwas", ,was", ,es") dafir ein. Dies ist keineVerletzung unsers Grundsatzes,
weil diese Buchstaben, Pronomina, Partikeln nichts bedegbndern nur andeuten.

8 67.0ft wird gegen unsere beiden Grundsatze des Definirensizhgiefehlt, indem
z. B. das Gleichheitszeichen zusammen mit dem, was rechtéinks davon steht, erklart
wird. Dabei ist dann das Gleichheitszeichen schon vorhesr anvollstandig erklart wor-
den. So entsteht ein eigenthiimliches Zwielicht, indem dagBheitszeichen halb und halb
als bekannt und doch wieder als unbekannt behandelt wirgtr&its scheint es, dald man
sich an jene friihere Definition erinnern und daraus etwasednten solle zur Bestimmung
dessen, was nun rechts und links erscheint. Andrersedistrdoch jene frihere Erklarung
fur den vorliegenden Fall nicht hin. Aehnliches kommt auehdndern Zeichen vor. Dieses
Zwielicht brauchen manche Mathematiker zur Ausfiihrungrithogischen Kunststiicke. Zu
den Zielen, die so erreicht werden sollen, fuhrt uns in eindfiier Weise unsere Umsetzung
der Allgemeinheit einer Gleichheit in eine Werthverlaléschheit nach dem Grundgesetze
V(Bd. 1, 83,809, §20).

Ohne zu meinen, hiermit eine vollstédndige Uebersicht tblesAjegeben zu haben, was
beim Definiren zu beachten ist, will ich mich mit der Darlegutieser beiden Grundsatze
begnigen, gegen die von den Mathematikern am meisten gefiethl

b) Cantors Lehre von den Irrationalzahlen.

31Bd. I, § 33, 5.
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8 68.G. Cantor definirf? zunachst seine Fundamentalreihe:

,Jede derartige Mend&(a, ), welche durch die Forderungm, — « (a,+, —a,) = 0 (bei
beliebig gelassenem) charakterisirt werden kann, nenne ich eine Fundameittalnend
ordne ihr eine durch sie zu definirende Zalu*.

Es ist ein grol3er Uebelstand, dass das Wort ,.Zahl“ von deméfatitikern schwankend
gebraucht wird: bald nennt man die Zahlzeichen, bald ihdeBaingen Zahlen. Jeder ma-
thematische Schriftsteller, der das Wort ,Zahl* gebrausbtlte eigentlich angeben, wie er
es meint*. So ist man auch hier im Zweifel (iber den Sinn des CantorsBagéres. Wenn das
Wort ,Zahl“ in der Bedeutung von ,Zahlzeichen“ gemeint isfrd man den Satz wohl so zu
verstehen haben: ich gebe jeder Fundamentalreihe ein ggswiieichen bx, sodass durch
dieses die Reihe bezeichnet wird. Dann werden verschidelamtamentalreihen verschiede-
ne Zeichen erhalten mussen. Verschieden sind Fundaneth&iraber immer | dann, wenn
es auch nur eine Zahl giebt, die einer von beiden angehdatit aber der andern. Sachlich
ist diese Zeichenverleihung ganz gleichgltig; denn iclssreine Reihe schon irgendwie be-
zeichnet haben, um sagen zu kdnnen: dieser so bestimmtelafentalreihe gebe ich das
Zeichen %«. Ob ich nun, wenn ich von dieser Reihe sprechen will, dashési sh« oder
die urspriingliche Bezeichnung anwende, kann in der Saaheegeen Unterschied machen,
sondern hdchstens kann die neue Bezeichnung wegen ihisgegnoEinfachheit bequemer
sein.

8 69.Nun sagt Cantor weiter:

.Eine solche Fundamentalreihe bietet . . . drei Falle datwveder es sind ihre Glieder
(ay) fur hinreichend grosse Werthe venkleiner ihrem absoluten Betrage nach als eine
beliebig vorgegebene Zahl; oder es sind dieselben von eg@svisserns an grosser als eine
bestimmt angebbare rationale Zahloder sie sind von einem bestimmteran kleiner als
eine bestimmt angebbare negative rationale Gregsdn dem ersten Falle sage ich, dass
gleich Null, im zweiten, dassgrésser als Null oder positiv, im dritten, ddsgeiner als Null
oder negativ sei.”

Wenn unsere Vermuthung tiber den Sinn jenes ersten Satz€awbar richtig ist, so kann
dies ohne Benutzung des®so ausgesprochen werden: ,Von einer Fundamentalreiben de
Gliedera, fur hinreichend grosse Werthe vorkleiner ihrem absoluten Betrage nach sind als
eine beliebig vorgegebene rationale Zahl, sage ich, siglasieh Null; von einer Fundamen-
talreihe, deren Glieder von einem gewissean grosser sind als eine bestimmt angebbare
rationale Zahb, sage ich, sie sei grosser als Null oder positiv; von eineldBmentalreihe,
deren Glieder von einem bestimmteran kleiner sind als eine bestimmt angebbare negati-
ve rationale Zaht-p, sage ich, sie sei kleiner als Null oder negativ.“ Nehmennuin diesen
Wortlaut oder den urspriinglichen von Cantor an, in beiddlefr&aben wir drei Erklarungen
der Ausdricke ,gleich Null®, .grosser als Null*, ,kleinedsaNull“. Diese Definitionen sind
fehlerhaft, weil die erklarten Ausdriicke nicht einfachdsisondern die Woérter ,grésser* und
.Kleiner* enthalten, die als bekannt vorausgesetzt werdéssen, da sie selbst zur Erklarung
dienen — Verstoss gegen unsere beiden Grundsatze des Badinkber auch die Worter
»Null“ und ,gleich* missen wohl als bekannt vorausgesetetaen; und dann sind die Aus-
driicke ,gleich Null“, ,grosser als Null“, ,kleiner als Nulivollstandig bekannt und dirfen
nicht noch einmal erklart werden. Waren sie es nicht, so wdreririiheren Definitionen
unvollstandig gewesen — Verstoss gegen unsern ersten &atmdies Definirens.

32Math. Annalen XXI, S. 567.
33Menge von rationalen Zahlen.
34Wir haben uns firr das Zweite entschieden.



8 70.llligens fasst in seinem Aufsatze ,Zur Weierstrass-Casuben Theorie der Irra-
tionalzahlen®® die Cantorsche Lehre so auf, dass unter | der Zam Zeichen verstanden
werde daflir, dass durch irgendein Gesetz die Reihe gegebédiiernach kann es zunachst
scheinen, dass die Zahkinen Satz vertreten solle; aber der spéter vielfach gebta\us-
druck ,Zahlreihezeichen" macht es klar, dass llligens datdrsche Lehre ebenso verstan-
den habe, wie wir es eben versucht haben. Er wendet dagegedass ein solches Zahl-
reihezeichen garnicht wie die rationalen Zahlen eine Qi#riiezeichne, dass die Worter
.grosser und ,kleiner hier einen ganz andern Sinn habenbali den rationalen Zahlen;
daraus folge dasselbe auch fiir das Wort ,Grenze"; durch tesén Gebrauch des Wortes
»grosser” konne nicht zu einem Quantitatszeichen werden, und die rationgddlen geho-
ren dadurch, dass sie als Zahlreihezeichen gebrauchtwenaar zu den neuen Zahlen, aber
nicht, sofern sie eine Quantitat bezeichnen; der ZweckRdi®nalzahlen als besondere Art
der Zahlreihezeichen erscheinen zu lassen, werde alsehiteth llligensens Sinne kdnnen
wir wohl hinzufiigen, dass dann die Rationalzahlen — unshrifisteller versteht darunter
offenbar Zahlzeichen — dann zweideutig wéren, indem siersg@its Quantitaten, andrerseits
Zahlreihen (Fundamentalreihen) bezeichneten. llligags weiter: ,Die aufgestellten Zahl-
reihezeichen vermoégen trotz aller Benennungen, die ihnechdverschiedene Definitionen
zugelegt werden, keine Quantitatsbegriffe zu werden.”

Gewiss! Ein Zeichen kann nie ein Begriff werden. Aber manubha vielleicht nicht
anzunehmen, dass Cantor so Zeichen und Bezeichnetes hsplidabe. Dennoch liegt wohl
etwas Wabhres in diesem Einwande, wenn man ihn so formt, das&atilreihen trotz aller
Benennungen, die ihnen durch verschiedene Definitionesleggwerden, keine Quantitaten
werden.

8 71. llligens meint ferner, wenr/2 als blosses Zahlreihezeichen (firr die Reihé
1.41, 1.414, ...) gefasst wiirde, so hatten wir auf der linken Seite deidBlng(1/2)? = 2
nur ein Zeichen fur die Zahlreine4?, 1.412, 1.4142, ... Ein solches Zeichen aber, als wel-
ches jedes beliebige Ding gewahlt werden kénne, der duechatil 2 bezeichneten Quantitat
gleichzusetzen, kdnne wohl niemandem in den Sinn kommeseDEinwand ist nur berech-
tigt, wenn Cantor das Zeichen mit dem Bezeichneten vervedtcligas erst nachzuweisen ist.
Wenn man das Gleichheitszeichen zwischen andern Zeichenilst so setzt man damit
nicht das links stehende Zeiche(w#2)?« gleich der Bedeutung des rechts stehenden, son-
dern man setzt die Bedeutung des links stehenden gleichedkmuBung des rechts stehenden
Zeichens. Hier wiirde also etwa eine Zahlreihe der Bedewtaa@ahlzeichenx, d. h. der
Zahl 2, gleichgesetzt. Die Berechtigung hierzu wére zu untersich

Man kann gegen Cantor allerdings den Vorwurf erheben, dadgese Prifung unter-
lassen hat und das, was eigentlich bewiesen werden soltfarch eine Pseudodefinition
festsetzen will. Die Fundamentalreitiet?, 1.412, 1.4142, ... muss bei Cantor als etwas Be-
kanntes vorausgesetzt werden, ebenso die Zaht die Bedeutung des Wortes ,gleich“. Ob
also jene Fundamentalreihe gleich der Zakeki, kann nicht Gegenstand einer willkirrlichen
Festsetzung sein, sondern muss sich ergeben. Dieser Eimiafieilich nur unter der Vor-
aussetzung, dass der hier angenommene Sinn von Cantoes figitig ist. Spater werden
wir noch eine andere Auffassungsweise versuchen missen.

llligens meint ferner, dass man bei Cantors Theorie nicges&dnne, was eine Linie
von /2 Meter Lange sei.

Es liegt gewiss viel Wahres in diesen Einwanden; aber esendiedtlicher hervortreten,
wenn llligens das Wort ,Zahl* nicht in der Bedeutung Zahttein gebrauchte und wenn er

35Math. Annalen XXXIII, S. 155 u. ff.
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Uberhaupt Zahl und Zahlzeichen scharfer unterschiede) demn er von rationalen Zah-
len spricht und eine Zahl grésser als eine andere nennt, s gas nicht zu der Bedeu-
tung Zahlzeichen. Die Gefahr einer solchen Ungenauigiegjt Immer vor, wenn man unter
»Zahl* nicht die Bedeutung eines Zahlzeichens, sondersafieselbst versteht; denn es ist
einmal feststehende Meinung, dass die Gegenstande demtik Zahlen seien. Dann liegt
es immer nahe, die Zahlzeichen aus blossen Hilfsmittainnagtischer Forschung zu deren
Gegenstanden zu machen und dadurch eine bedenkliche Merg/anzurichter®.

Zweitens scheint es mir bedenklich, wenigstens Missvedstisen ausgesetzt, dass Il-
ligens rationale Zahlen Quantitéatszeichen nennt und voaritsagt, sie bezeichnen Quan-
titaten. Nach dem Sprachgebrauche nennt man wohl Langachén, Winkel, Zeitraume,
Massen, Kréafte Quantitaten. Ist es wohl nun richtig zu sagimZahI% oder das Zahlzei-
chen >%« bezeichne eine gewisse Lange, oder einen gewissen Wid&ebar beides?

8 72.A. Pringsheim meirit, dass die rationalen Zahlen als Zeichen erscheinen, die woh
bestimmte Quantitaten vorstellédnnen aber nichtmissenOffenbar versteht auch dieser
Schriftsteller unter rationalen Zahlen gewisse mit einashr&ibmittel auf einer Schreibfla-
che oder durch Buchdruck kinstlich hergestellte Figuram:Nntweder sind diese Figuren
fur die Arithmetik nichts weiter als Figuren; dann ist es fiese Wissenschaft gleichguil-
tig, welche Vorstellungen etwa jemand noch damit verbingége, wenn er nur, sofern er
Arithmetik treibt, diese Vorstellungen aus dem Spieletld&benso gleichgultig ware dies
fur die Arithmetik, wie | es fur die Geometrie gleichgiltigive, ob etwa jemand mit ei-
ner Dreiecksfigur die Vorstellung eines Elephanten verbanenn er nur in der Geometrie
ganzlich davon abséhe. Man mag nun zwar sagen ,ein Dreieuk k&ar einen Elephanten
vorstellen, muss es aber nicht“; die Einsicht in das Weser@emetrie oder des Dreiecks
wurde dadurch aber kaum geférdert werden. Oder die von $h@iq rationale Zahlen ge-
nannten Figuren sind Zeichen fiir etwas, die zum Ausdruditenaetischer Gedanken dienen
sollen, wie etwa das Zeicher®& von den Astronomen gebraucht wird, um den Jupiter zu
bezeichnen. Wie sonderbar wére es nun zu sagen, jenes Zé&ighee den Jupiter bezeich-
nen, musse es aber nicht! Der Astronom wird einfach sagehhgzeichne mit dem Zeichen
»Z« den Jupiter®, und damit wird die Sache abgemacht seirs alidtere Gerede (ber dies
Zeichen ist dann Uberflissig. Also: entweder ist es fur dighAretik wesentlich, dass die
Zahlzeichen etwas bedeuten; dann ist das, was sie beddigétauptsache, der Gegenstand
der Betrachtung und sie selbst nur Hilfsmittel, von denehtniiele Worte zu machen sind;
oder die Zahlzeichen sind selbst die Gegenstande der Agtthnadann ist es gleichgiltig, ob
dieser oder jener mit ihnen noch eine Bedeutung verbinahet,im der Arithmetik braucht
davon nicht die Rede zu sein. Im ersten Falle bezeichnenatitz&chen eben einfach et-
was, namlich Zahlen; im zweiten Falle bezeichnen sie wéerngsin der Arithmetik nichts.
In keinem Falle kann aber in dem Satze, dass die Zahlzeichant@iten vorstellen kbnnen,
aber nicht miussen, irgendetwas Entscheidendes oder Aerfiklés gefunden werden.

8 73.Was ist denn nun eigentlich an der Behauptung, dass die &@ahén Quantita-
ten bezeichnen? Sehen wir auf die Anwendungen arithmetigéhsetze in der Geometrie,
Astronomie, Physik! In der That kommen hier die Zahlen inBiledung mit Gréssen, wie

36Es besteht freilich auch eine Meinung, nach der die ZahlatewZeichen sind, die etwas bedeuten, noch auch
unsinnliche Bedeutungen solcher Zeichen, sondern Figadiemach gewissen Regeln gehandhabt werden, etwa
wie Schachfiguren. Danach sind die Zahlen weder HulfsmittelFbrschung noch Gegensténde der Betrachtung,
sondern Gegenstande der Handhabung. Das wird spéater zn sein.

37Encyklopadie der math. Wissenschaften | A 3, S. 55.



Langen, Massen, Lichtstarken, elektrischen Ladungenurat;bei oberflachlicher Betrach-
tung kdnnte man meinen, dasselbe Zahlzeichen bedeute ibald #nge, bald eine Masse,
bald eine Lichtstarke, und das wirde dann die Behauptungg$heims zu stitzen schei-
nen, dass zwischen den Zahlzeichen und den Quantitatereiveagewisse, aber nur locke-
re Verbindung bestehe. Prifen wir das genauer! Was wendedenrn eigentlich an, wenn
wir von einem arithmetischen Satze Gebrauch machen? dexll 8eh Worte? Gruppen von
sonderbaren Figuren, die aus Druckerschwarze bestehemmr®@dden wir einen Gedanken-
inhalt an, den wir mit jenen Worten, jenen Zeichen verbirtdéfas beweisen wir, wenn wir
einen arithmetischen Satz beweisen? jenen Schall? jenedhig) oder diesen Gedankenin-
halt? Doch wohl diesen! Nun gut; dann mussen wir aber auamdiestimmten Gedanken
in dem Satze haben, und den hétten wir nicht, wenn die vorkemdien Zahlzeichen und
Zahlworter bald dies, bald jenes bedeuteten. | Sehen wauggrzu, so bemerken wir, dass S.85
ein Zahlzeichen fir sich allein keine Lange, keine Kraft.uvsbezeichnen kann, sondern
nur in Verbindung mit der Bezeichnung eines Maasses, eiimérelf, wie Meter, Gramm u.
s. w. Was bedeutet nun dabei das Zahlzeichen allein? Offexibasrossenverhdltnis. Und
dies liegt so nahe, dass wir uns nicht wundern dirfen, diédegnntnis schon frith zu be-
gegnen®®. Wenn wir nun unter ,Zahl* die Bedeutung eines Zahlzeichemistehen, so ist
reelle Zahldasselbe wie Grossenverhdltnis. Was ist nun dadurch gemodass wireelle
Zahlals Gréssenverhéltnis definiren? Zunéchst scheint nur egduck durch einen andern
ersetzt zu sein. Und doch ist das ein Schritt vorwarts. Bsstémlich wird niemand ein Grés-
senverhdltnis mit einem geschriebenen oder gedrucktah&eiverwechseln; und damit ist
eine Quelle unzahliger Missverstandnisse und Irrthtireestepft. Zweitens wird durch den
Ausdruck ,Grassenverhéltnis* oder ,Verhaltnis einer G@&zu einer Grosse” hingewiesen
auf die Weise, wie reelle Zahlen mit Grossen verbunden SrelHauptsache bleibt freilich
noch zu thun. Wir haben zunachst nur Worte, die uns ungefétRidhtung angeben, in der
die Lésung zu suchen ist. Die Bedeutung dieser Worte ist gectauer festzustellen. Wir
werden aber jetzt schon nicht mehr sagen, dass eine Zahtimdéahlzeichen bald eine Lan-
ge, bald eine Masse, bald eine Lichtstarke bezeichne, sondewerden sagen, dass eine
Lange zu einer Lange dasselbe Verhaltnis haben kénne weeMbisse zu einer Masse, wie
eine Lichtstarke zu einer LichtstaReund dieses selbe Verhaltnis ist dieselbe Zahl und kann
durch dasselbe Zahlzeichen bezeichnet werden.

Wenn llligens unter seinem Worte ,Quantitaten” Gréssemitnisse oder, was wir nun
als gleichbedeutend ansehen, reelle Zahlen versteht uimd, a&ss Zahlreihezeichen keine
Grdssenverhéltnisse nach Cantor bezeichnen, so hat ér hec@antors Definition kommt
nur die Fundamentalreihe und die Zahtor und diese ist das Zahlreihezeichen. Von einem
Grodssenverhéltnisse ist dabei garnicht die Rede. Das éhbieichen bezeichnet eben die
Fundamentalreihe und darf schon deshalb nicht auch eirs@mdsrhéltnis bezeichnen; dann
ware es ja zweideutig.

8 74. Cantors Antwort'® auf llligensens Einwiirfe ist leider kurz und unklar ausgiefa
len. Wir erfahren nicht sicher, ob llligens mit seiner Annmahrecht habe, dass die Zahlen
b, b’ u. s. w. Zeichen seien, und ob sie Fundamentalreihen bemgichvas zu wissen doch
am nothigsten ist, um Klarheit in die Sache zu bringen. Sie¢sen wird Zeichen und Be-
zeichnetes durcheinander geworfen. Cantor schreibt: fistEaber weder von mir noch von S.86
Andern jemals behauptet worden, dass die Zei¢héh b” ... concreteGréssen im eigentli-

38Vergl. Baumann, Die Lehren von Zeit, Raum und Mathematik 1,75. 4
39Den Ausdruck ,benannte Zahl* méchte ich verbannen, da er eawitung stiftet
4OMath. Annalen XXXIII, S. 476.
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chen Wortsinne seien. Albstracte Gedankendingind sie nur Gréssen im uneigentlichen
oder Ubertragenen Sinne des Wortes.“ Hier wergénu. s. w. zwar Zeichen, zugleich aber
abstracte Gedankendinge genannt. Es gehort wirklich afkest Glaube dazu, Zeichen, die
etwa mit Kreide auf eine Tafel oder mit Tinte auf Papier geigtien werden, die man mit
seinen leiblichen Augen sehen kann, fur abstracte Geddiigmzu halten, solcher Glaube,
welcher Berge versetzen und Irrationalzahlen schaffen kan

Wahrscheinlich meint Cantor, dass die Zeicheli u. s. w. abstracte Gedankendinge be-
zeichnen sollen. Wir kénnen zwischen physischen und lbgisc&segenstanden unterschei-
den, womit freilich keine erschdpfende Eintheilung gegelerden soll. Jene sind im ei-
gentlichen Sinne wirklich; diese sind es nicht, aber darichtrminder objectiv; sie kdnnen
zwar nicht auf unsere Sinne wirken, aber durch unsere lbgis€ahigkeiten erfasst werden.
Solche logische Gegenstande sind unsere Anzahlen; und wshsscheinlich, dass auch
die Uibrigen Zahlen dazu gehéren. Wenn nun Cantor unter desdrAck ,,abstractes Gedan-
kending“ das versteht, was wir logischen Gegenstand nersgescheint in der Sache gute
Uebereinstimmung zwischen uns zu bestehen. Nur schadedidase abstracten Gegenstén-
de in Cantors Erklarungen gar nicht vorkommen! Wir haberdanmentalreihen und Zeichen
b, b" u. s. w. Diese kénnen wir beim besten Willen nicht fir abse&edankendinge halten,
und auch die Fundamentalreihen kénnen nicht damit gemeiimt\8/enn also die abstracten
Gedankendinge die Hauptsache sind, so fehlt eben die Haulngtsn Cantors Definitionen.
Welches abstracte Gedankending soll etwa mit dem Zeickébezeichnet werden? Wir
erfahren es nicht. Wir tasten an unwesentlichen Aeusbk&diten herum und lassen uns den
Kern entschlipfen.

8 75. Fiir entscheidend erklart es dabei Cantor, dass man mit ldigier abstracten
Grossem, b/, b ... eigentliche concrete Grossen, z. B. geometrische k&nequantitativ
genau zu bestimmen im Stande sei. Also weit davon entfelog,dine angenehme Zugabe
zu sein, ist die Anwendung auf Geometrie entscheidend.,Abenn sie entscheidend ist,
so ist sie es gegen Cantors Theorie, weil dies Entscheidarair Definition der Zahlgros-
se garnicht vorkommt. Erst nachdem di&’, b” ... eingefuhrt sind, wird die Bestimmung
der Entfernungen durch Zahlengréssen gegébeiene Einfihrung der Zahlgréssen ist rein
arithmetisch, enthalt aber das Entscheidende nicht; dirgabe, wie Entfernungen | durch
Zahlgréssen bestimmt werden kénnen, enthalt das Entsafaid ist aber nicht rein arith-
metisch. Und damit wird doch wohl das Ziel verfehlt, das ©@asich gesetzt hat. In jener
Definition hat man die Fundamentalreihen einerseits un@e€iehend, v, b ... andrerseits,
weiter nichts. Anders lage die Sache, wenn wir eine reirhiaugtische oder logische De-
finition von Verhéltnig? hatten, aus der auch zu entnehmen wére, dass es Verhalinisse
unter ihnen irrationale gabe. Dann lage das Entscheidendieser Definition, und die Be-
stimmung einer Entfernung durch eine Einheit und ein Vénigi(reelle Zahl) hatte nur den
Rang eines erlauternden Beispiels, das auch wegfallenté&nn

Doch sehen wir uns die Weise ndher an, wie diese quantitBestimmung concreter
Grossen durch abstracte nach Cantor zu Stande kommen saliréEals bekannt vorausge-
setzt, wie eine Entfernung durch eine rationale Zahl bestimird. Jedem Gliede einer Fun-
damentalreihe entspricht dann eine bestimmte Entfernadgdamit ein bestimmter Punkt,
welcher auf einer gegebenen geraden Linie von einem gegrl#amfangspunkte nach einer
gegebenen Seite diese Entfernung hat. Beim FortschreitdariFundamentalreihe nédhern
sich diese Punkte unbegrenzt einem Punkte, der eben ddeksttinmt wird. Dann heisst es:

4IMath. Annalen V, S. 127.
42Die nichtsnutzigen arithmetischen Verhéltnisse sind tiatiinicht gemeint.



.Dies dricken wir dadurch aus, dass wir sagBie Entfernung des zu bestimmenden
Punktes von dem Punkaést gleichb, wo b die der Reihe {)*® entsprechende Zahlengrésse
ist.”

Hier ist zunachst der Fehler zu bemerken, dass die Einheierm erklarten Ausdrucke
garnicht erwahnt wird, obwohl sie nothwendig zur Bestimgist. Hieraus kann der triige-
rische Schein entstehen, als @k’, b ... Entfernungen waren, wahrend es sich doch nur
um Verhaltnisse handeln kann, die ebenso gut bei Stronestankechanischen Arbeiten u. s.
w. vorkommen kdnnen. Doch das liesse sich wohl verbessdrer welcher Ausdruck soll
eigentlich erklart werden? Was die Entfernung eines Psnkom einem Punkte ist, muss
als bekannt vorausgesetzt werden, die sogenannten Zabdseg &) sind eben eingefihrt
worden, und das Wort ,gleich* wird doch auch schon bekanint. $gamit ist Alles in dem
erklarten Ausdrucke bekannt, und wenn die Sache in Ordnurg,v80 musste der Sinn des
Satzes ,Die Entfernung des zu bestimmenden Punktes vomiéaiidgt gleichb” ebenfalls
bekannt sein, sodass eine Erklarung mindestens Uberflirsdigarum fehlerhaft wére.

Wenn das, wabist, unbekannt ist, was vielleicht der Wahrheit, aber nigdutors Absicht
entsprechen wird, so haben wir zwar etwas der Erklarunggeghaber die Erklarung ist nicht
rein arithmetisch. Etwas annehmbarer wére der Satz, wentoCstatt ,Entfernung” gesagt
hatte ,Verhéltnis der Entfernung zur Langeneinheit”. WasMerhéltnis von | Entfernungen
sei, ist hier ja als unbekannt, also der Erklarung fahig sezan — und darin steckt gerade
der Kern der Sache —; aber auch dies wirde auf Schwierigkstitssen.

8 76.Doch gehen wir zur Hauptsache {iber! Offenbar sind die Cachen Zahlgréssen
b,V ..., mogen sie nun Zeichen oder abstracte Gedankendingdeides zugleich sein, fur
die Bestimmung der Entfernungen vollig Uberflissig. In deafTmacht ihre Einmischung
die Sache nur verwickelter, ohne irgendetwas zu nitzen. Itse die Zahlgrosse ganz aus
dem Spiele, und man wird finden, dass die FundamentalreilteruZwecke vollkommen
genugt, einerlei ob ihr ein Zeichérzugeordnet ist oder nicht.

Ohne die angegebene Bestimmung von Entfernungen habemumiumdamentalreihen
einerseits und Zeichen andrerseits, die Hauptsache dfierDa die Zeicherb, v’ ... unwe-
sentlich sind, haben wir in der That nur die FundamentadreilDiese Reihen kdnnen zur
Bestimmung von Verhéltnissen dienen, aber erst, nachdemeldrnt haben, was ein Gros-
senverhaltnis ist, und gerade das fehlt uns.

Nehmen wir einmal an, wir kdnnten einige Linienspectrererdteine Metalle! Nitz-
te es uns nun wohl etwas, dass wir einem dieser Spectren ddwrAe¥ «, einem andern
»Na«, einem dritten #e« zuordneten? Sehr wenig! Niitzte es etwas, diese ZeicheallMet
zu nennen? Es nutzte uns vielleicht, uns tGber unsere Unwisgdinwegzutduschen; die ei-
gentlichen Metalle kannten wir dadurch um nichts mehr. Bi&sen wir die Metalle kennen;
dann kénnen wir entdecken, wie wir mit den Spectren die Neetastimmen kénnen. Dann
haben wir die Gegenstande, auf die es uns ankommt, und jersednen der Zeichen tragt
nichts dazu bei. Bevor wir nicht die Metalle selbst habem ggne Zeichen nur unniitze leere
Hulsen, und wir hoffen vergeblich, dass sie sich von selbisemem neuen Inhalte fillen
mdochten.

So auch hier. Erst mussen wir die Grossenverhdaltnisseedleen Zahlen kennen; dann
kdénnen wir entdecken, wie wir mit den FundamentalreiherMdibaltnisse bestimmen kon-
nen. Seltsam ist es, dem Zuordnen der ZeichdH, b” ... irgendeine schopferische Kraft
zuzutraueff. Das Hereinziehen der Geometrie ist also dadurch entsatgidlass man sich

43der Fundamentalreihe.
44F(ir die sonderbare Auffassung der Zeichen und dessen, wasi $eisten haben, bei vielen neueren Mathe-
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damit des Inhaltes bemachtigt, auf den hier alle Anstreggnrgerichtet sind. Dann aber
liegt das Entscheidende in der Geometrie, und Cantors Ehisbkeineswegs eine rein arith-
metische.

8 77. Aber ist denn wirklich die Auffassung richtig, dass die sogrenten Zahlen, die
S.89 Cantor seinen Fundamentalreihen zuordnet, Zeichen | Z8bwohl Cantor selbst sie sich

gefallen lasst, liegt es wegen der grossen Schwierigkeitienmit ihr verbunden sind, na-
he, eine andere vorzuziehen. Ich vermuthe ungeféhr Foégemdit jeder Fundamentalreihe
steht eine gewisse Zahl in Verbindung, die keine rationalgein braucht. Diese Zahlen sind
also zum Theil neue, bisher noch nicht betrachtete, unc#iEnseben durch die Fundamen-
talreihen bestimmt werden, mit denen sie in Verbindungesiebas Zeichenbx bezeichnet
dann nicht die Fundamentalreihe, sondern die mit ihr vaeitboe Zahl. Diese ist dann also
selbst kein Zeichen, sondern wohl das, was Cantor ein atetr&edankending nefifit

Man erkennt nun wohl die Klippe, an der dieser Versuch seheitmuss. Wir wissen
garnichts Uber die Art der Verbindung, in der die Zahl mit Bendamentalreihe stehen soll.
Durch eine ganz unbekannte Beziehung kann aber ein unbelsaBtwas nicht bestimmt
werden. Der Fehler ist, dass die Zuordnung zur Fundameittalund die Definition der
neuen Zahlen in eine Handlung zusammengezogen werden.fek zwar eine definirte
Zahl einer Fundamentalreihe zuordnen, nicht aber einegerdéfinirende, die wir also noch
garnicht habef®. Nehmen wir unser Gleichnis wieder auf! Versetzen wir unsder auf den
Standpunkt, wo wir keine Metalle kennen, aber LiniensgedtNun sagen wir: wir ordnen
diesem Spectrum ein dadurch zu definirendes Metall NatriunAber woher erhalten wir
das Metall? Jedenfalls nicht durch diese Zuordnung, dignigtgs verschaffen kann, was wir
nicht schon haben. Wir kennen ja nur einige Spectren, wigbennoch nichts von Spectral-
analyse, haben noch gar keine Ahnung von der besondereetBezj, in der die Spectren zu
den Metallen stehen, die uns selbst noch unbekannt sindN&rae ,Natrium*“ schwebt noch
in der Luft. Und so schwebt denn auch das Zeichignbei Cantor zun&chst noch in der Luft;
wir haben noch nichts, was wir damit bezeichnen kénnten.ndsnnun an der angefiihrten
Stelle heisst

+in dem ersten Falle sage ich, ddsgleich Null, im zweiten, dassgrosser als Null oder
positiv, im dritten, dass kleiner als Null oder negativ sei“,

so wird das Zeichenbx hier ohne Weiteres so gebraucht, als bezeichne es etwasnda
noch garnicht feststeht, dass etwas gefunden werden kivaseder Absicht geméss der
Fundamentalreihe zuzuordnen ware. Denn zunéchst ist doaime Absicht ausgesprochen
worden; ob sie erreichbar sei, steht noch dahin.

S.90 |

8 78.Wir betrachten nun die oben angefiihrten Satze, in denemabga wird, wann die
einer Zahlenreihe zugeordnete (oder zuzuordnende?) ZabhdNull, grosser als Null oder
kleiner als Null sei. Wir fragen: wird hierdurch etwas defitioder wird etwas zugeordnet?
oder was ist sonst der Zweck dieser Satze? Cantor schreibt:

.Im ersten Falle sage ich, dasgleich Null sei.”

matikern ist die grundlegende Wichtigkeit kennzeichnend,dieser Handlung beigelegt wird; man sollte sie mit
besondern Caerimonien umgeben!

45Dann ware der oben angefiihrte Ausdruck Cantors, nach de@eizsen H« selbst ein abstractes Gedanken-
ding sein sollte, ungenau und wére so zu verstehen, dassimsolches Gedankending bezeichne. Solche Ungenau-
igkeiten scheinen sich grosser Beliebtheit zu erfreuen, shs dadurch aber nicht annehmbarer.

46Ebenso kénnte man sagen: ,Sie hangen den zu ergreifenderi Dieb



Wir fragen zundachst: ist ,gleich” hier im Sinne von ,,zusammfadlend mit" zu verstehen?
Das ist wahrscheinlich, weil sonst Zahlen anzunehmen waétienzwar sammtlich gleich
Null, aber von einander verschieden waren. Dann ware niestiramt, welche dieser Zahlen
der Fundamentalreihe im ersten Falle zuzuordnen wére. \Aleeing ist gleichd” besagt ¢
fallt zusammen mit“, so giebt es nur eine Zahl, welche gleich Nullist, namliedZdahl Null
selbst, und der Sinn ist dann: ich ordne der Fundamentelreiann der erste Fall vorliegt,
die Zahl Null zu. Hier haben wir dann offenbar keine Defimticondern eine Zuordnung
einer schon bekannten Zahl. Hiergegen ist nichts zu sagegewinnen dadurch aber auch
keine neue Zahl.

Nun sagt Cantor weiter, dass im zweiten Falgrosser als Null oder positiv sei. Hierbei
muss eigentlich sowohl die Grdsserbeziehung, als auchulieuNd ebenso, was positiv ist,
als vollstandig definirt und bekannt vorausgesetzt wer@dmwohl es unwahrscheinlich ist,
dass Cantor solche Definitionen gehabt habe, welche ohnend&iauf die neuen Zahlen
Anwendung finden kdnnen, so wollen wir dies doch zunéchshaimnnehmen. Wére nun
b ebenfalls schon definirt, so wére garnichts mehr festzesgetondern es wére einfach zu
untersuchen, ol grdsser als Null wéare. Offenbar ist higralso noch nicht definirt; wir
kennen es noch nicht. Dann kann hierin nur ein Wink fur dierdoang liegen: man ordne
einer Fundamentalreihe, wenn der zweite Fall vorliegte &ahl zu, die grésser als Null ist.
Welche von allen positiven Zahlen man nehmen solle, ble#tidh ganz unentschieden.
Wenn Cantor sagt, im dritten Falle deileiner als Null oder negativ, so wird dann auch dies
nur ein Wink fur die Zuordnung sein.

Wir haben also bisher eine schon bekannte Zahl gewisseraerttalreinen zugeordnet
und Winke fir weitere Zuordnungen gegeben; definirt wordsar &t noch nichts.

8 79.cCantor fahrt fort:

»,Nun kommen die Elementaroperationen. S{ag) und (a,,) zwei Fundamentalreihen
durch welche die Zahlehund b’ determinirt seien, so zeigt sich, dass ageh + a,) und
(ay - a,) Fundamentalreihen sind, die also drei neue Zahlen bestirwwedche mir als De-
finitionen fur die Summe und Differeriz+ b’ und fur das Produdt- ' dienen.“Dieser Satz
ist sehr fehlerhaft. Bisher kann man nur von der Null | al#iafsagen, dass sie durch ge-
wisse Fundamentalreihen determinirt sei. Wir missen disb €benso wie fid’ die Null
nehmen. Dann aber ist es ein Lehrsatz, dags+ a;,) die Null determinire, folglich keine
Definition. Der Satz kann bewiesen werden, also muss Allga Bakannt sein. Demnach ist
fur eine Definition hier keine Statt. Nun trifft es sich setiiaklich, dass das, was bewiesen
werden kann, mit dem Ubereinstimmt, was die scheinbare idefirsagt. Aber bei den von
Cantor befolgten Grundsatzen des Definirens, oder vielfaeihdem hier zu Tage tretenden
Mangel aller gesunden Grundsétze des Definirens ware es@hbwglich, dass etwas durch
die Definition bestimmt wirde, dessen Falschheit bewiessden konnte.

Wenn hier vorausgesetzt wird, dass jede Fundamentalrzgieeahl bestimme, so ist die
Absicht fur die That genommen. Ausser dem Falle, wo die Nudjeordnet wird, ist bisher
nur eine Absicht zuzuordnen kundgethan und sind einige @iakdie Ausfiihrung gegeben
worden, weiter nichts.

Ferner werden die Worter ,Summe®, ,Differenz”, ,Product‘rét sich selbst erklart; sie
sind also bisher nur unvollstandig erklart gewesen, eirstd@ss gegen unsern ersten Grund-
satz.

In Wirklichkeit ist also hiermit garnichts geleistet, s@md falschlicherweise etwas als
Definition hingestellt worden, was als Lehrsatz hatte bserieverden missen.
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8 80. Mit Uebergehung des vom Quotienten Gesagten fahre ich iBegachtung der
Cantorschen Darlegung fort. Es heisst da:

,Die Elementaroperationen zwischen einer durch eine Fuedéalreinga, ) gegebenen
Zahl b und einer direct gegebenen rationalen Zakind in den soeben festgesetzten einge-
schlossen, indem maitj, = a, b’ = b sein lasst."

Hierin ist ein Widerspruch, Der Ausdruck ,eine durch eine&amentalreihéa, ) gege-
bene Zahb" setzt in diesem Zusammenhange voraus, dass durch jedafenthlreihe eine
Zahl gegeben werde. Wenn das der Fall ware, so ware auch amelidrch die Fundamen-
talreihe gegeben, deren Glieder sammtlickind, und es wére nun keine Statt mehr fir die
Festsetzung, dass diese Zatdei; sondern es misste eben untersucht werden, welche Zahl
durch jene Fundamentalreihe gegeben ware, eine Untensgictiie freilich zu keinem Ziele
fuhren kann, weil in der That nur die Absicht kundgegebenuster Beachtung gewisser
Regeln jeder Fundamentalreihe eine Zahl zuzuordnen. Dliedetzte Festsetzung ist dieser
Plan freilich etwas weiter ausgeftihrt worden, aber ohne dadurch neue Zahlen zu Tage
gefdrdert waren. Wir haben uns also im Grunde unserm Ziath garnicht genahert.

8 81. Wir machen noch einen Schritt weiter. Cantor schreibt:zfJetst kommen die
Definitionen des Gleich-, Grésser- und Kleiner- | seins ewgahlenb undd’ (von denerd/
auch= a sein kann), und zwar sagt man, dass b’ oderb > b’ oderb < ¥’ ist, jenachdem
b — b'gleich Null oder grésser oder kleiner als Null ist.“ Was ddsiGhheitszeichen betrifft,
so haben wir oben angenommen, dass es voélliges Zusamneenti@tieuten solle. Nehmen
wir das auch hier, allerdings nicht ganz im Einklange mit d&fortlaute an, so haben wir
hier keine Definition der Gleichheit; sondern diese ist loetaDer Zweck kann dann nur
sein, die Zahlen noch etwas naher zu bestimmen, die den mamdalreinen zugeordnet
werden sollen. Es wird dann namlich die Absicht bekundetjetegen Reihen dieselbe Zahl
zuzuordnen,fur welchkém, — ., (a,,—al,) = 0ist. Falls nun der einen der beiden Reihen schon
eine Zahl zugeordnet ist, so wird die der andern zuzuordn&adhl hierdurch bestimmt. Da
aber bisher nur rationale Zahlen zugeordnet sind, so komwirexuch hierdurch nicht weiter.

Aber unsere Vermuthung, das Gleichheitszeichen werde amtoCals Identitatszeichen
gebraucht, scheint hier doch hinfallig zu werden. Es wirstiiicklich gesagt ,,Definition des
Gleich-, Grosser- und Kleinerseins®, woraus zu entnehreendiirfte, dass die Bedeutungen
der Zeichen »=« »>« »<« hier nicht als vollstandig bekannt vorausgesetzt werdenzum
Theil bekannt sind sie doch freilich anzunehmen, sodas¥aistoss gegen unsern ersten
Grundsatz des Definirens vorliegen dirfte. Dieser Fehlerirke hier eine eigentimliche
Tauschung. Unser geistiges Gesichtsfeld befindet sicimeneahnlichen Zustande wie unser
leibliches beim Wettstreite der Farben: in einem Augetkielierscheinen die Worter ,gleich®,
~grosser”, kleiner®, ,Summe*, ,Product" als bekannt, gtb darauf als unbekannt und dann
wieder als bekannt. Wenn z. B. die Worte ,grosser als" duich selbst erklart werden,
erscheinen sie in demselben Satze theils als bekannt — dsievenir Erklarung dienen —
theils als unbekannt — da, wo sie erklart werden.

8 82.Diese Definitionen der Summe, der Differenz, des Produes Gleich-, Grosser-
und Kleinerseins scheinen nun die neuen Zahlen selbstigesttich zu schaffen, scheinen
den Zeichen & erst einen Inhalt zu geben. Man schliesst unwillkurlick der als bekannt
vorschwebenden Bedeutung des Wortes ,grésser”, dass dasdse eine Grosse sei, mbge
sie nun abstract oder concret sein. Da die Worte ,Summe‘ffgiinz“, ,gleich“, ,grésser”

u. s. w. schon erklart oder doch als erklart vorauszuseinenerhalt man den Eindruck, man



wisse bereits, was eine Summe, eine Differenz, was gleidhwas grésser sei, und durch
dieses schon Bekannte verleihe man nun in einer gewiss#icHrunklaren Weise den Zei-
chen »h« »'« u. s. w. einen Inhalt, indem man diese in Satzen, wie->d « » + b < b«
gebrauche. Was sich zunéchst als Erklarung der Zeichen»»«u. s. w. darstellt, macht
im nachsten Augenblicke den Anspruch, dasjenige néher gtinreen, was den Funda-
mentalreihen nach | Cantor zugeordnet werden soll. Dieaschéing ist aber nur dadurch
maoglich, dass jene Zeichen nun doch wieder als bekannt angesverden. So schillern jene
Definitionen in zwei Farben, indem sie bald die Summe, dadiRitodas Grossersein u. s. w.
definiren, bald die neuen Zahlen bestimmen sollen. Abersilagwereinbar.

Ein Gleichnis mag die Verstandigung erleichtern. Wenn mefmilt ,.ein Urtheil ist hart,

wenn darin die Eigenschalffiart einem Dinge zuerkannt wird,” so macht man den Fehler,

das Wort ,hart* durch sich selbst zu erkléaren, es in eineneAtiseiner Bedeutung nach als
bekannt und als unbekannt anzusehen. Nun kénnte man aus Bekannt vorschwebenden
Bedeutung von ,hart* entnehmen, dass alles Harte ein pttysid6rper ware, und nun wei-
ter schliessen: also sind die Urtheile, in denen die Eideafsbart einem Dinge zuerkannt
wird, physische Korper. Hier liegt die Sache ganz ahnlickghahier sind Worter ,grésser”
»~summe* u. s. w. durch sich selbst erklart, auch hier schtiezan aus den als bekannt vor-
schwebenden Bedeutungen dieser Worter, dass die neuendgeytnZahlen seien wie die
rationalen Zahlen und denselben Zwecken dienen kénneniese.der Unterschied ist nur
der, dass wir diese neuen Zahlen noch garnicht haben, dakiesiurch eigentlich erst ge-
schaffen werden sollen, wahrend wir jene Urtheile immesaimon haben.

Man kann nicht mit einer Definition zweierlei definiren: dagi&sersein und die irratio-
nalen Zahlen — Verstoss gegen unsern zweiten Grundsatz.

8 83. Das stiickweise Definiren erzeugt hier das Zwielicht, das @atingen der Tau-
schung néthig ist. Diese verschwindet sofort, wenn man elteSter Wérter und Zeichen da,
wo sie als unbekannt behandelt werden, ganz neu gesch&fférier und Zeichen setzt, mit
denen nicht schon ein Sinn oder der Schein eines Sinnesndgbust. Ersetzen wir so

Lpositivt  durch ,albig®,

~nhegativ* N .bebig",
~gleich” " »azig®,
~grosser als" " .bezig",
.Kleiner als” " .2€2Zig",
~Null® » JPoll,
L~Summe’ " ~Arung®,
,Differenz" N .Berung",
~Product” " JAsal,
die Zeichen »« Y »P K,
»<LK " »| «,
»=K " »]«,
»4« " » W K,
»—« " » M &,
»-«K " » ) &,

| so gehen die Cantorschen Erklarungen tber in:

+Eine Fundamentalreihe bietet drei Falle dar; entwedeirekibre Glieder,, fur hinrei-
chend grosse Werthe vorkleiner ihnrem absoluten Betrage nach als eine beliebigegeie-
ne Zahl; oder es sind dieselben von einem gewissamgrosser als eine bestimmt angebbare
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rationale Zahb; oder sie sind von einem bestimmteran kleiner als eine bestimmt angeb-
bare negative rationale Grosse. In dem ersten Falle sage ich, dasszig Poll, im zweiten,
dassh bezig Poll oder albig, im dritten, dassezig Poll oder bebig sef*.

»3ind (a,) und(a!,) zwei Fundamentalreihen, durch welche die Zaltlendd’ determi-
nirt seien, so zeigt sich, dass aueh + a,,), (a, — al,), (a, - a],) Fundamentalreihen sind,
die also drei neue Zahlen bestimmen, welche mir als Defiretiofir die Arungb w &', fur
die Berungb m b’ und flr das Asab y b’ dienen.*

»Jetzt erst kommen die Definitionen des Azig-, Bezig- undigezins zweier Zahleh
und¥’, und zwar sagt man, dasg b’ oderbe b’ oderbyt’ ist, jenachdend m b’ azig Poll
oder bezig Poll oder zezig Poll ig:

Durch diese Definitionen kénnen die Bedeutungen der neuenevdmd Zeichen min-
destens mit demselben Rechte festgesetzt werden, wie diggbantorschen die friiheren
unvollstandigen ergéanzt werden kénnen Aber, wie man dexdgt der diesen neuen Wértern
und Zeichen so verliehene Sinn nicht fur den hier verfolgtereck. So verschwindet jeder
Schein, alsob durch diese Definitionen die neuen Zahlendigie néher bestimmt wirden.
Bei den Cantorschen Definitionen kann dieser Schein alsdadurch erzeugt werden, dass
gegen unsern ersten Grundsatz gefehlt ist, wodurch jeneeW@ieich”, ,grosser” u. s. w.
in ein bestandiges Schwanken zwischen Bekanntsein undkdnbtsein versetzt werden.
Jene friheren Erklarungen lassen scheinbar etwas eiefliégssdie neuen Zahlen, obwohl
sie fur diesen erweiterten Gebrauch nicht bestimmt seim&dnSobald man das Schwanken
aufhebt, verschwindet die Tauschung. Wenn llligens digéglem Worten ,Die aufgestellten
Zahlreihezeichen vermdgen trotz aller Benennungen, dierifdurch verschiedene Definitio-
nen zugelegt werden, keine Quantitatsbegriffe zu werdenfiaint hat, so stimmen wir ihm
bei, missen aber die Ausdruckweise als ungenau beanstanden

8 84.Werfen wir noch einen zusammenfassenden Blick auf die Bigeb unserer Prii-
fung der Cantorschen Theorie! Wir unterscheiden zwei Asifmgsweisen: nach der ersten
sind die Zahlen, die Cantor seinen | Fundamentalreiherdmaarwill, Zeichen, nach der
zweiten sind sie abstracte Gedankendinge.

Im ersten Falle werden wir die Reihen als die Bedeutungemsaggnannten Zahlen an-
zusehen haben. Die Zuordnung dieser Zahlen ist unwedgnitlic haben im Grunde nur
die Fundamentalreihen, wahrend die Hauptsache fehlt,iclimlle eigentlichen Zahlen, die
Grossenverhdltnisse. Diesem Mangel sucht Cantor dadiraihelfen, dass er zeigt, wie
seine Zahlen zur quantitativen Bestimmung von Entfernnrdjenen kénnen. Aber erstens
sind seine Zahlen dabei ganz tberflissig, und zweitens wimdtdlas Entscheidende in die
Geometrie verlegt, womit die Theorie aufhort eine reintamietische zu sein.

Im zweiten Falle bleibt es bei der Absicht, den Fundamesitadn neue Zahlen zuzu-
ordnen. Es gelingt nicht, diese abstracten Ideen zu fassehbevor wir sie haben, kénnen
wir sie auch nicht zuordnen. Cantor meint zuweilen, dasseseundamentalreihen Zahlen
bestimmen, widerspricht dem aber selbst. Alles, was drreitd, ist dies, dass einigen Fun-
damentalreihen rationale Zahlen zugeordnet werden; abgelengt nicht einmal, der Fun-
damentalreihe
1%
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4"Die Ausdriicke ,azig Poll*, ,bezig Poll* und ,zezig Poll* miies als untrennbare Ganze betrachtet werden,
gemass unserm zweiten Grundsatze.

“8wie man sieht, hatten wir fiir ,gleich”, ,grésser* und kleirieeigentlich noch eine dritte Garnitur von Aus-
driicken schaffen missen.



mit Sicherheit die Zahl Eins zuzuordnen; sondern man ettkenndieAbsicht, ihr eine der
Eins gleiche Zahl zuzuordnen, und ,gleich” ist hier wohlhtian Sinne von ,zusammenfal-
lend mit“ gebraucht. Welche von allen der Eins gleichen galdler Reihe zugeordnet werden
solle, bleibt zweifelhaft. Dadurch, daSsimmeDifferenz Product gleich grosser kleiner
stickweise, also gegen unsern ersten Grundsatz definioleweentsteht der falsche Schein,
alsob so den Zahlzeichen eine Bedeutung gegeben werdear€ditteorie erreicht also in
keiner Weise ihr Ziel.

8 85. Ich schliesse hieran die Betrachtung der etwas abweicheDaestellung, die
Cantor friihet® gegeben hat. Er geht auch hier von den Reihen aus, die er Spaigamen-
talreihen genannt hat, und sagt:

,Diese Beschaffenheit der Reilf¢) driicke ich in den Worten aus: »Die Reifi hat
eine bestimmte GrenzZs."

Diese Definition ist fehlerhaft, weil der Buchstabi«darin vorkommt, der bei andern
Reihen derselben Beschaffenheit durch andere Zeichen, s'& ersetzt wird. Dadurch
kommt eine Verschiedenheit in die erklarten Ausdriicke,mights in dem erklarenden ent-
spricht; vielmehr handelt es sich immer um dieselbe Be$ehléit. Wenn Cantor gesagt
hatte: ,Diese Beschaffenheit der Reifig driicke ich in den Worten aus: »die Reifig
ist eine Fundamentalreihe«”, so ware dieser Einwand Higféber es wéare auch Alles ab-
geschnitten, was grade an diegeknipft | wird. Die nun folgenden Bestimmungen Uber
Gleichheit, Gréssersein, Summe, Product soléHelen hinweg und damit Alles, worauf es
ankommt. Das ist wohl der Grund, weshalb Cantor spater eidera Darstellung vorgezogen
hat.

c) Die Theorien des Irrationalen von E. Heine und J. Thomae.

8 86. Die Theorien von E. Heirt€ und J. Thomag scheinen auf den ersten Blick mit
der Cantorschen fast zusammenzufallen. Wir haben hieeBedihen, Zahlenfolgen ahnlich
den Fundamentalreihen Cantors. Auch hier werden diesdmeRé&eichen zugeordnet und
dieser That eine besondere Wichtigkeit beigelegt. Uehgthiat die Weise des Vorgehens,
ausserlich betrachtet, der Cantorschen sehr &hnlich. Dodte in Wirklichkeit die Aehn-
lichkeit weit geringer sein, als man zunéchst annehmen tegsbdass eine besondere ein-
gehende Prifung dieser Theorien geboten scheint. Vondgnaverden sie nicht wesentlich
verschieden sein. Heines Grundgedanke ist von Thomae wolsicharfer herausgearbeitet.
Und dieser Grundgedanke dirfte von Cantors Auffassungobcheabweichen. Mir scheint
namlich dieser Schriftsteller die Zahlzeichen nicht aés Enzusehen, obwohl seine Schreib-
weise Zweifel vielleicht nicht ausschliesst, und er sedlist die Sache wohl nicht klar zum
Bewusstsein gebracht hat. Das Wesentliche ist ihm doch etelds, was durch die Zeichen
bezeichnet wird, dessen er sich freilich durch die Zeichemaxchtigen will, aber nicht die
Zeichen selbst.

Das Eigenthumliche der Heineschen Theorie ist nun grads, fiia sie die Zeichen Alles
sind, und das ist von Thomae noch deutlicher ausgesprocbeten. Beide Schriftsteller
stimmen auch darin Gberein, dass sie diesen Grundgedamitenbis zu Ende durchfih-
ren, sondern zuletzt ihre Zeichen doch etwas bezeichnearlasamlich jene Zahlenreihen

49Math. Annalen V, S. 123.

50Grelles J., Bd. 74, S. 172.

51Elementare Theorie der analytischen Functionen einer compléeranderlichen, 2. Aufl. Halle a. S. 1898, §8§
| bis 11.
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oder Zahlenfolgen, die den Cantorschen Fundamentalreisprechen. Wahrend man aber
wohl annehmen darf, dass diese Fundamentalreihealzmisacten Gedankendingéeste-
hen, um mit Cantor zu reden, wird man jene Zahlenreihen uindeféolgen aus Zeichen,
aus geschriebenen oder gedruckten, sichtbaren, stoffli€igaren zusammengesetzt denken
mussen. Diese Reihen werden also wahrscheinlich Gruppelmesd-iguren sein, die durch
ihre raumliche Anordnung sich als Reihen dem Auge darstelér haben hier dann die ei-
genthiimliche Sachlage, dass gewisse Zeichen Reihen ddenHwezeichnen, deren Glieder
wieder solche Reihen bezeichnen u. s. w. ins Unendliche.

8 87.Ich lasse nun die hierauf beziiglichen Aeusserungen voneHginnd Thomae
folgen und frage nach dem Beweggrunde zur Aufstellung dieseorien.

Heine schreibt:

.Die Frage, was eine Zahl sei, beantworte ich, wenn ich ehtien rationalen positiven
Zahlen stehen bleiben will, nicht dadurch, dass ich die Beltifflich definire, die irrationa-
len etwa gar als Grenze einfuhre, deEetistenzine Voraussetzung ware. Ich stelle mich bei
der Definition auf den rein formalen Standpuriktlem ich gewisse greifbare Zeichen Zahlen
nenne sodass die Existenz dieser Zahlen nicht in Frage steht.”

Heine betont hier zweimal die Existenz, und mit Recht; deimhaben gesehen, wie
ungenugend gerade die Frage nach der Existenz von Cantotwoetet ist. Deshalb also
nennt Heine gewisse Zeichen Zahlen, um damit die ExisteasediZahlen sicher zu stellen,
allerdings auf empirischem, nicht rein logischem oderhamigtischem Wege. Nun ist der
eigentliche Zweck, dem alle diese Theorien des Irratiandienen sollen, doch wohl der,
die Arithmetik rein von allen fremden, auch geometrischeimBschungen hinzustellen, sie
auf Logik allein zu griinden. Dieses Ziel ist gewiss zu bdlg aber hier wird es verfehlt.
Wenn man es nicht verschmaht, sich auf die Greifbarkeit @gchén zu stitzen, so kann
man sich auch auf die Raumanschauung berufen und die iradio Zahlen als Verhaltnisse
von Langen bestimmen.

Wir sehen, dass die Zahlzeichen hier eine ganz andere \helittihaben, als man ih-
nen vor dem Aufkommen der formalen Theorien zuerkannt hatsi@d nicht mehr dussere
Huilfsmittel wie Tafel und Kreide; sondern sie bilden eineasentlichen Bestandtheil der
Theorie selbst.

Hier drangt sich uns die Frage auf: haben denn diese Zeichduarch, dass man sie
Zahlen nennt, die Eigenschaften der eigentlichen Zahlenwi vorlaufig als Grossenver-
héaltnisse gefasst haben?

§ 88.Thomae schreibt:

.Die formale Auffassung der Zahlen zieht sich bescheidert@renzen als die logische.
Sie fragt nicht, was sind und was wollen die Zahlen, sondierfragt, was braucht man von
den Zahlen in der Arithmetik. Die Arithmetik ist nun fir dieriale Auffassung ein Spiel mit
Zeichen, die man wohl leere nennt, womit man sagen will, dasn (im Rechenspiel) kein
anderer Inhalt zukommt, als der, der ihnen in Bezug auf ilth&en gegeniber gewissen
VerknlUpfungsregeln (Spielregeln) beigelegt wird. Aetimlbedient sich der Schachspieler
seiner Figuren, er legt ihnen gewisse Eigenschaften keihdVerhalten im Spiel bedingen,
und die Figuren sind nur das aussere Zeichen fur dies Verhatischen dem Schachspiel
und der Arithmetik findet freilich ein bedeutsamer Untefsdrstatt. Die Schachspielregeln
sind willkdrliche, das System der Regeln der Arithmetikegt solches, dass die Zahlen
mittels einfacher | Axiome auf anschauliche Mannichfakiten bezogen werden kénnen



und uns in Folge dessen wesentliche Dienste in der ErkendémiNatur leisten.”
Mit andern Worten:

Fur die Arithmetik kommen nur die Regeln in Betracht, nachatedie arithmetischen
Zeichen zu behandeln sind, nicht aber, was diese bedeuteturerschied von dem Hei-
neschen Standpunkte kdnnte man bemerken, dass Thomaeadie rilach dem Wesen der
Zahlen als fur die Arithmetik unerheblich ablehnt, wahrdtheine sie dahin beantwortet,
dass die Zahlen Zeichen seien. Da aber Beide darin Uberainkn, dass die Arithmetik
sich mit Zeichen zu beschéaftigen habe, so ist dieser Untemdanwesentlich. Heine nennt
diese Zeichen Zahlen; Thomae dagegen scheint unter ,Zbid{sezu verstehen, dessen We-
sen fur die Arithmetik nicht in Betracht komme, das also wkdin Zeichen ist, sondern
etwa die Bedeutung eines Zeichens. Da er aber auch von deuBsd) der Zahlen spricht,
so stempelt er sie doch wieder zu Zeichen, sodass eine éolgter Redeweise hier wohl ver-
misst wird. Diese Bedeutungen der Zahlzeichen, die von Beawar angenommen, aber als
ausserhalb des Rahmens der Arithmetik liegend angesehelenyénaben wir immer Zah-
len genannt. Wir sehen also, dass diese eigentlichen ZalenGrossenverhaltnisse nach
diesem Mathematiker von der Arithmetik auszuschliesseth. S0 haben wir denn hier eine
eigenthiimliche Arithmetik, génzlich verschieden von eeigen, die als ihre Gegenstéande
die eigentlichen Zahlen betrachtet, und die wir zum Untaeste von der formalen inhaltli-
che Arithmetik nennen wollen. Wir werden demnach wohl anmeidurfen, dass Cantor auf
dem Boden der inhaltlichen, Heine und Thomae dagegen aufdéerformalen Arithmetik
stehen. Der Unterschied ist tief einschneidend. Freiliol win kiinftiger Geschichtsschrei-
ber vielleicht feststellen kénnen, dass es auf beidenrsaitaler folgerechten Durchfiihrung
fehlt, wodurch der Gegensatz doch wieder etwas von seirfgirfecverliert.

8 89.Was mag nun der Grund sein, das Formale dem Inhaltlichemzigtzen? Thomae
antwortet:

.Der formale Standpunkt hebt uns tber alle metaphysisclbwi@rigkeiten hinweg, das
ist der Gewinn, den er uns bietet."

Die Schwierigkeiten, von denen hier die Rede ist, mogen w@hkein, die wir bei der
Betrachtung von Cantors Theorie kennen gelernt haben,ictidie eigentlichen Zahlen zu
fassen und ihr Vorhandensein nachzuweisen. In der formalghmetik brauchen wir die
Spielregeln nicht zu begriinden; wir stellen sie eben einéad. Wir brauchen nicht nachzu-
weisen, dass es Zahlen von gewissen Eigenschaften gebgihnen eben Figuren ein, fir
deren Behandlung wir Regeln geben. Diese Regeln | betrauvlitelann als Eigenschaften
der Figuren und kdnnen so Dinge von gewiinschten Eigenschaft scheinbar wenigstens
— willkdirlich schaffen. Dass wir damit zunéchst wenigstgesstige Arbeit sparen, liegt auf
der Hand. Thomae bringt zwar die willktirlichen Regeln dek&8bspiels in Gegensatz zu
den Regeln der Arithmetik, welche bewirken, dass die Zahlether Erkenntnis der Natur
wesentliche Dienste leisten kénnen; aber dieser Gegetmgaé&ast hervor, wenn es sich um
Anwendungen handelt, wenn wir den Boden der formalen Arittiknverlassen. Blicken wir
Uber deren Grenzen nicht hinaus, so erscheinen uns ihrdriRegevillkiirlich wie die des
Schachspiels. Allerdings kann jene Anwendbarkeit keiralgein; aber wir entbinden uns
in der formalen Arithmetik davon, Rechenschaft zu gebemumawir die Regeln grade so
und nicht anders aufstellen.

8 90. Suchen wir uns das Wesen der formalen Arithmetik noch klzmemachen! Die
Frage liegt ja nahe: wie unterscheidet sie sich von einessblo Spiele? Thomae weist als
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Antwort auf die Dienste hin, die sie fur die Naturerklaruegsten kénne. Dies kann nur dar-
auf beruhen, dass die Zahlzeichen etwas bedeuten, diel8ichaen dagegen nichts. Wenn
man der Arithmetik eine hdhere Wiirde als dem Schachspielheibt, so kann das nur
darin begriindet sein. Aber das, was diesen Unterschiedtntizagh nach Thomae ausserhalb
der Arithmetik, sodass diese an und fir sich von demselbelg&ist wie das Schachspiel
und eher eine Kunst oder ein Spiel als eine Wissenschaftrmemeist. Obwohl die Zahlzei-
chen etwas bezeichnen, so kann man doch nach Thomae daedreahsd sie lediglich als
Figuren betrachten, die man nach gewissen Regeln handitiaii. man auf die Bedeutungen
zuriickgehen wollte, so fanden die Regeln in eben diesenuBauigen ihre Begrindung; aber
das geschieht hier, so zu sagen, hinter den Kulissen; alidere der formalen Arithmetik
ist nichts davon zu bemerken.

Nun ist es ja ganz richtig, dass wir unsere Regeln des Sshlisund die andern Gesetze
der Begriffsschrift auch hatten einfihren kénnen als wiilliche Festsetzungen, ohne irgend
von der Bedeutung und dem Sinne der Zeichen zu sprechen.diiibeh wiirden dann eben
als Figuren behandelt. Was uns als dussere Darstellung 8otdusses galt, ware dann ei-
nem Zuge des Schachspiels vergleichbar, nur der Uebergangimer Figurenstellung zu
einer andern, ohne dass dem ein Uebergang von einem Gedankémem andern entspra-
che. Man kdnnte jemandem unsere Formeln | bis VI und die Digliteén A bis H des ersten
Bandes als Ausgangspunkte geben — vergleichbar der Gelluthgt der Schachfiguren —,
ihm die Regeln sagen, nach denen er Umformungen vornehnméta,dind nun die Aufgabe
stellen, unsern Satz (71) des ersten Bandes von jenen Agsmankten aus zu erreichen; al-
les dies, ohne dass er eine | Ahnung von Sinn und Bedeutusgr dieichen hatte, noch von
den Gedanken, deren Ausdruck die Formeln sind. Es wéare degibar, dass diese Aufgabe
ebenso gel6st wiirde, wie wir es gethan haben. Dass dab&ggeisbeit geleistet werden
musste, versteht sich von selbst, ebenso wie bei einercélenliAufgabe des Schachspiels,
von einer Grundstellung aus zu einer gegebenen Endstejemégss den Regeln des Spiels zu
gelangen, wobei von Gedanken, die durch die verschiedeeéur®en ausgedriickt wiirden,
keine Rede ware, und kein Zug als Schluss gedeutet werdernekd@bwohl also geistige Ar-
beit geleistet wiirde, fehlte doch ganz der Gedankengandeilens die Sache begleitet und
ihr eigentlich erst Interesse verliehen hat. Moglich magess, aber kaum vortheilhaft; dirfte
die Aufgabe doch durch Abwehr der Gedankenbegleitung mhéatitter, sondern bedeutend
schwerer geworden sein.

8 91.Wahrend in der inhaltlichen Arithmetik die Gleichungen umtlgichungen Satze
sind, die Gedanken ausdriicken, sind sie in der formalen meiehen den Stellungen von
Schachfiguren, die nach gewissen Regeln verandert werdenRicksicht auf einen Sinn.
Denn, ware ein Sinn zu beachten, so kénnten die Regeln nitktisich aufgestellt wer-
den; sondern sie missten so eingerichtet werden, dass amslRpwelche wahre Gedanken
ausdrickten, immer nur solche Formeln abgeleitet werdentkd, welche ebenfalls wahre
Gedanken ausdriickten. Damit wére der Standpunkt der fermagiithmetik verlassen. Auf
diesem werden hingegen die Regeln fur die Handhabung deh&wiganz willkurlich auf-
gestellt. Erst nachtraglich kann man fragen, ob den Zeielremit den vorher aufgestellten
Regeln vertraglicher Sinn gegeben werden kénne; aberafgtsithon ausserhalb der forma-
len Arithmetik und wird erst in Frage kommen, wenn Anwendemgemacht werden sollen.
Dann aber wird es auch in Betracht kommen mussen; denn ohee Gedankeninhalt wird
auch keine Anwendung moéglich sein. Warum kann man von eitedlu8g von Schachfi-
guren keine Anwendung machen? Offenbar, weil sie keinera@azh ausdriickt. Wenn sie
das thate, und wenn einem den Regeln gemassen Schachzuggbgegang von einem Ge-



danken zu einem andern aus jenem folgenden entsprachewdaen auch Anwendungen
des Schachspiels denkbar. Warum kann man von arithmetisgleéchungen Anwendungen
machen? Nur weil sie Gedanken ausdriicken. Wie kénnten mér@ieichung anwenden, die
nichts ausdriickte, nichts wére als eine Figurengruppeatie gewissen Regeln in eine an-
dere Figurengruppe umgewandelt werden konnte! Nun isteediaivendbarkeit allein, was
die Arithmetik tGber das Spiel empor zum Range einer Wisdaiserhebt. Die Anwendbar-
keit gehort also nothwendig dazu. Ist es da nun wohlgethasydn ihr auszuschliessen, was
die Arithmetik erst zu einer Wissenschaft macht?

§ 92.Was wird denn eigentlich dadurch gewonnen? Freilich: dighAretik wird von
einer Arbeit entlastet; aber wird die Aufgabe dadurch aus/det geschafft? Der Formal-
Arithmetiker sucht sie auf die Schultern seiner Colleges @eometers, des Physikers und
des Astronomen abzuwalzen; aber diese lehnen es dankesidramit ihr zu befassen; und
so fallt sie denn zwischen diese Wissenschaften ins Leare reinliche Scheidung der Wis-
sensgebiete mag gut sein; aber sie darf nicht so geschedmnenh Gebiet Ubrig bleibt, fur
das niemand die Verantwortung tibernehmen will. Wir wiss@ss dasselbe Grossenverhalt-
nis (dieselbe Zahl) stattfinden kann bei Langen, Zeitraymtassen, Tragheitsmomenten u.
s. w., und dadurch wird es wahrscheinlich, dass die Aufgabé&ldtzbarmachung der Arith-
metik zum Theil wenigstens unabhéngig von jenen Wisseffigrhau [6sen ist, in denen die
Anwendung geschehen soll. Darum ist es billig, vom Arithikertdiese Arbeit soweit zu
fordern, als er sie leisten kann, ohne in jene besonderneigbiete tiberzugreifen. Dazu
gehort vor allen Dingen, dass er mit seinen Formeln einen @émbindet; und dieser wird
dann so allgemein sein, dass er mit Hilfe der geometrischeon#e, der physikalischen
und astronomischen Beobachtungen und Hypothesen maacighAnwendungen in diesen
Wissenschaften finden kann.

Das kann man, scheint mir, von der Arithmetik verlangen.sb&onnte es sich ja er-
eignen, dass diese Wissenschaft ihre Formeln lediglictiriglsrengruppen ohne Sinn be-
handelte; dass dann aber ein Physiker, der von ihnen eine®dung machen wollte, oh-
ne Weiteres ganz ohne Berechtigung einen als wahr bewiesg&eganken voraussetzte. Es
ware dann héchstens der Schein einer Erkenntnis erzewgKIDft zwischen den arithmeti-
schen Formeln und ihren Anwendungen waére nicht Uberbridektu ist es néthig, dass die
Formeln einen Sinn ausdriicken, und dass die Regeln in deeuBeten der Zeichen ihre
Begrundung finden. Als Ziel muss die Erkenntnis dasteheshdadurch muss alles bestimmt
werden, was geschieht.

8 93. Dem entzieht sich die formale Arithmetik. Wenn sie ein Spigd Figuren ist,
so giebt es in ihr ebensowenig Lehrsatze und Beweise wie m@®spiele. Zwar kann es
Lehrsatze in einer Theorie des Schachspiels geben, aligrimcSchachspiele selbst. Die
formale Arithmetik kennt nur Regeln. Aber es ist auch einedrie der formalen Arithmetik
denkbar; und in ihr wird es Lehrséatze geben, die z. B. besatzess man von einer gewissen
Figurengruppe aus gemass den Spielregeln zu einer andgrrefgruppe gelangen kénne.

Sind in der formalen Arithmetik Definitionen mdglich? Jetidis nicht solche, welche
fur arithmetische Zeichen Bedeutungen festsetzen; dezsediollen hier ganz ausser Be-
tracht bleiben. Statt der Definitionen | wird es hier Einfiflgen neuer Figuren geben mit
Hinzuftigung der Regeln fir inre Handhabung. Wenn also beindde der Ausdruck ,forma-
le Definition* vorkommt, so soll wohl nur dies darunter varstien werden. In einer Theorie
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der formalen Arithmetik sind auch eigentliche Definitiomaiglich; aber in diesen werden
nicht Figuren Bedeutungen beigelegt, die ja ausser Betkaelben sollen; sondern es wer-
den in ihnen etwa Ausdriicke erklart, mit denen man die Lebesdieser Theorie kirzer
fassen kann.

Der Unterschied zwischen dem Spiele selbst und seiner ehaind von Thomae nicht
gemacht, tragt aber wesentlich zur Einsicht in die SacheVidenn wir in der Thomaeschen
Darstellung Lehrsatzen begegnen, so ist zu vermuthen silaster Theorie des Spieles an-
gehoren. Diese Satze werden nur scheinbar von den Figusas sigen, da deren Eigen-
schaften fast véllig gleichgiltig sind und nur soweit in Beht kommen, als sie zur Unter-
scheidung dienen. Vielmehr sind es die Regeln des Spiglsnd&igenschaften durch diese
Satze ins Licht gestellt werden. So werden in der TheorieSdbschspiels nicht eigentlich
die Schachfiguren untersucht; sondern auf die Regeln kosart end auf das, was aus ihnen
folgt.

Diese formale Arithmetik unterscheidet sich freilich vorch&chspiele dadurch, dass sie
immer neue Figuren einfiihren kann mit neuen Regeln, wahrerschachspiele Alles un-
veranderlich feststeht. Dadurch wird die Moglichkeit eibeorie des Rechenspiels wieder
zweifelhaft. Man kann namlich argwdhnen, dass es hier garekendgliltige Satze gebe.
Durch die Einfuhrung neuer Figuren kann ja sowohl manchésefr Unmdgliche mdglich
werden, als auch umgekehrt manches friher Mégliche unotdddieim Schachspiele wenig-
stens wiirde die Anwesenheit neuer Figuren manche Ziugerhikdanen. Dass dergleichen
in der Arithmetik nicht vorkomme, muss erst bewiesen weradre man die Mdglichkeit
einer Theorie dieses Rechenspieles als sicher annehnfen dar

8 94.Die Frage ,was braucht man von den Zahlen in der Arithmeti&Pfhiach Thomae
wohl so zu beantworten: man braucht von den Zahlen in dehwwetik nur ihre Zeichen, die
aber nicht als solche behandelt werden, sondern als Figunehman braucht die Regeln,
nach denen man diese Figuren handhabt. Diese Regeln er@netirmhier nicht den Bedeu-
tungen der Zeichen, sondern stellen sie aus eigener Mdoivonenheit auf, indem wir
uns dabei grundsatzlich volle Freiheit wahren und keinehivendigkeit anerkennen, diese
Regeln zu rechtfertigen, wéhrend wir allerdings bei deriumg dieser Freiheit nach den
mdoglichen Anwendungen hinschielen, weil ohne diese dighAretik ein Spiel ware und
nichts weiter.

Hiernach kann man jene Thomaesche Frage wohl auch so betertwman braucht von
den Zahlen im Rechenspiele garnichts; denn die Zahl- | erisind hier ja von ihren Be-
deutungen, den Zahlen selbst, ganz losgel6st und konnteh theliebige andere Figuren
ersetzt werden.

8 95. Vielleicht kénnen einige Worte Thomaes der hier versuclidanegung seiner
Auffassung zu widersprechen scheinen, wonach die Zalhlepit der formalen Arithmetik
so behandelt werden, alsob sie nichts bezeichneten. Wesmd&éz. B. sagt ,Die Arithme-
tik ist fur die formale Auffassung ein Spiel mit Zeichen, di@n wohl leere nennt, womit
man sagen will, dass ihnen (im Rechenspiel) kein anderaidtimbkommt, als der, der ihnen
in Bezug auf ihr Verhalten gegeniiber gewissen VerkniUpfagygdn (Spielregeln) beigelegt
wird"“, so scheint es, alsob die Zeichen doch nicht als gaemlbehandelt werden sollen,
sondern alsob ihnen ein gewisser Inhalt zugeschriebeneweet auch in der Arithmetik
in Betracht komme. Aber dieser Schein entsteht nur aus dat ganz sachgemassen Aus-
drucksweise, die freilich wohl von einer Scheu vor der Leérter Zeichen eingegeben ist.



Kann man sagen, dass den Schachfiguren in Bezug auf ihr Yemtgggeniber den Regeln
des Schachspieles ein Inhalt beigelegt werde? Dass dielSahaen da sind, erkenne ich
an, ebenso auch, dass Regeln fiir ihre Handhabung aufgestdll aber von einem Inhalte
weiss ich nichts. Man kann doch nicht sagen, dass der schwanzig infolge dieser Regeln
etwas bezeichne, etwa wie der Name ,Sirius” einen gewissesidfn bezeichnet. Sondern
die sachgemasse Ausdrucksweise ist doch wohl die, dassediEiRdes Schachspieles auch
vom schwarzen Konige handeln.

Auch dass von einem Verhalten der Zeichen gegenliber denrRggeprochen wird,
scheint mir nicht gliicklich. Blos dadurch, dass ich den Sgesetzen unterworfen bin, ver-
halte ich mich doch eigentlich nicht irgendwie gegenuber 8taatsgesetzen, sondern da-
durch, dass ich sie befolge oder nicht befolge. Da nun wee6Edhachfiguren noch die
Zabhlfiguren eigenen Willen haben, so wird der Spielende Baehnende der sein, der durch
Befolgen oder Nichtbefolgen der Regeln ein Verhalten dieggeniber zeigt, nicht aber die
Figuren. Von dem allen bleibt nichts Ubrig als das ganzedeimé, dass gewisse Regeln von
den arithmetischen Figuren handeln.

8 96.Wenn nun weiter gesagt wird: ,Aehnlich bedient sich der Sbispieler seiner Fi-
guren, er legt ihnen gewisse Eigenschaften bei, die ihrakerh im Spiel bedingen, und die
Figuren sind nur aussere Zeichen fir dies Verhalten®, séiadauch dies nicht genau sein;
denn im Grunde erhalten die Schachfiguren durch die Auistglder Regeln wohl keine
neue Eigenschaften; sie kdnnen nach wie vor in der manmickfean Weise bewegt wer-
den; nur sind einige dieser Bewegungen den Spielregeln ggrafidere nicht. Selbst diese
Gemassheit ist eigentlich nicht erst aus der | AufstelllergRegeln entsprungen; nur beurt-
heilen kdnnen wir sie erst, nachdem die Regeln uns bekamhtAuch kann ich nicht finden,
dass ein Bauer im Schachspiele ein ausseres Zeichen seiredt¥ns sei; sondern ich kehre
immer wieder zu dem einfachen Ausdrucke zuriick: die RegedrSthachspiels handeln von
der Handhabung der Schachfiguren. Ware es nicht eine wurtueiiusdrucksweise, wenn
man statt zu sagen ,die preussische Staatsverfassungjtedtha Konige gewisse Rechte
und Pflichten” sagen wollte ,der Kénig von Preussen ist eissétes Zeichen seines verfas-
sungsmassigen Verhaltens“? Ich muss dabei bleiben, da&@etieauch von Ausdriicken wie
.ausseres Zeichen sein fir etwas", ,sich verhalten gegenden Regeln* den ganz einfa-
chen Sachverhalt nur verdunkelt, aber nichts dem hinzuiiag der Satz sagt ,die Regeln
des Schachspiels handeln von der Handhabung der Schaehfigur

Schon weil eine Regel nicht selten von mehreren Figurendi®hdund weil mehrere
Regeln dieselbe Figur betreffen, ist die Beziehung einguiFzu einer Regel garnicht zu
vergleichen mit der eines Zeichens zu einem Sinne oder &edeutung. Jedenfalls wird
durch die Spielregeln nicht bewirkt, dass eine Stellung 8chachfiguren einen Gedanken
ausdrickt, und das Entsprechende gilt von den Formeln dbmatischen Spieles.

8 97.Etwas weiterhin schreibt Thomae:
LAllerdings giebt es Félle, in denen auch in der Arithmeténdzahler® nicht blos eine
formale Bedeutung zukommt, z. B. in dem Satze ,diese Gleighiat vom Grade“ u. s.

52Dje Felder des Schachbretts miissen hier eigentlich auchrzBigeren gerechnet werden.

53Das Wort ,Zahlen® steht hier offenbar statt ,Zahlzeiched&nn nur so kann von einer Bedeutung gesprochen
werden, wahrend oben, wo die Frage ,was sind und was wolle@ahlen?" bei Seite geschoben wurde, offenbar
die Bedeutung der Zahlzeichen gemeint war. Im Folgenderageht jedoch Thomae das Wort ,Zahl“ regelmassig
in der Bedeutungahlzeicheroder bessezahlfigur. Wo es anders ist, soll besonders darauf hingewiesen werden
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Hiernach scheint es, dass den Zahlzeichen neben ihrertigen Bedeutung, die fur
die Arithmetik nur ausnahmsweise in Betracht komme, nonk &@rmale Bedeutung zuer-
kannt werde, was, wenn es wahr wére, wegen der Zweideutiggeenklich ware; aber hier
giebt wohl nur ein nicht glucklich gewahlter Ausdruck ArstoEs soll wohl nur gesagt wer-
den, dass in einigen Fallen die Zahlzeichen nicht nur alareiybehandelt werden kénnen,
sondern dass zuweilen auf ihre Bedeutung zuriickgegrifiend@n muss. Freilich ist es auf-
fallend, dass in der formalen Arithmetik oder in deren Theooch etwas Anderes als die
Spielregeln in Betracht kommen kann. Wie ware es denkbas, ideder Theorie des Schach-
spiels Bedeutungen der Schachfiguren wichtig sein konmufierfir das Spiel gleichgultig
sind? |

Das Zugestandnis, dass die Zahlzeichen auch in der forrdaitimetik nicht immer
blos als Figuren gebraucht werden, ist fur die Thomaescheellgedenklich; es wird damit
zugegeben, dass der formale Standpunkt sich nicht immdrhweinaupten lassen. Es ist klar,
dass im Rechenspiele selbst eine Bedeutung der Zeichenimi8etracht kommen kann.
Nach Bedeutungen kann nur gefragt werden, wo die ZeichetaBdtheile von Satzen sind,
die Gedanken ausdriicken. Solche Satze kdnnen nun wohl théerie des Spiels vorkom-
men; aber es muss im hochsten Grade verwirrend wirken, wammdie Figuren des Spiels
bei der Darstellung von dessen Theorie zugleich als Zeidlesren lasst, die eine Bedeutung
haben. Denn dabei wird sich die Behandlung dieser Zeicheh deren Bedeutung richten,
wahrend im Spiele selbst ganz willkirlich aufgestellte &eggelten. Dass beide Behand-
lungsweisen Ubereinstimmen, darf nicht ohne Weiteresraorgemen werden. Um der aus
dieser doppelten Rolle der Zahlzeichen entspringendewikeng zu entgehen, muss man
den in der Darstellung der Theorie des Spiels gebrauchtbiz&iahen, sofern ihnen eine
Bedeutung beigelegt wird, eine von den blossen Zahlfigubgreechende Gestalt geben.

8 98. Hier mag es niitzlich sein, Uiber die Zeichen etwas ausfiiedicu handeln, da
sie durch die von Heine und Andern aufgestellte BehauptdiegZahlen seien Zeichen, zu
Gegenstanden der Mathematik gestempelt worden sind unshedéchtigkeit erlangt ha-
ben, die sie als blosse Hulfsmittel des Denkens und der #fitthg nicht haben wirden.
Der schwankende Sprachgebrauch lasst dabei Missvergtgado leicht entstehen, dass wir
nicht vorsichtig genug vorgehen kénnen und uns nicht sahdigen, auch Selbstverstand-
liches auszusprechen, um sicher einen gemeinsamen Aisggankg zu haben.

Was sind Zeichen? Ich will die Betrachtung auf Gebilde dingioken, welche durch
Schreiben oder Drucken auf der Oberflache eines physisctigreks (Tafel, Papier) erzeugt
werden; denn nur solche sind offenbar gemeint, wenn dieefiaiéichen genannt werden.
Aber nicht jedes solche Gebilde werden wir ein Zeichen nenrreeinen Klex z. B. wer-
den wir im Allgemeinen dieser Ehre nicht fir wirdig halten —-endern nur, wenn es uns
dazu dient, irgendetwas zu bezeichnen, auszudricken aderhaupten. Dabei wollen wir
nicht von dem Zeichen etwas sagen, wenn wir es gebrauchedessoseine Bedeutung ist
uns in der Regel die Hauptsache. So meint z. B. der AstronaniPtineten Jupiter, wenn er
dessen ZeichenZx gebraucht; dieses selbst ist ihm dabei eigentlich gléiktiog ist nur ein
willkdirlich gewahltes Mittel des Gedankenausdrucks, daszgausserhalb der Betrachtung
bleibt. In dieser Stellvertretung liegt der Nutzen der Beia. Freilich kommt es ausnahms-
weise vor, dass man von dem Zeichen selbst reden will, ursdieall wird in der Ausein-
| andersetzung mit den Formalarithmetikern vorkommen. Wm keine Zweifel eintreten
zu lassen, mussen wir diese Félle auch ausserlich unt&echédm zweckmassigsten ist

#24m Original fehlt rechtes Zeichen [Fehlertyp: interp | Résann]



es, die Zeichen im letzten Falle in Anfihrungszeichen zmesetZur gréssern Deutlichkeit

kann man auch die Worte ,das Zeichen" vorherschicken. Dag pealantisch scheinen, ist
aber durchaus nicht Gberflissig. Wenn man diesen Untetstchimer scharf im Auge behal-

ten hatte, ware vielleicht eine Darstellung wie die Heihesgie mdglich gewesen, zu deren
Wesen eben das Schillern in beiden Farben zu gehdren sdBeirden Mathematikern sind

Ausdrucksweisen Ublich geworden, durch die man sich aredigghillern so gewdhnt hat,

dass man es nicht mehr bemerkt. So findet man Redensarten wie

,ES bezeichne die kleinste Wurzel der Gleichur(@)",
und wenn nun im Folgenden der Buchstals sworkommt, meint man damit die kleinste
Wurzel jener Gleichung. Hier haben wir das Schillern. Irej@nersten Satze meint man das
Zeichen, spaterhin dessen Bedeutung. Man sollte also datwgehreiben

+ES bezeichne ax die kleinste Wurzel der Gleichurig)"
oder

,ES seia die kleinste Wurzel der Gleichur(@)".

Wenn man sich darauf legte, kdnnte man vielleicht Bande ahthen Beispielen aus den
Schriften neuerer Mathematiker fulléh Das sieht wie eine unbedeutende Kleinigkeit aus;
und doch sind solche Nachlassigkeiten allem Anscheine d@cQuelle grosser Verwirrun-
gen geworden. Und wenn sich zeigen sollte, dass grade ddiadsrmalen Theorien der
Arithmetik ihre Nahrung gezogen haben, so ist die Sachesgemicht leicht zu nehmen.

8 99.Die Zeichen wirden kaum einen Nutzen haben, wenn sie nicht dianen kénn-
ten, dasselbe wiederholt und in verschiedenen Zusammgeh&u bezeichnen und dabei
leicht ersichtlich zu machen, dass dasselbe gemeint seigschieht dadurch, dass man zu
diesen verschiedenen Malen mdglichst &hnliche Zeicherageht. Zwar wird es fast nie ge-
lingen, genau dieselbe Gestalt wieder zu treffen, und selasn es einmal gelungen ware, so
wiurde die Scharfe unserer Augen nicht hinreichen, das rlité8heit zu erkennen. Aber das
ist auch nicht néthig. Wenn namlich die Zeichen nur den Zweahen, der Verstandigung
der Menschen untereinander, sowie eines Menschen mitsliobts— dem Nachdenken —
zu dienen, braucht beim Schreibenden nur die Absicht valéazu sein, ein dem friher
gemachten &hnliches Zeichen herzustellen, und das brauckbweit zu gelingen, dass der
Lesende die Absicht | richtig erkennt. Wir wollen im Folgendunter ,gleichgestalteten
Zeichen" solche verstehen, welche nach der Absicht desefheimden gleichgestaltet sein
sollen, um dasselbe zu bezeichnen. Man driickt sich nun gdigtimicht genau aus, indem
man von gleichgestalteten Zeichen als von einem und desrs&bichen spricht, obwonhl
ich doch jedes Mal, wenn ich ein Gleichheitszeichen hirsibley; einen andern Gegenstand
erzeuge. Diese Gebilde unterscheiden sich durch ihre Q&iréstehungszeiten und wahr-
scheinlich auch in der Gestalt. Man sagt nun vielleichtsaaan von den Verschiedenheiten
abstrahire und diese Figuren deshalb als dasselbe Zeichethiten kénne. Was doch das
Abstrahiren Alles mdglich machen soll! Was verschiedenkiahn durch kein Abstrahiren
zum Zusammenfallen gebracht werden, und wenn man es dodasdelbe ansieht, macht
man einfach einen Fehler. Wenn ich von der Verschiedenheiites Hauses von dem mei-
nes Nachbarn abstrahirend beide als dasselbe betrachdesavmufthin im fremden Hause
wie im eignen schalten wollte, wiirde man mir die Fehlerigaétit meiner Abstraction bald
klar machen. Was man durch Abstrahiren vielleicht erreidkann, ist ein Begriff, und wenn
wir den Umfang eines Begriffes kurz ,Klasse" nennen, so lgnwir alle gleichgestalteten
Zeichen zu derselben Klasse rechnen. Aber diese Klassilgtdas Zeichen; ich kann sie

S4Mir fallt grade noch Folgendes in die Augen:,Ueber die Zabt derschiedenen Werthe, die eine Function
gegebeneBuchstabemurch Vertauschung derselben erlangen kann.* Math. Anné¥XIll, S. 584.
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nicht durch Schreiben erzeugen, sondern ich kann immeringelae Gegenstande herstel-
len, die ihr angehéren. Wenn man von diesen trotzdem alsemselben Zeichen spricht, so
Ubertragt man das Zusammenfallen der Bedeutung auf dalsefeic

8 100.Dies Alles gilt von dem gewdhnlichen und regelrechten Getina der Zeichen.
In der formalen Arithmetik ist deren Rolle eine andere: sikkes) garnichts Anderes bezeich-
nen; sondern sie sind selbst das, womit man sich beschd&géegentlich, wie bei Heine,
kehren sie ihre eigene Beschaffenheit — die Greifbarkeitervér und werfen sie als Be-
weisgrund in die Wagschale. Deshalb nennen wir sie hieefi€liguren, weil der Zweck,
etwas zu bezeichnen, garnicht in Betracht kommt. Gleidaffeswerden Figuren zu nennen
sein, deren etwa bemerkbare Gestaltverschiedenheitelieddindhabung nach den Spielre-
geln ohne Einfluss sein sollen. Im regelmassigen Gebrawgilen gjleichgestaltete Zeichen
dasselbe bedeuten und werden darum in vieler Hinsicht sanioielt, als wéren sie dasselbe,
weil sie nur als Zeichen ihrer Bedeutung in Betracht komnbgeser Grund fallt bei gleich-
gestalteten Figuren weg. Wir dirfen nicht die weissen Bd#igarren auf dem Schachbrette
als eine einzige Figur behandeln. Wir dirfen bei der Aulistg) der Regeln des Schach-
spiels und in der Theorie das Wort ,Bauer” nicht mit dem bastien Artikel im Singular
als Eigennamen gebrauchen; denn es giebt mehre. Wéahrend iimhd#lichen Arithmetik
Ausdriicke wie ,die Zahl Eins* oder ,die Eins" oder auch eittig,Eins* als Eigennamen
erlaubt | sind, sind solche in der Theorie der formalen Amikik zu verwerfen; denn es
giebt sehr viele Einsfiguren. Immer werden neue gebildetaltedzerstért. Man wird hier
wohl sagen diirfen ,eine Einsfigur, ,einige Einsfiguren“|lgaEinsfiguren®, aber nicht ,die
Einsfigur“, es sei denn, dass man solche Bestimmungen ligzufelche auf eine einzige
Einsfigur unzweideutig hinweisen.

Noch folgender Unterschied der formalen von der inhaldicrithmetik mag bemerkt
werden. In dieser bedeuten das Wort ,Eins" und das Zeichendasselbe, ndmlich die ei-
gentliche, unsinnliche Zahl Eins, wéhrend in der Theoriefdenalen Arithmetik das Wort
»Einsfigur* oder das falschlich daftir gebrauchte ,Eins" dgegriff bedeutet, unter den das
Zeichen st« mit allen ihm gleichgestalteten fallt.

8 101.Gehen wir jetzt etwas naher auf die Thomaesche Theorie d@mle¥én im § 2:

.Ist der Begriff der ganzen Zahl und des Zahlens erworberiassen sich zwei Rech-
nungsarten als besondere Arten des Zahlens auf einfacheatidiche Weise einfihren,
die

Addition und Multiplication.
Diese sind ihrer Natur nach innerhalb des Gebietes ganzde@ammer ausfuhrbar. Geht
man aber dazu Uber, diese Rechnungsarten umzukehrenyié@die neuen Rechnungsarten
Subtraction und Division
ein, so sind dieselben im Gebiete der ganzen Zahlen nichemansfihrbar.”

Wir knupfen hier, wie es scheint, an das von den ganzen Z&#kannte, an Zusammen-
hange an, die in deren Wesen begriindet sind. Wir haben alsicden formalen Standpunkt
vorlaufig verlassen, um Rechnungsarten kennen zu lernremwiddann in die formale Arith-
metik hinibernehmen wollen. Demnach werden hier unter dezen Zahlen die Bedeutun-
gen der Zahlzeichen gemeint sein, nicht diese selbstidtreiddiren und Multipliciren als
etwas, was die Zahlen selbst angeht, konnen wir auf dem fem&tandpunkte nicht brau-
chen; aber wenn wir einmal die Zahlen mit Zahlzeichen béwet haben, so spiegelt sich
das die Zahlen selbst Betreffende in den Zeichen wiedemimerhalten Verfahrungsweisen



im Gebiete der Zeichen, die dazu dienen, Aufgaben zu |6seimd>ebiete der Zahlen selbst
gestellt werden. Solches Handhaben der Zeichen ist hiek Rethnen genannt. Die Regeln
dieses Rechnens finden ihre Begriindung im Wesen der Zalbest sad ihrer Beziehungen
zueinander. Wir kdnnen nun aber von den Bedeutungen dex&lehén ganz absehen, diese
als Figuren behandeln und die Regeln, ohne nach einer Bégngreu fragen, als willkurlich
aufgestellte Spielregeln ansehen. Und das Rechnen nash Kamnen wir nun auch vorneh-
men mit Figuren, von denen wir gar- | nicht wissen, ob sie ai&ibhen sind, und ob die
Rechnungsregeln etwa irgendwie mit den Bedeutungen dieseinen zusammenhangen.

8 102.Alles dies ergiebt sich aus dem Plane einer formalen Aritinie Thomaes Sin-
ne so unmittelbar, dass ein Zweifel an der Richtigkeit di&#uterung wohl nicht mdglich
ist. Nun scheint mir hier aber etwas zu fehlen, namlich digate dessen, was im arith-
metischen Spiele Addiren, Multipliciren, Subtrahiren ubididiren ist. Beim Schachspiele
missen wir die Figuren zunachst kennen lernen, um dann djeliReerstehen zu kénnen.
Etwas Aehnliches erwarten wir hier. Mit welchen Figuren @er denn jene Handlungen
vorgenommen? Wie ist die Sachlage vor der Addition und wisiessnachher? Das Entspre-
chende mussen wir auch von der Subtraction wissen; erst kiimren wir beurtheilen, in
welchen Fallen das Subtrahiren moglich ist. Wir miissen @mslich immer gegenwartig
halten, dass das Subtrahiren hier keine Denkhandlungesomih dusseres Thun, ein Um-
gehen mit Figuren ist.

Wenn nun das Subtrahiren einer ersten Figur von einer zwediein besteht, dass wir
diese — oder eine ihr gleichgestaltete — links, jene rechts demselben Minuszeichen
hinschreiben, so hindert mich nichts, eine Dreifigur voreeitweifigur zu Subtrahiren. Ich
kann aber ebenso gut ein Kalenderzeichen des Mondes van Eialenderzeichen der Sonne
Subtrahiren, indem ich diese Zeichen als blosse Figureartué. Einer Einfihrung neuer
Figuren, um die Subtraction méglich zu machen, bedarf elatsnicht.

Wir missen uns nur immer ganz klar vor Augen halten, dassfesirmeiBedeutung hier
im arithmetischen Spiele garnicht ankommt. Also: wann aibt&hiren mdglich sei, 1asst
sich garnicht beurtheilen, ehe wir wissen, welche Figuedredlin Betracht kommen kénnen,
und was mit ihnen vorzunehmen sei. Das muss uns so genauiebschwerden, wie das
Rochiren im Schachspiele.

Wie etwa das Subtrahiren als Umkehrung des Addirens awdzefaware, wollen wir
spater ins Auge fassen, nachdem wir einige Regeln der fenmfalithmetik kennen gelernt
haben.

Zunéachst wissen wir garnicht, was im Rechenspiele AddirehMultipliciren sei. Jeden-
falls ist das Addiren der Zahlzeichen ganz verschieden vaidirgn der Zahlen. Wenn ein
Eroberer eine Stadt verbrennt, verbrennt er damit nocht dieh Namen der Stadt; was mit
der Sache geschieht, braucht damit noch nicht mit ihnrem Mawder Zeichen zu geschehn.
Nun kann man vermuthen, zwei Zahlzeichen addiren sollesépigin drittes Zahlzeichen
hinschreiben der Art, dass die Zahl die in der inhaltlicheithinetik die Bedeutung dieses
Zeichens ist, die Summe sei der Zahlen, die durch die beid#areZahlzeichen bezeich-
net werden. Indessen wiirde dann die inhaltliche Arithmigiilalle Zahlen vorausgesetzt, |
wahrend sie hier nur fiir positive ganze Zahlen als bekang¢r@ammen wird. Sonst wére
ja auch die formale Arithmetik Gberflissig. Man wiisste hieimnicht, was die Addition bei
solchen Zahlfiguren ware, welche nicht beide in der intiddén Arithmetik positive ganze
Zahlen bezeichnen. Man kdnnte auch daran denken, ein Verfales Vorwarts- oder Riick-
wartsschreitens in einer Reihe von Zahlfiguren Addition eanmen; aber auch dies wirde
nicht allgemein genug anwendbar sein. So bleibt viellenchtfolgende Vermuthung tbrig:
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man addirt zwei Zahlfiguren, indem man ihnen gleichgestalteirch das Additionskreuz
getrennt nebeneinander schreibt. Das Entsprechende kamram Multipliciren sagen, in-
dem man fur das Additionskreuz den Multiplicationspunkitesten Iasst. Nach diesen Er-
klarungen kann man wohl alle schreibbaren Figuren addineimuultipliciren. ob sie nun in
irgendeinem Zusammenhange eine Bedeutung haben oder nicht

8 103.Thomae schreibt weiter:

»Stellt man aber die Forderung, dass diese Operationen imnaneftihrbar sein sollen,
so gelangt man zu neuen Zahlgebilden, der Null, den negatinel gebrochenen Zahlen.
Diese lassen sich als rein formale Gebilde auffassen, ds Begriffe, deren Inhalt durch ihr
Verhalten gegen die Rechenoperationen erschopft ist.”

Das Versténdnis wird hier durch die Ausdrucksweise erschi®as Wort ,,Begriff* wird
hier offenbar nicht in unserm Sinne gebraucht, auch woltitriia Sinne der Logiker; denn
dass etwa Gegenstande unter diese Begriffe fallen koradwon ist garkeine Rede. Was ver-
halt sich, um mit Thomae zu sprechen, zu den Rechenopezaarder wovon handeln, wie
wir lieber sagen, die Rechnungsregeln? Von Figuren, dia etit Kreide auf eine schwarze
Tafel geschrieben werden kdnnen. Diese sind aber ebengpwendie Schachfiguren Be-
griffe, sondern gehdren ins Gebiet der physischen Korpegedangen wir zu der Ansicht,
dass diese neuen Zahlgebilde als Figuren hingestellt wesaléen, die durch Schreiben oder
Drucken erzeugt werden, die nichts bedeuten, oder dereauBaty uns wenigstens nichts
angeht; tber deren Handhabung aber Regeln aufgestellt=sridt also wohl nicht daran zu
zweifeln, dass didull, die negativenund gebrochenen Zahlewon denen Thomae spricht,
nicht eigentlich Zahlen in unserm Sinne sein sollen, sandahlfiguren.

Wie wir schon gesehen haben, ist auf dem Standpunkte deafennArithmetik die Ein-
fuhrung dieser neuen Zahlfiguren garnicht néthig, um dietf@ation und Division immer
ausfuihrbar zu machen; aber moglich wird sie immerhin sein.

8 104.Sehen wir jetzt erst einmal die Weise an, wie Heine die Zabkmandelt! Er
S.111 schreibt: |

»Ein Hauptgewicht ist auf die Rechenoperationen zu legaed,das Zahlzeichen muss so
gewahlt werden oder mit einem solchen Apparate ausgeniisteien, dass es einen Anhalt
zur Definition der Operationen gewéhrt.”

Ein rathselhafter Ausspruch! Wenn ich statt des Dreizeisleén grosses lateinischds «
wahlte, wirde dies vielleicht einen geringeren Anhalt zefibition der Operationen gewéh-
ren? und woran erkennt man, dass ein Zeichen einen solcHeaitgyewéahrt? Vollends, was
ist unter dem Apparate zu verstehen, mit dem ein Zahlzeiahsgerustet sein soll? Wo hat
beispielsweise das ZeicheB« seinen Apparat? Man sollte denken, dass er sichtbar oder
sogar greifbar ware, da die Zahl selbst nach Heine greifbar i

Wir bemerken hier einen Unterschied der Heineschen von ldemaeschen Auffassung.
Nach dieser namlich sind die Rechnungsoperationen schamdalie neuen Figuren verhal-
ten sich dann, so zu sagen, zu ihnen, wahrend bei Heine diedriguerst gebildet werden,
und dann erst die Rechenoperationen, so zu sagen, defimdemeDas Letzte scheint an-
gemessener zu sein; denn wie kann ich Regeln aufstellewr, dibrFiguren zu nennen, von
denen sie handeln?

Heine schreibt weiter:

.Rechenoperationen heissen Regeln, nach welchen zweeZadlle durch das Operati-
onszeichen verbunden sind, gegen eine einzige umgetavsoién konnen.”



Das ist offenbar schief ausgedriickt. Ebenso kdnnte mamsggeumpfstricken heisst
eine Regel, nach der man aus einem Faden mittels Strickmadetn Strumpf verfertigt.”
Heine will sagen:

~Rechenoperationen sind nach gewissen Regeln geschetlemtdeschungen einer Grup-
pe, bestehend aus zwei Zahlen und einem sie trennendentiOpszaichen, gegen eine ein-
zige Zahl."

Man kann hinzufiigen, dass dabei das Operationszeicheni@ahduwendende Regel
hinweist. Heine denkt hier etwa an den Fall, wo die Gruppe>$« gegen das Zeichergs
umgetauscht wird. Wenn in einem Satze der inhaltlicherhfrétik die Gruppe 3+ 5« ge-
braucht wird, so kdnnen wir unbeschadet der Wahrheit dafih aas Zeichen8x setzen,
weil beide denselben Gegenstand, dieselbe eigentlicheh&akichnen und folglich Alles,
was von dem mit 3+ 5« bezeichneten Gegenstande gilt, auch von dem&gribezeichneten
Gegenstande gelten muss. Und mit einer solchen Ersetzudgnwielen Fallen ein Fort-
schritt der Erkenntnis gemacht werden, indem der Sinn dieh£a von gleicher Bedeutung
verschieden sein wird, und mithin auch die in den beidene®étmsgedriickten Gedanken
verschieden sein werden. Der Zweck der Erkenntnis ist es\atss die Regel bestimmt, dass
die Gruppe 8+ 5« durch das Zeicher8« ersetzt werden durfe. Dieser Zweck | fordert eine
solche Beschaffenheit der Regeln, dass, wenn ihnen gemséissadiren Satzel ein neuer
Satz abgeleitet wird, auch dieser wahr sei. Ob die Regebridgind, kann man nattrlich erst
beurtheilen, nachdem den Zeichen Bedeutungen gegebendsind vorher kann man aus
ihnen nicht Satze bilden, welche einen wahren Gedankenigzkszh. Dies gilt fur die inhalt-
liche Arithmetik; hier in der formalen haben wir die Regelrabhangig von einem Sinne. Der
Erkenntniszweck bestimmt nicht ihren Inhalt, sondern sed&n willklrlich aufgestellt.

8 105.Heine fahrt fort:

.Diese Regeln werden zunachst so festgesetzt, dass sieedadt®® der gewohnlichen
Rechnung geben, wenn die eingefuhrten Zahlen allgin 2, 3, ... etc. waren.”

Das ist eigentlich ungenau; denn das Resultat der gewdteniRechnung — d. h. doch
wohl in der inhaltlichen Arithmetik — ist eine eigentlich@Hl, kein Zahlzeichen, also keine
Zahl nach Heines Sprachgebrauche. Heine macht hier Antaheiner fremden Theorie.
Weiter sagt er:

.Die Unmdoglichkeit der Subtraction in vielen Fallen verasdt zur Einflihrung neuer
Zeichen oder Zahlen: fiir jedes schon vorhandene Zeiehiinrt man noch ein Zeichen
nega) ein und erweitert die Definition der Operationen in geeignéirt, sodass sie fur die
neuen Zahlen noch ein Resultat liefern, an friihern anghbdasselbe wie friher.”

Hierbei ist mancherlei zu fragen; zunachst: wie ist ,die Wglichkeit der Subtraction”
zu verstehen? Es soll wohl heissen, dass die Regel nichtiiranveendbar ist, die Regel
namlich, nach der als Ergebnis der Subtraction das Zahizeizu nehmen ist, das in der
auf die nicht negativen ganzen Zahlen beschrankten inttedtt Arithmetik die Differenz
bezeichnet. Diese Regel sagt nichts darliber, gegen weldflexZ— 5« umgetauscht werden
dirfe. Das braucht eigentlich nicht zur Einfuhrung neudéczen zu veranlassen. Man kénnte
ja festsetzen, dass»- 5« ebenso wie »— 3« gegen 8« umgetauscht werden durfte. Da der
Zweck dieser Regeln hier ausserhalb unseres Gesicheskiiggt, so ist auf unserm formalen
Standpunkte jede Regel mit jeder andern gleichwerthigraafur ein Widerstreit der Regeln
vermieden wird.

Nun ist weiter davon die Rede, dass die Definitionen der Qipelen erweitert werden
sollen. Das soll wohl heissen, dass die Regeln erganzt wealken.

55Genauer: aus Sétzen, die wahre Gedanken ausdriicken.
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Heine fahrt fort:

,Dann zeigt sich, nach zweckmassiger Definition der Subitacdassnega) = 0 — a
sein muss."

Statt ,zweckmassiger Definition der Subtraction” muss eblvetwa | heissen ,zweck-
massige Aufstellung von Regeln fiir die Umtauschung vonreiggruppen der Formm— b«
gegen andere Figuren“. Was aber zweckmassig sei, kdnnegawiicht beurtheilen, da der
Zweck uns unbekannt ist. Wir wissen ja nicht einmal, ob edtetee Umtauschung Gberhaupt
néthig sei, ob wir uns nicht einfach miB»- 5«begniigen kénnen. Wie nun die ergénzte Re-
gel lauten solle, erfahren wir nicht; und damit bleibt eiruggpunkt ganz im Dunkeln. Wie
kénnen wir das Spiel kennen lernen, wie dessen Theorieah@st wenn uns garnicht einmal
die Regeln vollstandig mitgetheilt werden! Wir werden, & scheint, stillschweigend auf
unsere Kenntnis der inhaltlichen Arithmetik verwieseneAlwenn wir diese haben, brauchen
wir die formale nicht.

Nun kommt die Behauptung, es muss®ya) = 0 — a sein. Das ist unverstandlich. Wir
haben hier eine Gruppe von Zeichen, mit der wir keinen Geglarnkrbinden; folglich kann
auch nichts behauptet werdemegac« ist flir uns eine blosse Figur, ebenso das Gleichheits-
zeichen, das Minuszeichen und das Nullzeichen. Da Heimeehie Behauptung ausspricht,
meint er einen Gedanken auszudriicken, weiss aber wahmicheielbst nicht, welchen. Das
ist das Verhangnis der Formalarithmetik, dass sie nichtimrk&nn, Satze auszusprechen,
welche Gedanken ausdriicken sollen, von denen sich dochantegenaue Rechenschaft
geben kann.

Wir selbst driicken ja mit dem Gleichheitszeichen aus, diesBedeutung der links ste-
henden Zeichengruppe zusammenfalle mit der Bedeutungedetsrstehenden. Das ist hier
unbrauchbar, da wir keine Bedeutungen haben. Was aberdasm&leichheitszeichen aus-
drucken solle, wissen wir nicht. Jedenfalls muss dann aashiethts und das links Stehende
etwas bedeuten, und es ist zu vermuthen, dass wir einenigadeeTheorie des Spiels haben,
da ja im Spiele selbst keine Bedeutungen der Figuren unek E&mauptungen vorkommen
kénnen.

8 106.Aehnliches finden wir bei Thomae. Wir lesen dort:
»Diese Regeln sind in den Formeln enthalten
a+d =d +a,
a+ (' +d")=(a+d)+d" =a+d +d",
(@' —a)+a=ad
a CL/ = CL/ a
a(ad d)=(ad)d =ad d,
(@ :a)a=ad
a(ad+d")y=ad +ad".
«

Das ist eine Ueberraschung. Was wirde jemand sagen, dedeadRegeln des Schach-
spiels gefragt hatte, und dem statt aller Antwort eine Geuppn Schachfiguren auf dem
Schachbrette gezeigt wiirde? Wahrscheinlich, dass er Regel darin finden kénnte, weil
er gar keinen Sinn mit diesen Figuren und mit ihrer Zusamie#inag verbénde. Nur schein-
bar liegt der Fall hier anders, weil wir das PluszeichenGlagchheitszeichen, den Gebrauch
der Buchstaben aus der inhaltlichen Arithmetik schon kendenn hier wollen wir formale
Arithmetik treiben, und daraus entsteht die Frage, ob jexiehién hier Gberhaupt als Zeichen



| oder nur als Figuren zu behandeln seien. In diesem Falle miéht abzusehen, wie eine S.114
Regel dadurch gegeben werden kénnte. Wenn sie aber alseheichbehandeln sind, kén-

nen sie keinesfalls dieselbe Bedeutung wie in der inhb#licArithmetik haben; denn dann

héatten wir einen Satz der inhaltlichen und keine Regel denéten Arithmetik.

8 107.0bwohl uns hier die Darstellung im Stiche lasst, kénnen watdversuchen, den
Sinn zu ermitteln, den diese Formeln hier haben sollen,nnddr fragen, was fur die Be-
handlung der Zeichen aus dem Sinne folge, den diese Zeintdar inhaltlichen Arithmetik
haben. Sehen wir zunachst von den Buchstaben ab, die offdebd&egel Allgemeinheit
verleihen sollen, und betrachten die Formel

»2+%:%+2«!

Diese besagt in der inhaltlichen Arithmetik, dass die Suraore2 und% zusammenfallt mit

der Summe von;— und 2, oder das2 + % dieselbe Zahl ist Wi% + 2. Was folgt daraus

fur die Zeichen? Offenbar, dass eine wiz -+ %« gestaltete Zeichengruppe Uberall ersetzt
werden darf durch eine wie%»+ 2« gestaltete und umgekehrt. Dabei ist selbstverstandliche
Voraussetzung, dass gleichgestaltete Zeichen oder Zgjolygpen dasselbe bedeuten. Wir
haben so die Regel der formalen Arithmetik aufgestellt,utiserm Satze der inhaltlichen
Arithmetik entspricht, und durfen vermuthen, dass Thomeasalmit der Formel

2+1 1+2
» — = «
2 2

ausdriicken wirde. Die Formel
»a+a =a +a«

wird demnach bei Thomae besagen: eine Figurengruppe, slieveei Zahlfiguren links und
rechts von einer Plusfigur besteht, darf ersetzt werderhdeiree Figurengruppe derselben
Art, in der die Zahlfiguren ihre Stellen gegenuber der Plusfigertauscht haben. Vorher
hatte gesagt werden miissen, welche Figuren Zahlfiguremwaére

Erinnern wir uns nun, dass die Theorie des Spiels vom Spéahestszu unterscheiden
ist! Die Spielhandlungen geschehen zwar nach den Regedn;did Regeln sind nicht Ge-
gensténde des Spiels, sondern Grundlage der Theorie dds.3)e Ziige des Schachspiels
geschehen zwar nach Regeln; aber keine Stellung der Sapaemfiund kein Zug driickt
eine Regel aus; denn die Aufgabe der Figuren im Schachsptelderhaupt nicht, etwas
auszudriicken, sondern nach Regeln bewegt zu werden. Wenalsaedie formale Arithme-
tik als Spiel betrachtet, so ist die Formel s o’ = a’ 4+ a« als Ausdruck einer Regel dieses
Spiels eine der Grundlagen von dessen Theorie, auf dersemdichlisse aufgebaut werden
kbnnen; aber sie ist nicht etwas, mit dem im Spiele Veranwgn vorgenommen werden,
kein Gegenstand des Spiels, nicht einer Stellung von Séilgachn zu vergleichen, sondern
dem Wortausdrucke einer Regel des Schachspiels.
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8 108. Fragen wir nun, was einem Schachzuge entspricht, welchelttagen durch
die Regeln der formalen Arithmetik beherrscht werden. Wmiam den Sinn der oben ange-
fuhrten Thomaeschen Formeln in derselben Weise ermittadtyir es bei der ersten gethan
haben, so ergiebt sich, dass jede von ihnen erlaubt, einedfigruppe durch eine andere
oder eine einzelne Figur zu ersetzen. Wir kénnen es uns ararbes denken, dass die Fi-
guren mit Kreide auf eine schwarze Tafel geschrieben wenénléschen dann z. B. eine
wie »2 4 %« gestaltete Figurengruppe aus und schreiben dafiir eingp&mie »;— + 2«hin.
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Diese Handlung entspricht einem Zuge des Schachspielsasuthight nach einer Regel der
formalen Arithmetik. Vom Standpunkte der inhaltlichen tAmetik mag es lappisch schei-
nen, die Kreide, das Ausldschen, kurz dies ganze ausseflichn auch nur zu erwdhnen;
vergessen wir aber nicht, dass eben in solchem &usserli¢thendas Rechenspiel besteht.

Die ausgeltschte Figurengruppe wird Theil einer grosseupfe gewesen sein; und die
Erinnerung an die inhaltliche Arithmetik lasst uns vernauthdass diese Figurengruppe et-
was sein wird, was wir eine Gleichung oder Ungleichung nan$® wird etwa aus einer
Gruppe wie %2 + 1) -5 = 12 + 1« eine wie %3 +2) - 5 = 12 + i«gestaltete entste-
hen. Jede von diesen wird einer Stellung von Schachfigurtsprerchen. Nun haben wir
aber Gleichungen schon kennen gelernt als Ausdriicke dexiiRalyir bemerken also, dass
Gleichungen hier eine doppelte Rolle spielen: erstens ifml&gelbst, wo sie ebenso we-
nig wie die Stellungen der Schachfiguren etwas ausdrickehzweitens in der Theorie des
Spiels, wo sie zunéchst die Regeln, dann aber auch, wie witutéen dirfen, Folgerungen
aus den Regeln auszudricken haben. Nun denke man sich elamBintsprechende beim
Schachspiele! Dann wirden die Spielregeln durch GrupparBetachfiguren ausgedriickt,
die auch im Spiele selbst vorkommen kdnnten. Es musstenalyameine Satze aufgestellt
sein, die besagten, wie man die Gruppen von SchachfigurdRegleln oder als Lehrsatze
der Theorie zu verstehen habe. Mit andern Worten: es mussteSprache gegeben sein,
deren Ausdrucksmittel die Schachfiguren und ihre Stellarayé dem Schachbrette wéaren.
Es kdnnte dann vorkommen, dass eine Figurengruppe in deppeétise zu betrachten wa-
re: erstens im Spiele selbst, wo sie gar nichts ausdriabtelesn einfach aus einer andern
Gruppe durch einen Zug entstanden ware, wie sie denn auch dimen weitern Zug in eine
andere verwandelt werden kdnnte; zweitens in der TheoseSgéels, wo sie ein Lehrsatz
ware, also einen Sinn hatte. Eine Schlussfolgerung stglite dann dar als Uebergang zu
einer neuen Stellung, und die Regeln, nach denen solcherddetyee geschehen missten,
wiurden sich ergeben aus den logischen Gesetzen und aus wer, Wie die Schachfiguren
durch ihre Stellung einen Sinn ausdriickten. Diese Regeainted also nicht willkiihrlich |
aufgestellt werden, und es wére nicht zu erwarten, dassisgemRegeln des Schachspiels
Ubereinstimmten. Durch diese zwiefache Rolle der Figurahdie daraus folgende Zwie-
fachheit von Regeln im Spiele selbst und in dessen Theornidewder Einblick in die Sache
so erschwert, dass man denken kdnnte, diese doppelte Rokegeradezu ersonnen worden,
um eine mdglichst grosse Verwirrung anzurichten.

8 109. Solche doppelte Rolle der Figuren haben wir nun hier in deméden Arith-
metik. Auch hier missen wir erstens Regeln Uber die Handigpber Figuren im Spiele
selbst haben, und diese kdnnen ganz willkihrlich ohne Réfakauf irgendeinen Sinn auf-
gestellt werden. Wir miissen dann zweitens Regeln habeh,deen wir in der Theorie des
Spiels diese selben Figuren als Zeichen zu behandeln habdrdiese kénnen nicht will-
kihrlich sein, sondern missen sich nach dem Sinne richégrgliése Zeichen in der Theorie
des Spiels durch ihre Zusammenstellungen ausdricken. $ti@s iein grosser Fehler, dass
zwischen diesen beiden Systemen von Regeln garnicht ahieden wird, sondern dass oh-
ne Versuch eines Beweises ihre Uebereinstimmung voraeigesird. Es muss vielmehr
zunachst angenommen werden, dass die Spielregeln ihren@elerlieren, sobald die Glei-
chungen nicht mehr als sinnlose Zusammenstellungen vamdrigsondern als Lehrséatze der
Theorie des Spiels aufgefasst werden. Das einzig durciggehtie Mittel, dies Dickicht zu
lichten, ist dies, dass man die Zahlfiguren und die Rechemdig{wie »+«, »=«) nicht mehr
in zwiefacher Weise gebraucht, sondern nur im Spiele sedivatendet, hingegen die Regeln
und die Lehrsatze der Theorie des Spiels in Worten der gelietien Sprache ausspricht.



Eine Gleichung soll also fur uns bei der weitern Betrachtdegformalen Arithmetik nichts
besagen, keinen Sinn haben, sondern ist fur uns nur eing&ngn Figuren, die nach den
Spielregeln zu behandeln ist. Was in der inhaltlichen Anighik Gleichheitszeichen genannt
wird, ist hier nur eine Figur, die keine Beziehung bedeutet.

Wir haben gesehen, dass die Regeln des Thomaeschen Veizsé&sherlauben, eine Fi-
gur oder Figurengruppe durch eine andere zu ersetzen. Madnsigi so, wie wir es bei der
ersten gethan haben, in Worte fassen kdnnen. Angemessdmintses noch, die Thomae-
schen Gleichungen stehen zu lassen als Figurengruppedewen das Spiel ausgeht, ahnlich
der Grundstellung der Schachfiguren. Dann driicken sie lageln aus, haben Gberhaupt
keinen Sinn. Als Regel stellt man dann Folgendes auf: Wamn @leichung gegeben ist und
eine Formel, welche einen der einen Seite jener gleichijeteta Bestandteil enthélt, so ist
es erlaubt, diesen durch einen der andern Seite der Glgjajlaithgestalteten Bestandtheil
zu ersetzen.

8 110.Auch diese Regel ertheilt eine Erlaubnis wie die Regeln dbséhspiels, wobei
nichts geschehen darf, was nicht durch eine Regel erlaubdlan kann noch Regeln hin-
zufligen Uber die Ersetzbarkeit der Buchstaben durch amdienedurch Zahlfiguren. Auch
diese Regeln werden etwas erlauben. In Wahrheit kann jeamidem hierdurch eine Freiheit
gegeben werden, die er nicht schon hat; diese Regeln werdenim Namen der Vernunft
oder der Natur aufgestellt; nur werden durch sie einige Hamy#n als zuldssig im Rechen-
spiele anerkannt. Es handelt sich hier nicht um Wahrheitinvéer inhaltlichen Arithmetik;
was der arithmetische Gesetzgeber als regelrecht anenkenifi, liegt in seinem Belieben,
und dabei ist er durch keine Ricksicht auf Bedeutungen dgrré&in beschrankt, die fur ihn
amtlich nicht vorhanden sind. Die Regeln der formalen Anigtik sind als Richtschnuren fur
das Handeln den Sittengesetzen naher verwandt als derz&esdet inhaltlichen Arithmetik,
die zwar verkannt, aber nicht Gibertreten werden kénnen.

8 111.wWenn wir die Thomaeschen Regeln oder die von uns dafir aeftiesRegel
mit denen des Schachspiels vergleichen, so fallt uns as$ sia von allen Zahlfiguren oh-
ne Unterschied handeln, wahrend im Schach von den BaueesreaR#geln gelten als von
den Springern. Gébe es keine andere Regeln in der formaldmaatik, so hatte es keinen
Zweck, verschieden gestaltete Zahlfiguren zu gebrauchennVillle Regeln, die von den
Zweifiguren handeln, ebenso von den Dreifiguren geltenesolind umgekehrt, so hétte die
Unterscheidung dieser Gestalten keinen Zweck. Wenn imcBcabie Figuren wie Bauern
gehandhabt werden sollten, so kénnten sie auch alle wierBgestaltet sein.

Werfen wir nun einen Blick auf die inhaltliche Arithmetik dick, so bemerken wir, dass
es da zwar Gesetze giebt, die von allen Zahlen gelten, daskeimeswegs Alles, was von
einer Zahl gilt, auch von einer andern gilt. Im Gegentheitt§ Zahl ist wesentlich verschie-
den von jeder andern und muss daher auch ihr besonderes@diaben. Soll nun die for-
male Arithmetik nicht jeden Zusammenhang mit der inhdittic verlieren, sollen nicht die
mannichfachen Gestalten der Zahlfiguren ein lastiger Ukeissrsein, so missen den von
Thomae angefiihrten Regeln solche hinzugefugt werdenhealicht von allen Zahlfiguren
gelten sollen, sodass jeder Verschiedenheit der Gestditeine Verschiedenheit der Regeln
entspreche. Solche Regeln werden z. B. sein, dass einel wid « gestaltete Figurengruppe
durch eine Zweifigur, dass eine wi@ > 1« gestaltete Figurengruppe durch eine Dreifigur
ersetzt werden dirfe, dass man ferner eine FigurengruppdarGestalt ¥ — 1« durch eine
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Nullfigur, eine Figurengruppe wie%»+ %«durch eine Einsfigur ersetzen dirfe u. s. w. Da
es nun keine feste Begrenzung des Gebietes der Zahlfiguebt) giird auch das Regelver-
zeichnis, wie es scheint, nicht endgliltig abzu- | schliessén. Jedenfalls dirfen wir eine
starke Unvollstandigkeit des Thomaeschen feststellen.

8 112.Wir haben uns oben bei der Frage nach dem Wesen der formalgra&ion
vorgenommen, diese Operation auch einmal als Umkehrungdtéition aufzufassen. Dazu
wird hier der Ort sein. Eine erste Zahlfigur von einer zwegahtrahiren wird dann heissen,
eine dritte Zahlfigur oder eine Gruppe von Figuren hinsdereider Art, dass jede durch
Addition dieser und der ersten entstehende Figurengruppk den Regeln der formalen
Arithmetik durch eine der zweiten gleichgestaltete Figsetzt werden dirfe. Hierbei ist das
Addiren die oben beschriebene Handlung. Wenn z. B. einefifjueivon einer Dreifigur zu
subtrahiren ist, so kann man eine Thomaesche Regel benng#nder eine wie(8 —2)+2«
gestaltete Figurengruppe durch eine Dreifigur ersetzbawis sehen daraus, dass jede Fi-
gurengruppe wie 3»— 2« eine Lésung der Aufgabe ist. Aber nicht nur Lésungen vosetie
Gestalt sind anzuerkennen, sondern auch solche von deal@pstie 2 — 1« und » « und
sehr viele andere. Zwar geht das aus den Thomaeschen Réegglharvor; aber wir haben
schon gesehen, dass sie unvollstandig sind. Wir werdenRegeussetzen dirfen, nach de-
nen auch die Figurengruppen wig»-1)+2« und »2+1«durch eine Dreifigur ersetzbar sind.
Danach ware also die formale Subtraction nach der Redewersklathematiker eine viel-
deutige Operation, weil die Aufgabe der Subtraction vaestdne Lésungen zuliesse. Hierin
bestande ein wesentlicher Unterschied von der inhaltli¢kithmetik, wo die Subtractiof§
eindeutig ist. Wenn man in der inhaltlichen Arithmelik- 2 oder2 — 1 oder1 als Ldsung der
Subtractionsaufgabe hinstellt, so meint man die Bedeuytwetghe dieselbe ist. Weun man
an verschiedene Stellen der Tafel Einszeichen oder %ie p«gestaltete Gruppen schreibt,
so haben alle diese dieselbe Bedeutung, und man hat trotedshiedenheit des Ortes und
der Gestalt der fir die Losung hingeschriebenen Zeichearimthaltlichen Arithmetik doch
nur eine einzige Lésung. Hier im Rechenspiele sind die Eigumd Figurengruppen selber
Lésungen, und da sie sich nach Ort und Gestalt unterscheiddraben wir viele Losungen.

Man konnte dieser Folgerung auszuweichen suchen mit Baguduf die Thomaesche
formale Bedeutung der Zahlfiguren. Man wirde etwa sagen!: allei diese Figuren und
Gruppen, die als Losungen hingestellt werden, nach deziséRegeln zu handhaben sind,
so haben sie dieselbe formale Bedeutung, und diese istgkatéche Lésung. Dagegen ist
einzuwenden : |

erstens, dass diese formale Bedeutung, wie oben darggdegicht anzuerkennen ist;

zweitens, dass diese formale Bedeutung, wenn zulassiglléiizahlfiguren dieselbe wa-
re, wenigstens solange man nur die Thomaeschen Regelnratniie fir alle Zahlfiguren
gleichméssig gelten sollen;

drittens, dass dann kein weiteres Rechnen mit dem ErgebdesSubtraction mdglich
ware, weil die Rechnungsregeln von deu Zahlfiguren handéht von deren fragwurdigen
formalen Bedeutungen. Man zieht ja auch im Schachspieléenit-iguren selbst, nicht mit
einem gewissen Etwas, das allen schwarzen Bauernfigurengefweinsam waére.

Was von der Subtraction gesagt ist, kann im Wesentlicherdi@uDivision Ubertragen
werden.

56selbstverstandlich stimmt diese formale Subtraction eigdimiur im Namen mit der Subtraction in der inhaltli-
chen Arithmetik Uberein; und die Sachlage ware klarer zurer&e, wenn auch diese scheinbare Uebereinstimmung
durch Wahl eines anderen Wortes vermieden wirde.



8 113.Nun sagt Thomae am Ende des § 2 von der niedern Arithmetik :

~Sie weist die Eindeutigkeit (Widerspruchslosigkeit) dégr Grundoperationen mit al-
len Zahlen nach, mit Ausnahme der Null, mit welcher nur dielifidn und Subtraktion und
Multiplication eindeutig ausfuhrbar ist, mit der aber di&ziBion nicht eindeutig, also nicht
widerspruchsfrei vollzogen werden kann. Ein QuotientsdasNennef ist, hat keine Be-
deutung, und es nimmt die Null unter den Zahlen eine singuéellung ein.”

Die niedere Arithmetik, die dies nachweist, kann nur eirfealtliche sein, und also ist
damit fir die formale nichts gewonnen; denn Addiren, Miitipen, Subtrahiren, Dividiren
sind eben in der inhaltlichen Arithmetik ganz verschieden gen gleichnamigen Operatio-
nen im Rechenspiele. Jene Eindeutigkeit findet hier nigtit.dtlier ist auch kein Grund an-
zuerkennen, weshalb den Nullfiguren eine besondere Sgeflunzurdumen sei. Wenigstens
in dem Thomaeschen Regelverzeichnisse ist von den Nubfignicht besonders die Rede,
sondern alle Zahlfiguren werden darin ganz gleich beharigeist nicht einzusehen, warum
die Figurengruppe 2 : 0« oder »%« nicht ebenso gut als Lésung einer Divisionsaufgabe
kdnne betrachtet werden, wie etwa »3« oder >%«

In dem Satze

»Ein Quotient, dessen Nenner Null ist, hat keine Bedeutung”
sind Figurengruppen wie die oben aufgefiihrten offenbarti®oten genanft. Das Fehlen
der Bedeutung ist nun fur die formale Arithmetik kein Gruadiche Gruppen nicht zu ver-
wenden; denn sie fragt tberhaupt nicht nach der Bedeutumagglass sie es nicht ndthig hat,
ist ja der eigentliche Grund, weshalb sie der inhaltlichergezogen wird. Fir sie | hagxx S.120
ebensowenig eine Bedeutung wié«» und nach den Regeln behandelt werden kann diese
Gruppe so gut wie jerté.

Was will nun Thomae eigentlich damit sagen, dass er einenti€nien mit dem Nenner
Null jede Bedeutung abspricht? Doch wohl, dass eine Figyrgpe, in der eine Nullfigur
rechts von einem Doppelpunkte oder unter einem Bruchstratbht, unzulassig sei. Soll
damit nun gesagt sein, dass die Regeln des Rechenspielslaidbhis dazu nicht geben?
oder dass sie es gradezu verbieten? Im ersten Falle hattemen Satz aus der Theorie des
Spiels, etwa vergleichbar dem Satze beim Schach, dass aferl.der auf einem weissen
Felde steht, nicht auf ein schwarzes gelangen kann. DerhlgteghVerbot entgegen, aber
die Erlaubnis, die fir seine Bewegungen gegeben ist, raicht hin, es mdglich zu machen.
Nun haben wir aber eine Thomaesche Regel, die das Auftratensolchen Figurengruppe
zulasst, welche hier als unzuldssig hingestellt wird. Ndieker Regel ist es namlich erlaubt,
eine Zweifigur zu ersetzen durch die Grupge »0) - 0«. Wenn es also Giberhaupt erlaubt ist,
eine Zweifigur hinzuschreiben, wére es hiernach auch gestaine wie 8 : 0« gestaltete
Gruppe hinzuschreiben. Wenn dies dennoch unzuléssig skirss folgt das nicht aus den
bisher angefiihrten Regeln, sondern es bedarf dazu einkst¥sr und unser Satz

.Ein Quotient, dessen Nenner Null ist, hat keine Bedeutung”

muss dann als verbietende Regel aufgefasst werden, odgn&satz der Theorie des Spiels.
Ist er dies, so ist er eine Folge der Spielregeln. Unter digsass dann aber mindestens
eine verbietende sein, weil aus lauter erlaubenden Regéinverbot folgen kann, welches
eine erlaubende Regel einzuschranken vermdchte. In jed#erfruss es neben erlaubenden
Regeln mindestens eine verbietende geben. Als Grund flusaaines Verbot ist auf dem
Boden der formalen Theorie natirlich ebenso wie fur alleeamdRegeln nur das Belieben
des Gesetzgebers zu erkennen.

57Wenn der Quotient selber eine Bedeutung ware, kénnte varisBedeutung schwerlich die Rede sein.

58Dje formale Arithmetik fallt hier wohl aus der Rolle. Ueberlpauscheint es manchmal, als ob die formale
Arithmetik eigentlich die inhaltliche sei, die nur, um unbiegqnen Fragen zu entgehen, die Rolle der formalen zu
spielen versuche, was ihr aber nicht recht gelingen wolle.
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8 114.Noch eine Frage erhebt sich hier: sind Figurengruppen @ie (4 — 1)«, »2 :
(2 —2)«, » : (6 —2- 3)« zulassig? Offenbar wirde Thomae das verneinen. Aber — hdre
ich einwenden — das ist ja selbstverstandlith; 1 ist ja Null, ebens® — 2 und6 — 2 - 3.
Gewiss bedeuten in der inhaltlichen Arithmetik » 1«, »2 — 2« und >6 — 2 - 3« dasselbe
wie das Zeichen Ox; vergessen wir aber nicht, dass wir uns hier in der formbkfinden!
Hier handelt es sich um jene Figurengruppen selbst, nictdasnwas sie bedeuten; und da ist
nicht zu leugnen, dass sie sich von einander und von der ludifiicht nur unter- | scheiden
wie zwei Bauern gleicher Farbe im Schachspiele, sonderrFigeren verschiedener Art,
etwa Springer und Laufer. Nun werden Figurengruppen, ava &fie »l — 1«, »2 — 2« u. S.
w. gestaltet sind, durch Nullfiguren ersetzbar sein. Dasrkbmwar unter den Thomaeschen
Regeln nicht vor; aber diese sind, wie wir gesehen habenglistindig. Das ist nun noch
kein Grund, Figurengruppen wie€» (1 — 1)« als unzuléssig zu betrachten. Es lage dann
allerdings ein Widerstreit der Regeln vor, indem man eimbene Gruppe erhielte, wenn
man die wie % — 1« gestaltete Gruppe durch eine Nullfigur ersetzen wollten kinnte hier
eine Einschréankung der die Ersetzung erlaubenden Regeh dig verbietende annehmen.
Aber offenbar wird Thomae auch Figurengruppen verbietefche wie 2 : (1—1)«gebildet
sincP®.

Wir werden den Sinn des Thomaeschen Satzes ,Ein QuotiesgedédNenner Null ist, hat
keine Bedeutung®, als verbietende Regel verstanden, besseisdricken:

,ES ist verboten, Figurengruppen zu bilden, in denen aufréenten Seite eines Divisi-
onsdoppelpunkts, eine Nullfigur oder eine Figurengrupphtstie nach irgendeiner Regel
der formalen Arithmetik durch eine Nullfigur ersetzbar“ist.

8 115.Bei der Anwendung dieser Regel (oder dieses LehrsatzeseauBheorie des
Rechenspiels) ergiebt sich eine Unsicherheit; denn mars missen, welche Figurengrup-
pen durch eine Nullfigur unmittelbar oder mittelbar ersataeien; und diese Frage ist nicht
sicher zu beantworten, bevor nicht alle Regeln des Spidgeatellt sind. Und nun ist die
Frage, ob ein vollstdndiges Regelverzeichnis Uberhawstypn werden kénne. Vorher mis-
sen doch wohl alle Gberhaupt zuldssigen Figurenklasseeféinrt sein. Wenn nach einem
unvollstandigen Regelverzeichnisse eine Ersetzung deirad Nullfigur nicht méglich zu
sein scheint, so kann eine spater hinzukommende Regel d&midmchen und damit eine
Figurengruppe, die vorher zulédssig schien, unzulassichergaund andrerseits, wenn eini-
ge Regeln die Ersetzung erlauben, kann ein spéter folgeretbst diese Erlaubnis wieder
aufheben.

Um sicher zu gehen, misste man den Grundsatz aufstellenaliaserbietenden Regeln
grossere Kraft als die erlaubenden haben sollten, und mastenvenigstens alle Regeln, die
verbieten, eine Figur oder eine Figurengruppe durch di¢2utrsetzen, vollstandig zusam-
menstellen, sodass jede solche Ersetzung erlaubt wansictiteausdriicklich verboten ware;
oder man musste umgekehrt alle Regeln, die eine solchezbrgperlauben, vollstandig zu-
sammenstellen. Beides wiirde aber wegen der unubersetargrichfaltigkeit der Figuren
und Figurengruppen schwer durchzufihren | sein. Bis dashghen, ist unsere Regel un-
vollstandig und folglich unanwendbar.

§ 116. Die Unzulanglichkeit des Thomaeschen Regelverzeichsissacht sich noch
in andrer Hinsicht bemerkbar. Nirgends ist nAmlich gesaigtman eine Figurengruppe, die
aus zwei Zahlfiguren besteht, getrennt durch einen Minghstturch etwas Anderes ersetzen

59Eine singulare Stellung nehmen also die Nullfiguren in deméden Arithmetik nicht ein.



kénne. Folglich kann man nach diesen Regeln die Figurepgref3 + 2) — 2« durch eine
Dreifigur weder unmittelbar noch mittelbar ersetzen. Eemnwir uns einmal daran, wie der
entsprechende Satz der inhaltlichen Arithmetik bewiesed!\Wa heisst es etwa:

Nach der Definition isf3 4 2) — 2 die Zahl, welche, un2 vermehrt3 + 2 ergiebt. Diese
Zahl ist3; folglich fallt (3 + 2) — 2 mit 3 zusammen.

Hierbei ist die Eindeutigkeit der Subtraction wesentlidie, wie gesehen, in der for-
malen Arithmetik nicht gilt. Weiter ist wesentlich, das® dleichengruppe (8 + 2) — 2«
eine Bedeutung hat, auf die man mit dem bestimmten Artikgie(Zahl, welche*) und mit
dem DemonstrativpronomenfjeseZahl“) hinweisen kann. Auch dies fallt im Rechenspiele
weg. Von einer Definition kann hier nicht gesprochen werdiemn der Minusstrich ist hier
kein Subtractionszeichen, er bedeutet Uberhaupt nidatsesner Definition giebt es hier nur
Regeln fur die Handhabung dieses Striches; aber grade eigel Rehlt, welche fir unsern
Zweck brauchbar ware. Daher fehlt uns nach den ThomaesagairrRauch die Mdglichkeit,
die Figurengruppe (43 + 2) — 2) — 3« umzuformen in eine wie3»— 3« gestaltete. Danach
wirden wir also die Gruppe2 [((3 + 2) — 2) — 3]«als erlaubt ansehen kénnen.

Nach den Thomaeschen Regeln kénnen wir auch die Figurepgmip - 2) : 2« nicht
durch eine Dreifigur ersetzen; denn eine Regel, nach wegherFigurengruppe, bestehend
aus zwei durch einen Doppelpunkt getrennten Zahlfigurerchoetwas Anderes ersetzt wer-
den konnte, findet sich nicht vor.

Wir wollen diesem Mangel abzuhelfen suchen nicht durch #elifng einer neuen Regel,
sondern indem wir die am Ende des § 109 angegebene Regetéenmid den Thomaeschen
Formeln folgende beiden hinzufiigetu»t o’) — o’ = a«und Xa - ') : a’ = a«. Diese sind
nun gleichfalls Figurengruppen, von denen das Spiel ausyelausgesetzt wird dabei wie
auch sonst eine Regel, die angiebt, wie man Buchstaben datdfiguren ersetzen kann.

8 117.Wenn wir hierbei das oben (§ 114) aufgestellte Verbot nieatdhteten, konnten
wir aus der Figurengruppe3») = 0« und der aus unserer zweiten neuen Formel durch Erset-
zung der Buchstaben durch Zahlfiguren gewonnerigrdy : 0 = 3« die Gruppe 8 : 0 = 3«
herstellen und | ebenso auch die Grupfe 6§ = 4«. Aus diesen beiden kénnten wir dann
weiter die Gruppe 3 = 4« gewinnen. Und hierin liegt vielleicht der Grund fir Thoreae
Ausspruch, dass die Division nicht immer eindeutig, alsthhividerspruchsfrei vollzogen
werden konn®. Aber hier in der formalen Arithmetik liegt zunéchst garrk&Viderspruch
vor. Warum sollte nicht eine Gruppe wi8 »= 4« erlaubt sein? In der inhaltlichen Arithmetik
darf sie freilich mit dem Anspruch auf Geltung nicht vorkoemm weil es da auf die Bedeu-
tungen der Zahlzeichen ankommt, die verschieden sind.ebi@&sund fallt hier weg. Eine
Figurengruppe wie 3 = 4« hinzuschreiben, ist bisher wenigstens nicht verboterderr
Erst wenn man ein solches Verbot erlasst, entsteht ein @fidech, oder besser Widerstreit
der Regeln, die theils verbieten, theils erlauben.

8 118.Nun sagt Thomae in § 2 unmittelbar nach seinem Regelvenzisisd

L~Subtraction und Division wird durch Einfihrung der neueahken zur Addition und
Multiplication. Da die gesammte Arithmetik andre als diegs, oder, wenn man wilkwei
Rechnungsoperationen nicht kennt, so sind neue Gebilderigahzen Arithmetik wider-
spruchsfreie, wenn sie den vier (oder zwei) Grundoperatiagegeniber widerspruchsfrei
sind.”

60Hierbei fallt das ,also" auf, da ja das Ausziehen einer Qabalurzel im Allgemeinen nicht eindeutig vollzogen
werden kann, ohne dass dadurch ein Widerspruch entstande.

S.123



S.124

Dieser Ausspruch ist schwer verstandlich. Zunachst kann bezweifeln, ob die ge-
sammte Arithmetik andere Operationen als die genanntdn kénne. Die Grenziibergange
wenigstens scheinen sich nicht auf jene Operationen Zzfirien zu lassen. Uebrigens miis-
ste man, um einen solchen Ausspruch thun zu kdnnen, eigeulil gesammte Arithmetik
kennen, was unmdéglich ist, da diese Wissenschaft nichtsabgessen ist und wohl nie ab-
geschlossen werden wird.

Ferner muss es auffallen, dass von einer Figur die Widechpfteiheit ausgesagt wird.
Es wirde seltsam beriihren, wenn hinsichtlich einer Schiatdier Argwohn laut wiirde, sie
kénnte einen Widerspruch enthalten. Erinnern wir uns abeati@ Thomaesche Ausdrucks-
weise, wonach der Umstand, dass Regeln unter Anderem venggwissen Figur handeln,
als Verhalten dieser Figur gegeniiber den Regeln erscheidtwonach nun wieder dies
Verhalten als Inhalt der Figur bezeichnet wird, so sehendegiss ein Widerstreit, der etwa
zwischen den Regeln des Schachspiels obwaltete, in dalamer Schachfigur verlegt er-
schiene. Um also zu einem Verstandnisse zu gelangen, wetidelen Widerspruch wieder
zuruck in die Regeln verlegen mussen.

8 119.Nun ist ferner zu fragen, was unter einem Widerspruche demd@perationen
gegeniiber zu verstehen sei. Hier ist wohl der oben | berlihamaesche Sdtzheranzuzie-
hen, dass mit der Null die Division nicht widerspruchsfreilzogen werden kénne. Danach
ist zu vermuthen, dass nach Thomae eine Figur einen Widsiis@iner Operation gegen-
Uber enthalte, wenn diese Operation nicht widerspruchsiiteder Figur vollzogen werden
kénne. Demnach waren die Nullfiguren nicht widerspruchsfee Division gegeniber, also
Uberhaupt nicht widerspruchsfrei in der Arithmetik.

Ein solcher Widerspruch kann nur dadurch zu Stande komnaas, die besonderen von
einer Figurenklasse geltenden Regeln den allgemeinenli@nzahlfiguren geltenden wi-
derstreiten. Da diese nun nach dem Thomaeschen Verzesehstisnmtlich erlaubender Art
sind, so ist ein Widerspruch nur zu befirchten, wenn untert@sondern Regeln, die von
einer Figurenklasse handeln, auch verbietende vorkomBies.findet bei den Nullfiguren
in der That statt. Aber auch sonst kommt es vor. Denn immedéeEinfihrung einer neuen
Figurenklasse wird es nothig sein, zu bestimmen, dass @igggen nicht die linke Sei-
te einer Gleichung bilden diirfen, deren rechte Seite eindigiir ist. Es werde z. B. die
Klasse der wie %2« gestalteten Figuren eingefiihrt. Wenn wir nun nicht wissdgneine
Gleichung wie ® = /2« erlaubt sei, so wissen wir auch nicht, ob wir die Gruppe »2«
bilden dirfen; also wissen wir auch nicht, ob wir eine Zweifiglurch eine Gruppe wie
»(2 : /2) - V2« ersetzen diirfen. Es niitzte uns auch nichts, wenn uns vézgithe mis-
slungen waren, nach den allgemeinen und den besondermRigeie wie »/2« gestalteten
Figuren eine Gleichung wied»= /2« herzustellen; denn viele misslungene Versuche sind
noch kein Beweis der Unmdglichkeit, und besonders danrt,nidnn man den Versuchen
kein abgeschlossenes Regelverzeichnis zu Grunde legankibenso missten Figurengrup-
pen wie » = 1 — v/2«und unzahlige andere verboten werden.

Ob nun alle diese verbietenden Regeln etwa in eine einzigeindvenige zusammen-
gefasst werden kénnen, mag uns hier nicht weiter kimmedendalls kommen unter den
besondern von den wie\#2« gestalteten Figuren geltenden Regeln auch verbietenge vo
und dass sie mit den allgemeinen nicht in Widerstreit geratkbnnen, kann daraus nicht
gefolgert werden, dass diese allgemeinen Regeln untedgnam Einklange sind. Jede neu
einzufuhrende Figurenklasse wird besondere Regeln nitaddnen, unter denen auch verbie-
tende sein werden. Denn wenn von den neuen Figuren genalbdirfRkegeln gelten sollten,

61A. a. O. Ende des § 2.



wie von denen einer alten Klasse, so wére fir die Wahl eingoriern Gestalt kein Grund
vorhanden. Wenn z. B. von den wigwgestalteten Figuren genau dieselben Regeln gelten
sollten, wie von den Einsfiguren, so brauchte man jene Fignieght. Wenn aber die Regeln
zum Theil verschieden sind, so verbirgt das Zusammenstimdee von den Einsfiguren
handelnden Regeln nicht dasselbe hinsichtlich der visiegestalteten Figuren. |

Der Satz, dass die formale Arithmetik eine vollkommen wigeuchsfreie Begriindung
zulasse, entbehrt demnach des Beweises, und seine Waimtezltegt im Gegentheile gros-
sen Zweifeln. Thomaes entgegengesetzte Meinung berukdeaufrrthume, dass die in sei-
nem § 2 aufgefiihrten Regeln ein vollstandiges Verzeichide, und besonders darauf, dass
er ganz die verbietenden Regeln Ubersieht, die jede neuedrigjasse nothwendig mit sich
fuhrt.

8 120.Thomae fahrt fort:

.Da fur die Weiterbildung des Zahlenbegriffes doch an epg@wrissen Stelle einmal die
formale von Beziehungen auf Sinnesobjecte freie Auffag®intreten muss, so entscheiden
wir uns fir dieselbe schon bei den negativen und gebroch2alelen.”

Hierbei ist vorausgesetzt, dass jede Auffassung der Zatiedurch diese nicht zu Sin-
nesobjecten in Beziehung gesetzt werden, eine formale omakschen Sinne sei, oder um-
gekehrt ausgedruckt, dass jede inhaltliche ArithmetikzZdielen zu Sinnesobjecten in Bezie-
hung setze. Das ist ein Irrtum. In unserm ersten Bande hatftersbar nichts ferner gelegen,
als die Zahlzeichen als Figuren zu behandeln und diesedtigiahlen zu nennen; es hat uns
aber auch nichts ferner gelegen, als die Arithmetik aufleha Wahrnehmung zu griinden
und Haufen von sinnlichen Dingen Zahlen zu nennen. UnteAdeahl Null verstehen wir
nicht eine gewisse rundliche Figur; sondern diese ist umseimuZeichen fir das, was mir
meinen, und was wir als vorhanden anerkennen, obwohl esrvegdehysischer Korper,
noch eine Eigenschaft eines solchen ist. Also, wie sehr wéhalamit einverstanden sind,
dass die Arithmetik sich vor jeder Bezugnahme auf sinnl@hmge zu hiten habe, dass dem-
nach die Zahlzeichen nichts Sinnliches bedeuten, so sébmdrewir andrerseits, dass diese
Zeichen deshalb nicht bedeutungslos sind, und lehnen ageadelbst Zahlen zu nennen.

8§ 121.Wir wenden uns nun zum § 3 der Thomaeschen Darlegung. Win kse:

,Die gemeinen Zahlen lassen sich in Reihe ordnen oder siettesich dem Begriffe der
Grosse unterordnen. Es it> 2 und3 > —4und9 : 10 > 8 : 9, weil in9 : 10 = 81 : 90
der Zahler grosser ist als der Zah$grin 80 : 90 = 8 : 9, wahrend die Nenner gleich sind.”

Es fallt hier auf, dass das Ordnen in Reihe und das Unterordnier den Begriff Grésse
als dasselbe behandelt wird. Ist ein Buch darum eine Gréaskes mit andern Buchern in
Reihe geordnet werden kann? Ist es dabei ganz einerlei,i@i®minung geschieht? Dann
ware ja eigentlich Alles Grosse, z. B. die Schlage einer dia,Buchstaben des Wortes
,Grosse”. Wir kénnen auch Schachfiguren in Reihe ordnen sie darum | Grossen? Eher
kénnte man denken, dass die Anerkennung von Dingen als &rdi&s Anordnung vorher-
ginge und das Princip dazu lieferte.

Wenn sonst Dinge in Reihe geordnet sind, hat jedes Ding rateds ein benachbartes.
Das scheint hier nicht der Fall zu sein. Diese ganze Stélleuiszu verstehen, wenn die in-
haltliche Arithmetik bekannt ist; und dann ist die formabeiflissig. Stellen wir uns auf den
Thomaeschen formalen Standpunkt, so fehlt uns jede Angeikedie Zahlfiguren geord-
net werden sollen. Dazu scheint freilich das Zeicher:dienen zu sollen; aber wir kennen
dessen Bedeutung nicht. Nach der Idee der formalen Aritkmafssten wir es als Figur
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auffassen, die — wenigstens im Rechenspiele — keine Bedg hidtte; Gber deren Handha-
bung aber Regeln gegeben waren. Indessen fehlen hier $égfedn vollstandig; und diese
Auffassung verbietet sich dadurch, da8s» 2« als Bestandtheil des Behauptungssatzes ,Es
ist3 > 2" auftritt, woraus zu entnehmen ist, dass ein Gedanke deaemitvmden werden soll.
»3 > 2« ist also nicht etwas, womit im Rechenspiele Veranderungggenommen wer-
den — vergleichbar einer Stellung von Schachfiguren —; sendswird ein Satz aus der
Theorie des Spiels sein. Aus den friher (8 109) entwick&iemden verwerfen wir hier den
Gebrauch der Zahlfiguren und suchen den Inhalt in Wortenuspsechen, etwa so:

.~Jede Dreifigur ist grosser als irgendeine Zweifigur*,
wobei die Worter ,jede” und ,irgendeine* freilich auf gut Glkigewahlt sind. Die Bedeutung
der Worte ,grdsser als" ist dabei noch zu bestimmen. Jetsisiad sie weder im geometri-
schen Sinne noch in dem der inhaltlichen Arithmetik zu nefyndenn in dieser haben wir
eine Beziehung zwischen den Zahlen selbst, den Bedeututegefiahlzeichen, Bedeutun-
gen, die fur das Rechenspiel nicht vorhanden sind. Was derdgis Satzes

.Die Zahlfigur a ist grosser als die Zahlfigwf

sei, erfahren wir nicht. Wir kénnen nur vermuthen, dass &s sm eine Beziehung handle,
durch welche die Zahlfiguren in Reihe geordnet werden. DaseWelieser Beziehung und
ihr Zusammenhang mit den Spielregeln bleibt uns dunkel.

§ 122.Unverstandlich ist auf dem Boden der formalen Arithmetik 8latz von Thomae,
dass die Null die Schranke fur das Kleiner und Kleinerweriapr positiven Zahl bildet. Al-
so eine Zabhlfigur andert sich wahrend des Spiels? von sétbsifer fur ihre Behandlung
im Spiele wesentlichen Eigenschaft? Unverstandlich sushalie Sétze, dass es unter den
positiven Zahlen keine kleinste giebt, dass eine gemeitn, dae nicht negativ, aber klei-
ner ist als jede angebbare positive Zahl, noth-wendig NtllWelche Null? Es giebt viele
Nullfiguren. Ist >4 — 1« eine Nullfigur? Gleich darauf wird gesagt:

.In diesem wichtigen Satze wird eine Zahl, die Zahl Null, clurein negatives Kriteri-
um erkannt. | Die Zahl Null? Welche? ,Null* wird hier als EEgname behandelt. Das ist
richtig in der inhaltlichen, falsch in der formalen Arithtile Was ist in dieser eine gemeine
Zahlfigur? was eine positive? was eine negative Zahlfigue?aDdgefihrten Satze werden der
Theorie des Spiels angehéren und aus den Spielregeln fdlgerund aus welchen, bleibt
dunkel. Die Wérter ,gemein*, ,positiv‘ und ,negativ‘ werddfigenschaften der Zahlfiguren
bezeichnen, die bei der Anwendung der Regeln in Betrachinkem wie etwa ,schwarz*
und ,weiss" beim Schachspiel. Zuféllige kleine Verschilagiten der Gestalt oder der Farbe
der Figuren, von denen die Regeln nicht handeln, kdnnen #iwdtie Theorie des Spiels
nicht in Betracht kommen. Nun fragen wir: wie lauten die Regaie auf die eben genannten
Eigenschaften der Figuren Bezug nehmen? Welche Regel miaeint Unterschied zwischen
positiven und negativen, gemeinen und nicht gemeinen Zainéfh? Keine Antwort! Wir
sehen wohl: der Formalarithmetiker fallt hier wieder eihanzs der Rolle. Die formale Auf-
fassung ist ein Schild, den man vorhélt, so lange Fragen deciBedeutung der Zeichen
drohen. Wenn diese Gefahr voriber, l[asst man ihn sinkem ldstig ist er im Grunde doch.

8 123.Thomae meint, man kénne von einer Zahl zu immer gréssern tirgsern fort-
schreiten, weil der Neubildung mittels Addition durch riline Schranke gesetzt sei. Ge-
wiss ist der Neubildung eine Schranke gesetzt, ebenso wieWachsthume einer Stadt.
Wir haben weder eine unendliche Tafelflache, noch unendiiehKreide zur Verfigung.
Zahlfiguren sind eben Gebilde, welche durch Schreiben gtzgarden. Eine unstoffliche,



unraumliche Zahlfigur ist zu vergleichen mit einem Luftedde; aber auch den Luftschlos-
sern sind Schranken gesetzt. Die Phantasie verleiht Flagel auch diese werden zuletzt
matt.

Ob eine Neubildung von Zahlfiguren mittels Addition statténmag bezweifelt werden.
So entstehen Gruppen von Zahlfiguren und Additionskreuérsolche Gruppen als Zahl-
figuren anzusehen seien, bleibt zweifelhaft, da nirgendaggést, was eine Zahlfigur sei.

Wir bemerken, dass Thomae wie bei der Null auch beim Unemelticlie Gefahr von Wi-
derspruchen sieht. Die von ihm selbst angefiihrten Regatissimmitlich erlaubende, kdnnen
also nicht in Widerstreit mit einander gerathen, mag manmagah ihnen Figuren behandeln,
welche man wolle, und ob eine Achtfigur liegt oder steht, kieginen Unterschied machen,
wenn nicht noch besondere Regeln von den liegenden Achdfiggelten. Von solchen ist
aber hier noch keine aufgefiihrt worden.

Das Unendliche wird hier ausdrticklich Begriff genannt olmgabe eines Grundes.
Warum ist es nicht einfach eine Figur? Das actuelle Unehdlifiir das G. Cantor mit Recht
eintritt, ist allerdings keine Figur und dirfte in der forle@ Arithmetik Gberhaupt keine Stel-
le haben. |

8 124.Wie wird nun das Irrationale in die formale Arithmetik eiriigert? Auf den er-
sten Anblick ganz wie bei Cantor, dessen Fundamentalreiberzahlreihen Heines und den
Zahlenfolgen Thomaes entsprechen. Aber die Glieder deto@amen Fundamentalreihen
sind nicht sichtbare, greifbare Figuren, sondern unsiheli Art, wie es scheint, wohinge-
gen die Zahlreihen Heines und die Zahlenfolgen Thomaeslodfieaus sinnlichen Figuren
bestehen sollen. Wenn diese Auffassung richtig ist, sers Aehnlichkeit der Theorien nur
ausserlich und unwesentlich. Obwohl klare Ausspricheedi8shriftsteller, wie es scheint,
darliber fehlen, dirfen wir wohl vermuthen, dass die reieéBekziehung bei Heine und Tho-
mae réaumlich ist. Wir nehmen an, dass eine Heinesche Zaliernebenso wie eine Thomae-
sche Folge von Zahlen eine Gruppe von Zahlfiguren sei, didinks nach rechts in nicht zu
grossen Abstanden nebeneinander geschrieben sind, unjedasdieser Figuren ein Term
dieser Folge genannt werde. Man wird noch hinzufiigen miigsss zwischen den einzelnen
Termen nur leere Tafelflache sichtbar sein dirfe.

Nun ist der Heineschen Darstellung zu entnehmen, dassasteRReihe ins Unendliche
fortlaufen solle. Um sie herzustellen, brauchten wir atvee @nendlich lange Tafel, unend-
lich viel Kreide und unendlich lange Zeit. Man mag es als higrgrausam schelten, einen
so hohen Geistesflug durch einen so hausbackenen Einwadetstgblagen zu wollen; aber
damit wird dieser nicht widerlegt. Wenn man die Zahlen zufgegen Figuren macht und
sich auf diese ihre Greifbarkeit stiitzt, um ihrer Existeichar zu sein, nun dann muss man
sie auch allen Bedingungen eines solchen stofflichen Daseierwerfen. Hier erkennen wir
ein sonderbares Verhéangnis, dass bei Heine grade durchreii&@keit der Zahlen die Exi-
stenz der Zahlenreihen und damit zugleich die der irrat@n@ahlen vernichtet wird, die
doch durch eben diese Greifbarkeit gewahrleistet werdkte so

Heine stellt nun die Forderung auf, einer jeden ZahlenreiheZeichen hinzuzufiigen,
und sagt:

.Man fihrt als Zeichen die Reihe selbst ein, diese in eckigeehesen gesetzt, sodass
z. B. das zur Reihe, b, c etc. gehdrende Zeichen,[b, ¢ etc.] ist.”

Um hiervon Gebrauch machen zu kénnen, misste man erst dit Ktfinden, eine ins
Unendliche fortlaufende Reihe in Parenthesen zu setzen.

Heine definirt weiter:

LAllgemeinere Zahl oder Zahlzeichen heisst das zu einetrgdie gehdrende Zeichen.”

S.128



S.129

S.130

Demnach ware eine in eckige Parenthesen gesetzte Zahlerfadls es eine solche gabe,
eine allgemeinere Zahl. Wir erkennen hieraus, dass dieehagihen nicht in ihrer urspriing-
lichen Nacktheit, sondernin ihrer | Bekleidung mit eckit@dammern den eigentlichen Ge-
genstand der Heineschen Betrachtung bilden s@ilen

8 125.Thomae sucht die Schwierigkeit, die das Fortlaufen einéndlims Unendliche
fur die formale Arithmetik hat, durch eine Definition der maéichen Folge zu umgehen. Er
sagtim § 5:

»Eine Folge von (zunachst gemeinen) Zahlen as as . . a,, . .) heisst eine unendliche
Folge, wenn kein Term in ihr ein letzter ist, sondern wenrhreiner zu gebenden Vorschrift
immer wieder neue und neue Terme gebildet werden kdnnen.*

Wenn wir nicht wiissten, wohinaus Thomae wollte, kdnnterawieine in sich zuriicklau-
fende Anordnung von Zahlfiguren denken. Da dies offenbdrtrgemeint ist, so muss eine
Folge von Zahlfiguren immer zwei Enden haben, und ein Terrd wimer der letzte sein.
Wegen des letzten mit ,sondern” anfangenden Satzes istlealozunehmen, dass ,letzter"
hier nicht im gewohnlichen Sinne zu nehmen ist. Ich setzethigen eine Zahlenfol§é hin
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und frage: ist sie nach Thomae eine unendliche? Wenn diefigweerster Term genannt
wird, so wird nach dem Sprachgebrauche die Finffigur lefemn zu nennen sein. Danach
hatten wir keine unendliche Folge. Aber der Nachdruck liegter Thomaeschen Erklarung
auf dem Koénnen. Die Funffigur ist nach Thomae nicht letztemlevenn nach einer zu ge-
benden Vorschrift immer neue und neue Terme gebildet wekdenen. Es ist aber dazu
nicht nothig, dass immer neue und neue Terme wirklich gebierden; die Mdglichkeit
genugt; die Folge braucht, solange sie besteht, nie melheradsdrei Terme zu enthalten
und ware doch eine unendliche, wenn jene Méglichkeit belgtdBesteht sie? Fur einen all-
méchtigen Gott, ja; fir einen Menschen, nein. Wir stossenduif den schwierigen Begriff
des Mdglichen, sehen aber, dass es fir die Entscheidungeuisage ganz gleichgliltig ist,
aus welchen Termen unsere Folge besteht. Die Folgen weretufch nicht eingetheilt in
endliche und unendliche, sondern entweder werden sie dimmandlich, oder sémmitlich
unendlich sein, je nach dem Sinne, den wir mit dem Worte ,ledrirverbinden. Wir haben
einen a@hnlichen Fall bei einer Hauserreihe, die sich voarestadt aus allmahlich ins Feld
verlangert. Wir kdnnen definiren: ,Eine Reihe von Héauserisdteeine unendliche Reihe,
wenn kein Haus in ihr ein letztes ist, sondern wenn nach a@neyebenden Vorschrift im-
mer neue und neue Hauser gebaut werden kénnen.” Setzerbgir danenschliches Kénnen
voraus und verstehen wir das Wort ,immer* im strengsten &isn wird hiernach keine Hau-
serreihe eine unendliche sein. Unter denselben Vorawssgtn und aus demselben Grunde
ist keine Folge von Zahlfiguren eine unendliche; denn wieseloraus, dass die Mdglichkeit
der Fortsetzung einmal aufhdren wird.

Wir erkennen wohl, wie vergeblich es ist, uns durch eine Dtgimuber die Beschrénkt-
heit unseres Kénnens tauschen zu wollen.

8 126. Aber zu welchem Zwecke brauchen wir denn unendliche Zablgeh? Aus
der Beantwortung dieser Frage wird sich vielleicht deb#icerkennen lassen, was wir unter

62Uebrigens ist der bestimmte Artikel vor ,zu einer Zahlenrajledrende Zeichen* auffallend, da man ja ver-
schiedene Zeichen derselben Zahlenreihe zuordnen kanmyelsher Mdglichkeit Heine auch Gebrauch macht.

63Im Folgenden mag sie die Foldgeheissen. Sie soll in den folgenden Betrachtungen als Retigpi Grunde
gelegt werden.



diesem Ausdrucke zu verstehen haben. Thomae schreibt:

.Eine Folge(d; 03 d3 . . 0, . .) heisst eine Nullfolge, es wird ihr die Zahl Null durch das

Gleichheitszeichen zugeordnet

0=(610203..0,..),
wenn die Zahlen, d, . . 4,, . . mitwachsendem Index beliebig klein werden, sodass fiir jede
noch so kleine Zah ein n so gefunden werden kann, dass alle Temé,,+1 0nt2 - ..
absolut genommen kleiner atssind.”

Hier storen die Bezeichnungen. Wir wissen z. B. noch niclas win Index bei einer
Zahlenfolge ist. In dem Gebilde(& d2 03 . . d,, . .)« sieht man zwar Indices; aber diese
Vereinigung von Buchstaben, Ziffern, Pinktchen und Klammigt keine Zahlenfolge.

Wir werden wohl nicht fehlgehen, wenn wir unter dem Indexesiiferms einer Folge
eine Ordnungszahl verstehen, die angiebt, der wievieisteed Term in der Folge ist. Das
n, von dem in der Thomaeschen Erklarung die Rede ist, wirdratdtd eine Zahlfigur, son-
dern eine Zahl sein. Nehmen wir an, wir hatten als soleheseinem Falle gefundeﬁn(99)!
Diirfen wir nun die Worte ,dep®”) te Term der Folgd™ gebrauchen? Nicht eher, als wir
wissen, dass die Folg#®") Terme enthalte. Sonst ist ,déf°") te Term der Folge™ ein
Eigenname ohne Bedeutung, weil 8i") ter Term einer{9(®") — 1) ten voraussetzt. Dabei
ist zu beachten, dass Terme, die nicht hingeschrieben miclat, vorhanden sind; denn die
Terme sind Zahlfiguren, und Zahlfiguren sind durch Schredreeugte Gebilde. Konnten
wir aber nicht vomp©®”) ten Terme der Folgé’ sprechen mit dem Zusatze ,falls er vorhan-
den wéare"? Ja, ebenso wie vom &ltesten Manne, der auf denehisteh Grade noérdlicher
Breite wohnt, falls er vorhanden wéare. Man mag von solcheeréssant fabuliren; aber in
die Wissenschaft gehdrt es nicht hinein.

Wenn also Thomae unteb»« denn ten Term einer Folge versteht, so begiebt er sich ins
Reich der Dichtung, sobald die Zahlso gross ist, dass nicht mehr mit Sicherheit das Vor-
handensein sovieler Terme angenommen werden kann. | Weneiwver noch so kleinen
Zahl o die Rede ist, missen wir uns erinnern, dass ,Zahl* hier $avie ,Zahlfigur” be-
deutet, dass auf der ganzen Erde nur eine endliche Mengealdfigiiren vorhanden ist und
dass wir daran durch Hinschreiben neuer Zahlfiguren nictderé kénnen. Man weise nicht
auf unendlich viele mdgliche Zahlfiguren hin; denn nur dieli¢hen sind Zahlfiguren. Eine
blos mdgliche ist gar keine Zahlfigur. Vielleicht haben wiine2Vorstellung einer Zahlfigur
und halten es auch fir mdéglich, eine solche hinzuschreidesr, dann haben wir eben nur
eine Vorstellung, keine Zahlfigur. Ferner ist es sehr z\iegfie, ob es mdglich sei, unendlich
viele Zahlfiguren zu bilden. Von einer unbegrenzten Annédihgian die Nullfiguren kann hier
also garnicht die Rede sein, selbst wenn wir eine Beziehwigchen Zahlfiguren zugeben
wollten, die durch die Worte ,absolut kleiner als* bezeiehwuirde.

8 127.Beim Worte ,alle* macht Thomae folgende Anmerkung:

.Da alle Terme nicht angeschrieben werden kdnnen, so igrypalle™ hier wie in
ahnlichen Féllen zu verstehen, soviel man auch Terme bitd®y) oder, um negativ zu reden,
von einem bestimmten Index ab ist kein Terny*

Hierbei ist einiges zu erinnern. Die Nullfolgen sollen ohfweifel unendlich sein; d.
h. es soll méglich sein, immer neue und neue Terme zu bildeh, kinzuschreiben. Nun
wird hier gesagt, dass alle Terme nicht angeschrieben wekdenen. Daraus ist zu ent-
nehmen, dass eine Nullfolge nach Thomae besteht erstenBeauen, die angeschrieben
sind, zweitens aus Termen, die nicht angeschrieben siedaalgeschrieben werden kénnen,
und, wie es scheint, drittens aus Termen, die nicht angesehr werden kénnen. Dem ent-
sprechend wirde etwa eine unendliche Hauserreihe bestedtens aus Hausern, die gebaut
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sind, zweitens aus solchen, die nicht gebaut sind, abeugeleaden kbnnen, und drittens aus
Hausern, die weder gebaut sind, noch gebaut werden konmens@che Hauserreihe wiirde
also, im Wirklichen anfangend, sich durch das Reich desMfaglichen bis ins Unmdgliche
erstrecken. Eine merkwirdige Hauserreihe!

8 128.Sollte nicht der Formalarithmetiker hier wieder seinemnBlantreu geworden
sein? Wir wissen, wie nahe das liegt, weil wir nun einmal gemtcsind, die Zahlfiguren als
Zahlzeichen zu betrachten, namlich als Eigennamen, diasatezeichnen. Daher wirkt das
Hauserbeispiel so befreiend, weil die Erinnerung an dialiibhe Arithmetik hier wegfallt,
wahrend kein Unterschied besteht, der fir unsere Fragetra®g kame; denn sowohl Hau-
ser, als auch Zahlfiguren sind Erzeugnisse zweckbewusstesahlicher Thatigkeit, und dar-
auf allein kommt es an. Kénnte man doch die Hauser selbst&aZahlfiguren verwenden.
Das Bauen entsprache | dem Hinschreiben, das Niederreleseusléschen. Hinschrei-
ben und Ausléschen sind ja die Spielhandlungen im Rechelespian kdnnte also leicht
alle Spielregeln diesem Falle anpassen.

In der inhaltlichen Arithmetik hat es ja nichts Befremdksh zu sagen, dass alle Ter-
me einer Folge nicht hingeschrieben werden kdnnen; denavaghgeschrieben wird, sind
Zeichen der Terme. Hierdurch werden die Terme selbst niebtlzaffen, und deren Bestand
wird durch das Hinschreiben oder Nichthinschreiben gatriieriihrt. Ganz anders im Re-
chenspiele! Hier sind die Zahlfiguren selbst die Terme. Nithgeschriebene Zahlfiguren
sind so wenig vorhanden wie nicht gebaute Hauser. Wenn rmairTérme angeschrieben
sind, so besteht die Folge auch nur aus drei Termen. Wie &nanh hier noch sagen, dass
alle Terme der Folge nicht angeschrieben werden kdnnen!kRafas im Rechenspiele eine
Zahlenfolge anderes sein als ein Ganzes, eine Gruppehbastaus geschriebenen Figuren?
Wenn eine solche Gruppe nicht angeschrieben werden kakanscsie nicht entstehen. Und
da es solche Zahlenfolgen nicht von Ewigkeit her giebt, sbtges dann Gberhaupt keine und
wird es keine geben. Wenn aber eine Zahlenfolge hingedsmievird, so werden alle ihre
Terme hingeschrieben; denn nur in ihnen hat sie ihren Béstan

Thomae gebraucht in seiner Anmerkung den Ausdruck ,sowela auch Terme bilden
mag"“; wenn hier statt ,bilden mag" stdnde ,gebildet hat uilddn wird“, so ware nichts
dagegen zu sagen. Aber Terme, welche nur méglich sind, abdringeschrieben werden,
sind in der formalen Arithmetik keine Terme.

Ebensowenig wie zu beflrchten steht, dass die Baume in deamkli wachsen, kénnen
die Zahlenfolgen ohne Ende fortgesetzt werden. Jede wirdaiihre grésste Lange erreicht
haben. Betrachten wir unsere Folfjein diesem Augenblicke! Die Anzahl ihrer Terme sei
dannn; der(n — 1) te Term sei eine Zweifigur, derte eine Einsfigur. Wir werden dann viel-
leicht sagen kdnnen: alle auf dém— 2) ten folgenden Terme sind kleiner als eine Dreifigur;
ebenso auch: alle auf dén — 1) ten folgenden Terme sind kleiner als eine Zweifigur, und
endlich: alle auf dem ten folgenden Terme sind kleiner als eine Einsfigur; da réimduf
denn ten kein Term folgt noch folgen wird. Negativ kdnnen wir aselyen: Kein auf den-
Term folgender ist grosser als eine Einsfigur. Danach w&®waisere Folge eine Nullfolge.
Mit demselben Rechte freilich kdnnten wir behaupten: keihdenn ten Term folgender ist
kleiner als eine Neunfigur. Denn da es Uiberhaupt keinen aufitien Term folgenden giebt,
giebt es auch keinen solchen, der kleiner wére als eine Ngunfi

Das ist die Weise, wie Thomaes Worte streng genommen veestamerden missen; aber
offenbar sollen sie nicht so verstanden werden.



8 129.Denken wir an folgenden Fall! Uns sei eine Vorschifgegeben zur Fortsetzung
unserer Folger. Wir kdnnen nun, nehmen wir an, ohne etwas Uber die zukimftiénge
unserer Folge zu wissen, aus der Beschaffenheit der Vidftsdbn Satz folgern, dass alle
Terme, wenn es einmal solche geben sollte, welche nachaméeanschrift hingeschrieben
und durch einen Index grosser als hundert zu kennzeichnesmwideiner sein werden als
eine Einsfigur. Wenn nun ein solcher Satz zu folgern ist fde jeositive Zahlfigue statt der
Einsfigur, wobei nur statt der Zahl hundert eine andere zmeahware, so wird Thomae die
Folge wohl fir eine Nullfolge erklaren.

Hierbei muss jedoch immer im Auge behalten werden, dass diegel der positiven
Zahlfiguren eine endliche ist und stets bleiben wird.

Ferner bemerken wir, dass die Mdglichkeit solcher Folggemnvon der Vorschrift haupt-
sachlich abhangt, diese aber durch die Faigewie sie uns vor Augen steht, garnicht be-
stimmt ist. Das wirde eher zur Definition einer Nullvorstthails zu der einer Nullfolge
berechtigen.

8 130. Aber auch eine Nullvorschrift wiirde sich so nicht definirassen. Dass der
Satz ,alle nach der Vorschrift” gebildeten Terme, deren Index grésser als hundert ist, sind
kleiner als eine Einsfigur* aus dem Wesen der Vorschifiolge, kann nicht als Merkmal
gebraucht werden. Es ginge noch, wenn er ganz formal foddieg wie aus dem Satzed,
ist ein B* folgt ,,es giebt einB* ganz unabhéngig von den Bedeutungen vakround »B«,
nur vorausgesetzt, dass diese Zeichen etwas bedeutendAbést hier offenbar nicht der
Fall. Wir kennen zwar nicht die Bedeutung der Worte ,kleisein als" in der Theorie des
Rechenspiels, aber jedenfalls wird sie hier in Betrachtkem, und Sétze werden heran-
zuziehen sein, welche die Beschaffenheit dieser Beziemmbicht setzen, Satze, die wir
hier freilich nicht kennen, deren Geltung wir aber annehméissen. Man muss vielleicht
noch Séatze hinzunehmen, die Uber die in der Vorschrift etwditenten Gegenstande, Be-
griffe, Beziehungen ndhere Auskunft geben. Und diese Sétzden vielleicht von andern
Gegenstanden, Begriffen, Beziehungen handeln, die #iterandere Satze heranzuziehen
néthigen. Vielleicht befindet sich unter ihnen der zu beemile Satz selber.

Da also die Vorschrift allein nicht hinreicht, und da niclengu anzugeben ist, welche
Satze noch heranzuziehen wéren, hat es eigentlich keimen &i sagen, aus der Vorschrift
folge das und das. Wir missen es daher aufgeben, den Umdtssdein Satz aus der Vor-
schrift V folge, zur Definition zu gebrauchen. Wir kénnen nur den Seltast so verwenden,
den Satz etwa, dass es fiur jede positive Zahlfigainen Index: giebt der Art, dass ein Term
einer Folge kleiner ist als, wenn er nach der Vorschrift gebildet ist und wenn sein Index
grosser als ist.

Aber ein hypothetischer Gedanke ist immer wahr, wenn digriggohg nie erfillt ist. So
kann man immer mit Wahrheit behaupten: wenn ein | Mann ohineuxg tausend Jahre alt S.134
geworden ist, bekommt er griine Haare. Es kann uns hier atsDefinition der Nullfolge
nichts niitzen, dass wir angeben, was unter Bedingungefirgtah wirde, die nicht erflllt
sind und nie erflllt sein werden.

8 131.Wir erkennen hier das unheilbare Missverhaltnis zwischen,dvas die Einfiih-
rung des lIrrationalen erfordert, und dem, was die formaléhAretik bieten kann. Um das
Irrationale einzuflihren, brauchen wir unendlich viele [Bahund die formale Arithmetik hat
von Zahlfiguren nur eine endliche Menge. Daran kénnen alfen@ienen, kann alles Drehen
und Wenden nichts andern. In der That setzt ja auch Thomawllicle viele Terme seiner
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Folgen voraus, indem er Zeichen wig,x ohne obere Grenze fiirals Vertreter bedeutungs-
voller Eigennamen gebraucht, obwohl es in unendlich vi€lalten nichts giebt, was durch
ein solches Zeichen bezeichnet werden kénnte.

Wenn eine unendliche Zahlenfolge aus Zahlfiguren und weitéats besteht, wenn Zahl-
figuren durch Schreiben erzeugte Gebilde sind, so kann dnelselche Zahlenfolge hin-
geschrieben werden. Man thue es! Was wird man erhalten?Hsitee, die mit einer Figur
anfangt und mit einer Figur endet. Nun kann man ja eine D&fingjeben, nach der diese
so hingeschriebene Folge dennoch eine unendliche istyasenitzt es? Die Unendlichkeit,
welche wir zur Einfihrung des Irrationalen brauchen, eemalir so doch nicht. Was niitzt
uns das Wort ,unendlich“, wenn uns die Sache fehlt, auf derd®mmt!

Da die Wirklichkeit nicht hinreicht, soll die Mdglichkeitder gar die Unmoglichkeit aus-
helfen, wie wir gesehen haben, vergebens. Wenn blos médhigjuren ein Ersatz fur wirk-
liche sein kdnnten, brauchten wir die wirklichen nicht.

Dieser Sachverhalt wird dadurch verhillt, dass die inicak Arithmetik immer unwill-
kirlich zur Erganzung herangezogen wird. Sie schimmerteinThat tberall so deutlich
durch die Hulle der formalen, dass wir sie manchmal alleiseten glauben. Man bedenkt
aber dabei nicht, dass Vieles, was in der inhaltlichen Argtik seinen guten Grund hat, in
der formalen unberechtigt ist. Man vergisst immer wiedertaf greifenden Unterschiede.
Mancher Leser hat vielleicht unsere Einmischung der Zaitganz unmathematisch ver-
dammt, dass wir z. B. von einer Folge angenommen haben, d&wgd_éndre sich in der Zeit.
Dieser Tadel ware auf dem Standpunkte der eigentlicheniolattlichen Arithmetik ganz
berechtigt; in der formalen aber wird durch die Sache seliesEeit eingefuhrt; denn wéah-
rend die eigentlichen Zahlen zeitlos sind, entstehen urgkten die Zahlfiguren in der Zetit,
in ihr geschehen auch die Spielhandlungen.

§ 132.Thomae schreibt:

,Die einfachste Nullfolge ist natrlickD 00..0 . .).

Wir fragen nun: bezeichnet diese Figurengruppe eine Z&ditgn oder ist sie eine? Nach
dem sonst gewohnten Zeichengebrauche miissten wir jenelraan; da aber die Nullfigu-
ren hier keine Zeichen sind, sondern eben Figuren, so miagsans wohl dafiir entscheiden,
dass jene Figurengruppe nach Thomaes Absicht eine Zalgerdei. Ist sie das aber wirk-
lich? Wir haben angenommen, dass die Zahlenfolgen aus gafdfi und weiter nichts be-
stehen; hier aber sehen wir noch Piinktchen und KlammerrLd&en modgen wir vielleicht
als blosse Bekleidung abrechnen dirfen. Was haben abetidiedden mit der Zahlenfolge
zu thun? Sollen sie Nullfiguren vertreten? Aber warum stedteam die vertretenen Nullfi-
guren nicht selber da? Das ware einfacher. Wir hatten damFolge bestehend aus acht
Nullfiguren. Ob wir dann freilich eine Nullfolge im Thomadsmn Sinne hatten, mag bezwei-
felt werden. So haben wir nicht einmal eine Folge von Zahtgusondern eine Reihe, die
theils aus Zahlfiguren, theils aus Piinktchen besteht. NuGdippe der ersten drei Nullfigu-
ren kdnnen wir als Folge von Zahlfiguren fassen; die viertéfigur wird schon, weil durch
Plnktchen von jenen getrennt, nicht mehr hinzugerechnetemekénnen. Sollen die Punkt-
chen dazu auffordern, sich noch unbestimmt viele Nullfigurerzustellen? Vorstellungen
von Nullfiguren sind keine Nullfiguren, und eine Vorstellungn unbestimmt vielen Null-
figuren ist jedenfalls sehr verschwommen. Dann sténde janeegFigurengruppe nicht fur
sich selber da wie eine Gruppe von Schachfiguren, sondedudi sie erweckten Vorstel-
lungen waren die Hauptsache. Wir hatten dann doch wiedersetie ein Zeichen. Wéare nun
die damit verknlpfte Vorstellung eine Nullfolge? Bestasgeaus Zahlfiguren? Schwerlich!



Wie wir uns auch drehen und wenden mdgen, wir gelangen nichirer Auffassung unserer
Figurengruppe, die mit dem Grundgedanken der formalemwetik vertraglich ware.

8 133.Die Sache wird noch schwieriger, wenn wir statt der ZahléguBuchstaben mit
Indices haben. Ueber den Gebrauch der Buchstaben in dealfammrithmetik ist nichts
gesagt, obwohl er von dem in der inhaltlichen abweichen.\Wiig ist z. B. eine Gruppe von
Buchstaben mit Indices aufzufassen, welche wir in dem Satze

»Eine Folge von zun&chst gemeinen Zah(en ay as . . a, . .) heisst eine unendliche

Folge*
haben? Das erinnert an Wendungen wie ,ein Feldherr Caddir“ist ,Caesar* Eigenname
und man kdnnte auch(e; a2 as . . a, . .)«als Eigennamen einer Zahlenfolge auffassen.
Aber offenbar soll hier keine bestimmte Folge bezeichnatiee. Ebenso wenig ist diese
Gruppe selbst eine Zahlenfolge. Man kann nun vermuthedgsite eine Folge nur an, | wie S.136
man etwa sagt ,eine Primzapil. Hier ist der Buchstabe zwar kein Eigenname, vertritt aber
einen solchen. Man schreibt Buchstaben statt der Eigermame der Betrachtung Allge-
meinheit zu verleihen. Es ist aber immer maoglich, auf einestimmten Fall zu kommen,
indem man die Buchstaben durch Eigennamen ersetzt, z. tBdstBuchstabenp« den
Eigennamen # schreibt. Man beachte wohl: den Eigennamen, nicht dierFijeann man
dem entsprechend in unserm Fallg « »a2« u. s. w. als Vertreter von Eigennamen und zwar
von Zahlzeichen annédhme, so erhielte man beim Uebergangiaem besondern Falle etwa
»(3 71 ..2..) und hierin bezeichnete jedes Zahlzeichen eine Zahl. Veggh das
Ganze bezeichnen sollte, bliebe unklar, weil dartber, weassolche Verbindungsweise von
Zeichen bedeute, keine Erklarung vorliegt. Jedenfalléddén wir uns auf dem Boden der
inhaltlichen Arithmetik. Aber selbst, wenn wir fehlerhafiveise die Zahlzeichen als Figuren
betrachten wollten, bezeichnete die ganze Figurengruggermeine Zahlenfolge, noch wéare
sie eine solche, wie wir oben gesehen haben.

Wir gelangen demnach zu keiner befriedigenden Auffassomgsa; a2 as . . ay, - .)«,
wenn wir es in seine Bestandteile auflosen. Wir werden esalise Rucksicht auf seine
Zusammensetzung annehmen mussen. Dann aber wird einnginBalchstabe dieselben
Dienste leisten, und wir werden sagen kénnen ,eine Zahlgafg", wie wir etwa sagen
~eine Primzahlp*“.

8 134.Nun fahrt Thomae im § fort:

.Einer solchen Folge ordnen wir ein Zeichen zu und driickenZliordnung durch das
Gleichheitszeichen aus,

a= (a1 azas..a,..)."

Diese Zuordnung eines Zeichens als besonders bedeutsaml&uhktp haben wir schon
bei G. Cantor gesehen; sie findet sich auch bei Heine. Des ktéhende Buchstabe«
vertritt hier offenbar einen Eigennamen. Dasselbe thut dierechte Seite. Wir kdnnen
daflir wie oben einen einzelnen Buchstabéroschreiben

»a=F«
Wenn wir nun auf einen besondern Fall kommen wollen, so nmiagesowohl fiir »'« als
auch fir m« einen Eigennamen einsetzen. Dann haben wir aber schom Eigennamen
der betrachteten Folge, namlich den fiF®eingesetzten, und brauchen ihr nicht erst einen
zuzuordnen.

Nehmen wir einen besondern Fall! Wir schreiben mit Kreidieegne Tafel von links nach
rechts aufeinanderfolgend eine Zweifigur, eine Dreifigut @me Flnffigur. Nehmen wir an,
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das so Erzeugte sei eine unendliche Zahlenfolge nach Thamddm von ihr etwas aus-
sagen zu kénnen, geben wir ihr als Zeichen oder Eigennamegespiegeltes lateinisches
R »sI« und kénnen nun z. B. schreibera® #25Die Folge I besteht aus einer | Zweifi-
gur, einer Dreifigur und einer Funffiguf®®. Wenn wir zu irgendeinem Zwecke dieser Folge
noch ein anderes Zeichen geben wollen, so steht dem nicht¢eige, und wir kbnnen z. B.
schreiben

» O =Hd«

worin das Gleichheitszeichen die Bedeutung des Zusamittegader Identitat, also dessen
hat, was wir Gleichheit nennen. Diese Gleichung ergielit sics der Thomaeschen

»a= (a1 azas..a,..)«
dadurch, dass wir links und rechts statt der blos andeuteAd&Ehen Eigennamen setzen.
Nun ist es freilich unwahrscheinlich, dass hiermit Thomiksnung getroffen sei. Wahr-
scheinlicher ist es, dass er uns anweisen wirde, links vearanFolge ein Gleichheitszei-
chen und davon wieder links unser Zeichefiw>zu schreiben, sodass eine Zeichen- und
Figurengruppe von der Form

»A=2 3 b«

entstande. Und hierdurch, wirde er etwa sagen, werde dekefeifi« unserer Folge zu-
geordnet. Das ware freilich unhaltbar. Zunachst namlictevdie linke Seite der Gleichung
»a = (a1 ag az . . a, . .)« ganz anders behandelt als die rechte. Links wared#rein Ei-
genname $l« eingesetzt, rechts aber der Gegenstand (die Folge) . delisstvare gegen alle
Grundsatze des Buchstabengebrauchs in der Mathematikstmdire denn ein seltsames
Gemisch von Zeichen und Figuren entstanden. Das Gleidzieghen ware weder als blosse
Figur wie im Spiele, noch auch so gebraucht, wie Thomae esriTeorie des Spiels ver-
wendet, noch auch so, wie es in der inhaltlichen Arithmetikraucht wird, sondern es sollte
besagen, dass das links stehende Zeictiéw chie rechts stehende Folge bezeichnen solle.
Die Vertauschbarkeit der linken und der rechten Seite deicGling gélte hierbei nicht; denn
stande die Folge links,si« aber rechts, so ware die Folge damit als Zeichen fur dierFigu
»$l« hingestellt, was etwas ganz anderes ist.

Ob wir nun hiermit Thomaes Meinung getroffen haben odertpjeldenfalls ist es nicht
erlaubt, so willkirlich mit dem Gleichheitszeichen umaiisgen, alsob es noch garnicht
vorgekommen ware.

8 135.Die folgenden Sétze scheinen es zu bestatigen, dass wirddsoleinung richtig
getroffen haben. Sie lauten:

.Fur dieses Zeichen a nehmen wir unter Umstanden eine genzeihl. Wenn namlich
von einem bestimmten Term ab dieselbe Zahl immer wiedetksebdass

Up41 = Apy2 = Ap43 = .. =04
ist, so wahlen wir die Zahl als Zeichen fiir die Folge. Aber auch dann, wenfuinas as . . a,, . .)

die Terme sich von der Folger a a . . a . .) nur bez. um die Terme ein&tullfolge
unterscheiden die wir sogleich de- | finiren, ordnen wir dalza als Zeichen der Folge

64Um von ihr etwas aussagen zu kénnen, geben wir ihr als ZeiotlenEigennamen ein umgekehrtes lateinisches
A »fl«und kénnen nun z. B. schreiben:

#25Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!
#26m Original fehlt linkes Zeichen [Fehlertyp: interp | Rewann]



(a1 as . . a, ..) durch das Gleichheitszeichen Z{375°

Hiergegen ist zu erinnern, dass dabei verschiedene Dirggelite Zeichen bekommen,
was gegen alle Grundsétze der Bezeichnung verstosst. Basglwich die Erinnerung an die
inhaltliche Arithmetik freilich verhullt. Der Gedanke sofmert hier wohl durch, dass alle
diese Folgen eine und dieselbe Zahl in unserm Sinne, einasgktbe Grossenverhéltnis be-
stimmen in einer Weise, die hier freilich nicht angebbanistil dazu erst die Frage ,was ist
ein Grossenverhdltnis?* beantwortet sein misste. Wenmabaun der Folge ein Zeichen
zuordnet, so will er im Grunde wohl, ohne sich dessen ganzibsiwu werden, jenem Gros-
senverhaltnisse das Zeichen zuordnen, und dann ist dieiigéeit des Zeichens in der That
gewabhrt. Diese feierliche Zeichenzuordnung soll ein Ersain fur das, was eigentlich gelei-
stet werden sollte, ndmlich die Erklarung des Gréssenitaibses und den Nachweis, dass
es solche giebt. Da man die Frucht nicht hat, bietet man \gtarig die leeren Fruchtschalen
dar.

8 136.Am meisten aber werden wir dadurch (iberrascht, dass derdelaformalen
Arithmetik hier vollstandig scheitert, indem die Zahlfigarnun doch als Zeichen gebraucht
werden. Wenn man Verwirrung stiften wollte, knnte man efligh nichts Besseres thun.
Beruhte doch in der formalen Arithmetik Alles darauf, dagsghhlfiguren eben nur Figuren
und nicht Zeichen waren. Fir Figuren konnten willktrlichegeln aufgestellt werden, bei
den Zeichen folgen die Regeln aus den Bedeutungen.

Nun erhebt sich die Frage, ob die Zahlfiguren, die als Termerdtolge auftreten, als
Zeichen anzusehen seien, die selbst wieder Folgen bed&den misste auch die Folge,
deren Terme sie sind, etwas bedeuten; aber was denn? Marzké&imeem Rickschreiten ins
Unendliche, wenn man die Terme einer Folge immer wiedereilshén fur andere Folgen an-
sehen wollte. Danach ist wohl anzunehmen, dass die Zatdfigurenn sie Terme sind, nicht
als Zeichen aufzufassen sind. Aber es ist fraglich, ob etehe Scheidung durchfuhrbar sei.
Jedenfalls ware diese doppelte Verwendungsweise gletditgter Gebilde bedenklich.

8 137.Es wird unnéthig sein, Thomaes Darstellung weiter durcbhumen. Dieser Ver-
such einer formalen Arithmetik ist als gescheitert anzasedthon darum, weil er nicht fol-
gerecht durchgefiihrt werden kann. Die Zahlfiguren werdégtztudoch wieder als Zeichen
verwendet. Das von Thomae selbst aufgestellte VerzeidemiSpielregeln ist unvollstandig,
| und wir mussten vermuthen, dass ein solches tuberhaupbgésehlossen werden kdnnte,
dass ausser den erlaubenden auch verbietende Regelntellérugdren, woraus dann ei-
ne Unsicherheit Uber das entstande, was erlaubt ware, @isieiérheit, die auch wohl nie
ganz gehoben werden kénnte. Die Unklarheit, die aus der efiagen Unterscheidung des
Spieles selbst von seiner Theorie entstand, suchten witich8gzu heben. Aber es schien
nicht wohl mdglich, eine Theorie des Spiels zu geben, beiatit alle Regeln vorlagen. Wir
sahen, dass unbesehens und ohne weitere Erklarung Bamsjehmund Ausdriicke aus der
inhaltlichen Arithmetik Gbernommen wurden, z. B. ,gré$sand ,kleiner“, deren Rolle im
Rechenspiele dunkel blieb, obwohl sie hdochst bedeutsamiasshien. Die formale Arith-
metik erwies sich als unfahig, das Irrationale zu definiveai) ihr nur eine endliche Menge

65Was bedeutet das Gleichheitszeichen in

NAp+4+1 = An42 = Ap43 = .. =aK

#2Tim Original fehlt rechtes Zeichen [Fehlertyp: interp | Résann]
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von Zahlfiguren zur Verfligung steht.

Ueber die Tragweite des Grundgedankens der formalen Agitikraind wohl viele Ma-
thematiker im Unklaren. Man fasst die formale Arithmetikewes scheint, im Wesentlichen
auf als die inhaltliche vermindert um die Verpflichtung, Bedeutungen der Zeichen anzuge-
ben. In der That kommt die Auffassung der Zahlen als Figuigernglich nur im Anfange zur
Geltung, wo jene Verpflichtung driickend ist. Spater gleitan, ohne es selbst zu merken,
in die inhaltliche Arithmetik zurtick. Und doch hat jene Aagung auch Folgen, die lastig
werden kénnen; sie bewirkt eine so vollige Veranderung déhmetik von Grund aus, dass
es kaum zulassig scheint, den Namen ,Arithmetik” flir dierfale ebenso wie fir die inhalt-
liche zu gebrauchen. Nur dadurch kann sich die formale Axétik am Leben erhalten, dass
sie sich selbst untreu witll Erleichtert wird ihr dies Scheinleben durch die Eile, n&t die
Mathematiker meistens Uber die ersten Grundlagen ihresaffichaft, wenn sie sich Gber-
haupt damit befassen, hinweggehen, um zu bedeutenderem&&gden zu gelangen. Vieles
wird ganz Ubergangen, Anderes nur im Fluge berihrt, nichtEinzelnen durchgefuhrt. So
kann eine Theorie den Schein der Festigkeit annehmen, djedsn ernsten Versuche ei-
ner wirklichen Durchfiihrung sogleich ihre Schwéche offanem wiirde. Und hiermit ist der
Weg der Widerlegung gewiesen. Man muss die nur eben betre@edankenpfade weiter
verfolgen, um zu sehen, wohin sie filhren. Ernst machen miodenalen Arithmetik, das ist
sie Uberwinden; und so haben wir es gem&cht

| d) Das Schaffen neuer Gegenstande nach R Dedekind, H. Hanké. Stolz.

8§ 138.Wwir wenden uns nun zu der Darlegung, die R. Dedekind in seSeérift Uber
Stetigkeit und irrationale Zahl&hgegeben hat. Er sagt dortim § 1, S. 6:

.S0ll ausgedriickt werden, dass die Zeichennd b eine und dieselbe rationale Zahl
bedeuten, so setzt man sowah¥= b wie b = a.”

Hier ist die Scharfe der Unterscheidung zwischen dem Zeiohd dem, was es bedeutet,
erfreulich und bemerkenswerth, ebenso die Auffassung digisiBeitszeichens, die genau
mit unserer tibereinstimmt. Thomae bemerkt dag&gen

.Denn wenn Gleichheit oder das Gleichheitszeickenur die Identitat bedeuten sollte,

66Wer Freude am Paradoxen hat, kénnte vielleicht sagen: afiéige Auffassung der formalen Theorie besteht
darin, dass man sie falsch auffasst.

67H. v. Helmholtz scheint in seinerufsatze Zahlen und Messen erkenntnistheoretisch bégta@hilosoph.
Aufsatze, Ed. Zeller zu seinem 50-jahr. Doctorjub. gewigneg@ter formalen Theorie anzuhangen, wenn er z. B.
sagt: ,Ich betrachte die Arithmetik oder die Lehre von demeaiZahlen als eine auf rein psychologische Thatsa-
chen aufgebaute Methode, durch die die folgerechte Anwemeines Zeichensystems (namlich der Zahlen) von
unbegrenzter Ausdehnung und unbegrenzter MoglichkelVeldeinerung ?'140 gelehrt wird. Die Arithmetik un-
tersucht namentlich, welche verschiedene Verbindungswel®ser Zeichen (Rechnungoperationen) zu demselben
Endergebnis fuhren.”

Auch hier erhalten die Zeichen eine magische Kraft, weil Bedeutungen dem Blicke entschwunden sind. Dazu
kommt die Heranziehung von Psychologie und Empirie, woduretudiklarheit nur vermehrt wird. Helmholtz will
die Arithmetik empirisch begriinden, mag es biegen oder breddemgemass fragt er nicht: wie weit kann man
kommen, ohne Erfahrungstatsachen heranzuziehen? sondiagteiwie kann ich am schnellsten irgendwelche
Thatsachen der sinnlichen Erfahrung hereinziehen? Adliendies Bestreben haben, gelingt es in derselben Weise
sehr leicht dadurch, dass sie die Anwendungen der ariththetisSatze mit diesen selbst vermischen. Alsob nicht
die Fragen nach der Wahrheit eines Gedankens und nach sewendbarkeit ganz verschieden waren! Ich kann
sehr wohl die Wahrheit eines Satzes anerkennen, ohne zenyiss ich je eine Anwendung von ihm werde machen
kénnen. Aber nur hiibsch Alles durcheinander gemengt! nuicf# nnterschieden, was verschieden ist! dann wird
sich die Klarheit schon einfinden. Kaum ist mir je etwas urgguphischer vorgekommen, als dieser philosophische
Aufsatz, und kaum ist je der Sinn der erkenntnistheore¢is¢irage mehr verkannt worden, als hier.

68Braunschweig; bei Vieweg Sohn, 1892.
69A.a.0.,,S.2



so wirden wir bei der trivialen Erkenntnis, oder, wenn mabdir will, Denknothwendigkeit
aista (a = a) stehen bleiben.”

Dies ist ein Irrthum. Die Erkenntnis, dass der Abendstemselbe ist wie der Morgen-
stern, ist viel werthvoller als eine blosse Anwendung ddge8awm = a«, ist kein blosser
Ausfluss einer Denknothwendigkeit. Die Erklarung liegtidadass bei derselben Bedeutung
der Sinn der Zeichen oder Worter (Abendstern, Morgenstezrgchieden sein kann, und
dass grade der Sinn des Satzes — neben seiner Bedeutung, atetmeiswerthe — dessen
Werth fur unsere Erkenntnis bestimmt.

Aus dem angefuhrten Satze von Dedekind geht hervor, dagkrfidie Zahlen nicht
Zeichen, sondern Bedeutungen der Zeichen sind.

Diese drei Punkte:

1) die scharfe Unterscheidung des Zeichens von dessen Bedeu

2) die Erklarung des Gleichheitszeichens als Identitéthee;

3) die Auffassung der Zahlen als Bedeutungen der Zahlzejatieht als diese selbst
hangen aufs Engste zusammen und lassen Dedekinds Ansisbhioffsten Gegensatze zu
jeder formalen Theorie erscheinen, welche die Zeichen ¢deguren als die eigentlichen S.141
Gegenstande der Arithmetik betrachtet. Um so auffallerstatie Billigung, die Dedekind
der Heineschen Auffassung widmet, indem er in Bezug auf them @on uns besprochenen
Aufsatz sagt:

.Dem Wesen nach stimme ich zwar vollstandig mit dem Inhaléser Schrift Gberein,
wie es ja nicht anders sein kann."

Diese Uebereinstimmung ist in Wirklichkeit garnicht vonldan. Dagegen mochte Dede-
kinds Ansicht der Cantors ndher stehen.

8 139.Nachdem Dedekind eine solche Eintheilung des Systems tienaten Zahlen
in zwei Klassen, bei welcher jede Zahl der ersten Klassaéteist als jede Zahl der zwei-
ten, einen Schnitt genannt hat, nachdem er dann gezeigldss,jede rationale Zahl einen
Schnitt oder eigentlich zwei Schnitte hervorbringt, dasaleer Schnitte giebt, die durch keine
rationale Zahl hervorgebracht werden, sagt erim § 4, S. 14:

~Jedesmal nun, wenn ein Schn(tl,, A,) vorliegt, welcher durch keine rationale Zahl
hervorgebracht wird, so erschaffen wir uns eine neue, eiatdnale Zahh, welche wir als
durch diesen Schnitt vollstandig definirt ansehen; wir wardagen, dass die Zahbiesem
Schnitt entspricht, oder dass sie diesen Schnitt hervagbti

In diesem Schaffen liegt der Kern der Sache. Zunéchst isemebken, dass es ganz ver-
schieden ist von dem, was man in der formalen Arithmetik, ttvethn man eine neue Art von
Figuren einfihrt und besondere Regeln fir deren Handhatmg liegt die Schwierigkeit
darin, zu erkennen, ob diese neuen Regeln mit den friheestelfien in Widerstreit gerat-
hen kénnen, und solchen Widerstreit etwa auszugleicham.hdindelt es sich um die Frage,
ob ein Schaffen Gberhaupt méglich sei; ob es, wenn moglattrasikenlos moglich sei; oder
ob gewisse Gesetze beim Schaffen beachtet werden missketzten Falle ware erst zu be-
weisen, dass jenen Gesetzen gemass die Berechtignng zaffeBdiestande, bevor man die
Schépfung vollziehen diirfte. Diese Untersuchungen fehienvollstandig und damit fehlt
die Hauptsache; es fehlt das, wovon die Biindigkeit der Besvabhangt, die mit irrationalen
Zahlen gefihrt werden.

Dass die Schaffensmacht jedenfalls, wenn sie besteht,sibhankenlos sein kann, sieht
man daraus, dass offenbar kein Gegenstand geschaffennmexde, der widersprechende
Eigenschaften in sich vereinigt.
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8 140.Zu demselben Ergebnisse fiihrt folgende Betrachtung. IVidénematik ist der
Fall nicht selten, dass man zum Beweise eines Satzes einésgetienstand braucht; das
ist ein Gegenstand, von dem im Satze selbst nicht die Redim ider Geometrie hat man
Hulfslinien, Hlfspunkte. In der Arithmetik kommen ebendilfszahlen vor. Es wird z. B.
eine Quadratwurzel aus1 gebraucht, um Séatze zu beweisen, die | nur von reellen Zahlen
handeln. Wenn wir in der Zahlentheorie mittels der Indicewdisen, dass die Congruen-
zen =" = l«und»® = 1« beim Primzahimodup die selben Wurzeln haben, sofefn
der grosste gemeinsame Theil vorundp — 1 ist, so brauchen wir eine primitive Wurzel,
namlich die Basis der Indices, als Hilfszahl. Auch in ungeweisen sind schon Hulfsge-
genstande vorgekommen; man vergl. z. B. Bd. |, § 94. Dort habeauch gesehen, wie wir
uns eines solchen Gegenstandes wieder entledigen; demmirzua beweisenden Satze soll
ja von ihm keine Rede sein, obwohl wir einige seiner Eigeafteh zum Beweise brauchen.
So brauchen wir in dem oben erwahnten zahlentheoretiscitze 8ie Eigenschaft, primitive
Waurzel bei der Primzahb zu sein. Wir haben dann zunéchst Bedingungssatze mitariihr
die ausdriicken, dass ein Gegenstand jene Eigenschaften Kefmnen wir einen solchen
Gegenstand, so kdnnen wir die Bedingungen zum Verschwibdegen. Wenn wir keinen
solchen Gegenstand angeben kdnnen, wie es in unserm BeidpreFall ist, wo nicht von
dieser oder jener bestimmten Primzahl, sondern von eiezBhl im Allgemeinen die Rede
ist, so missen wir wenigstens beweisen, dass es einen s@agenstand — eine primitive
Waurzel bei der Primzahb — immer gebe. Wie sehr wirde dies erleichtert, wenn man sich
die erforderlichen Gegenstande ohne Weiteres schaffem&wenn man nicht weiss, ob es
eine Zahl gebe, deren Quadrat ist, nun so schafft man sich eine. Wenn man nicht weiss,
ob es zu einer Primzahl eine primitive Wurzel gebe, nun saffiaiman sich eine. Wenn man
nicht weiss, ob es eine Gerade gebe, welche durch gewisdeePnindurchgehe, nun so
schafft man sich eine. Dies ist leider zu bequem, als dassl@grsein konnte. Es werden
gewisse Schranken fir das Schaffen anzuerkennen sein. [Bhtighte fur einen Arithme-
tiker, der die Moglichkeit des Schaffens im Allgemeinenrieant, wird sein, die Gesetze
in einleuchtender Weise zu entwickeln, die dabei zu beacéited, um dann vor jeder ein-
zelnen Schopfungsthat zu beweisen, dass sie jenen Gegetréss erlaubt sei. Sonst wird
Alles ungenau, und die Beweise sinken zu einem blossen i@shai einer wohlthuenden
Selbsttauschung herab.

8 141.Hankelsagt im Anfange des 7. Abschnittes seiner Theorie der complgah-
lensysteme:

+Wir betrachten in diesem Abschnitte Zahlen 3, ..., welche linear aus Einheiten
L, ... Lp ZUSAammengesetzt sind, deren Multiplicationsregeln inRigationen
11 11 =0,
Lo Lo =0,
Lp tn =0,
Lk by = —lm Lk
ausgesprochen sind.”

Mit diesen sogenannten Einheiten beweist er dann z. B. ddtiglitationssatz der De-
terminanten, oder vielmehr er bildet sich ein, ihn zu | beewi Eigentlich ist es nur ein
verbluffendes Taschenspielerstiick; denn nirgends istdsen, dass es solche Einheiten ge-
be, nirgends ist bewiesen, dass man das Recht habe, sie &teaciiNicht einmal das ist
bewiesen, dass die Eigenschaften, die diesen Einheitgelbgt werden, einander nicht wi-
dersprechen. Ja, was diese Eigenschaften eigentlich ldeili dunkel; denn nirgends ist



gesagt, was in diesem Falle unter einem Producte zu versssieEigentlich miussen die
oben angefiihrten Satze;».; = 0« u. s. w. als Bedingungen mitgefiihrt werden, und von
diesen Bedingungen muss auch das MultiplicationsgesetDeerminanten abhangig er-
scheinen. Es von diesen zu befreien, bleibt eine bei diegatek Beweisflihrung ungeldste
Aufgabe. Es wéare mdglich, wennyx, »o« u. S. w. Eigennamen von Gegenstanden wéren,
die jenen Bedingungen geniigten. Wir wissen nicht, was esdlt und was eine Summe
bei Zahlen dieser Art ist. Nehmen wir aber einmal an, wir Wgis&s, so kannten wir van

die Eigenschaft, dass 1; = 0 ware, eine Eigenschaft, die es mit ¢35 u. s. w. theilte. Ferner
kannten wir gewisse Beziehungen, in dengru den ebenso unbekannten:s u. s. w. ste-
hen sollte. Es ist klar, dass hierdurghnicht bestimmt ist. Wir wissen nicht, wieviele solche
Gegenstande und ob es Uberhaupt deren giebt. Nicht einenldlaise ist bestimmt, der diese
Gegensande etwa angehoéren. Nehmen wir an, eine solchelelatslte die Gegenstande

L1, l2, ... Llg.
Dann hat die Klasse, die nur die Gegenstande
L1 L2 L3, L4 L5 Lg, L7 L8 L9
enthalt, dieselbe allgemeine Beschaffenheit, desglriahieh die Klasse, die nur die Gegen-
stande

L1ty by, L2 L5 L8, L3 L6 L9
enthélt und viele andere. Da demnach nicht einmal die Klagsemmt ist, der diese Gegen-
stande angehoren, so sind es um so weniger diese selbsfs istdiemaglich, » «, ».o« U.
s. w. als bedeutungsvolle Eigennamen aufzufassen, ahmieh2« und »3«. Es bleibt nur
Ubrig, sie wie w«, »«, »c« als Gegenstande andeutend, nicht als Gegenstande betleute
oder bezeichnend aufzufassen. Dann aber kommt es daraab as solche giebt, welche
den oben angefihrten Bedingungen gentigen. Diese sindeiighl vollstandig; denn es
fehlt die Bedingung, dass das Product aus einer gewohnlighbl und einem Producte aus
einigen der verschieden ist, von einem Producte aus einer andern géaliém Zahl und
demselben Producte derSonst kdnnte man von

a-t1tagt3=>b-11 1913
nicht aufa = b schliessen.
Nun der Beweis, dass es solche Gegenstageée, fehlt. Vielleicht hat Hankel geglaubt,
sie mit den oben angefiihrten Worten zu schaffen; | aber arcBeweis, dass er zu solchem
Schaffen berechtigt gewesen sei, ist er schuldig geblieben

8 142.Wenn wir versucht hatten, mit unserer Begriffsschrift dewBis jenes Determi-
nantensatzes nach Hankel zu flihren, so waren wir so zu sageerilase auf dies Hindernis
gestossen. Dass man es bei der Hankelschen Beweisfiihrieigtgaibersieht, liegt darin,
dass man nicht in der Weise Euklids die Voraussetzungewtniett und genau darauf ach-
tet, dass von keinen andern Gebrauch gemacht werde. Thétesn@o ware es nicht so
leicht, Voraussetzungen durch einen Taschenspielemifisierschwinden zu lassen.

Uebrigens stehen manche Beweise, die man mit der imagif@ndeit flhrt, nicht auf
festeren Flssen, als der eben erwéhnte Hankels. Wenn der Behdiesem mehr in die
Augen féllt, so liegt das nicht an einem wesentlichen IdgiscUnterschiede, sondern daran,
dass man sich an die imaginére Einheit schon mehr gewdhnalsaan die alternirenden
Zahlen. Man braucht ein Wort oder Zeichen als Eigennamenaait oft zu gebrauchen, und
es wird der Eindruck entstehen , dass dieser Eigenname bézaikhne, und dieser Eindruck
wird sich mit der Zeit so verstarken, dass zuletzt fast nigharan zweifelt.
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8 143.Die schipferischen Definitionen sind eine Erfindung erstang®s. Otto Stolz
schreibt®:

,0. Definition. In dem Falle, walim(f : ¢g) eine positive Zahl ode#-oc ist, soll ein
von den Momenten verschiedenes Ding, afif) : u(g) bezeichnet, existiren, welches der
Gleichung

u(g) - {u(f) s u(g)} = u(f)
genugt.”

Vergleichen wir damit Folgendes:

»Definition. Wenn die Punkted, B, C, D, E, F so liegen, dass die Verbindungslinien
AD, BE, CF durch denselben Punkt gehen, so soll ein Ding existirer;ivesl eine Gerade
ist und durch die Schnittpunkte der VerbindungsgeradiBund DFE, BC undEF, C A und
F'D hindurchgeht.”

Man wird die Falle fiir ganz verschieden erklaren, doch wiedgnauere Untersuchung
keinen wesentlichen logischen Unterschied ergeben. Bitel®efinition braucht man nicht;
man stellt dafiir einen Lehrsatz auf, den man beweist. Dasisttier unbezahlbare Vortheil
einer schopferischen Definition, dass sie einen Beweisagrdpnd dieser Vortheil ist spie-
lend zu erreichen : man braucht nur das Wort ,Definition“tstatles Wortes ,Lehrsatz* als
Ueberschrift zu wéahlen. Dies ist allerdings dringend ngitda man sonst leicht die Natur des
Satzes verkennen konnte.

Ein anderes Beispiel einer schopferischen Definition fingieuf S. 34 des angefuhrten
Werkes. Wir lesen da:

»1.Definition. ,Wenn im FalleD;) der Gleichung o = = a keine Grésse des Systemes
(1) genligt, so soll sie durain und nur ein neues, in {) nicht vorhandenesDing befriedigt
werden, das mit._b bezeichnet werden kann, weil dieses Symbol noch nicht iffengrist.
Man hat also

bo (ab) = (acb) ob=a ™"
“Da die neuen Objecte keine weiteren Eigenschaften besisoekann man ihnen solche nach
Belieben beilegen, wenn sie sich nur unter einander nictémsprechen.«

Die Schopfung vollzieht sich also in verschiedenen SewitNach dem ersten ist das
Ding allerdings da, aber, so zu sagen, splitternackt, deweradigsten Eigenschaften ent-
behrend, die ihm erst durch weitere Schépfungsthaten legigeerden missen, worauf es
dann als gliicklicher Besitzer dieser Eigenschaften zullssgn sein wird. Freilich wird hier
die schopferische Macht durch den Zusatz eingeschrangs, jdae Eigenschaften einander
nicht widersprechen dirfen; eine selbstverstandlicher abhr folgenschwere Einschran-
kung. Woran erkennt man, dass Eigenschaften einanderwidbtsprechen ? Kein anderes
Kennzeichen scheint es daflir zu geben, als dass sich dielfreig Eigenschaften an demsel-
ben Gegenstande vorfinden. Dadurch wird aber die Schépfuandis, die viele Mathematiker
sich zuerkennen, so gut wie werthlos. Denn sie missen jabrawoy sie eine Schépfungst-
hat vollziehen, beweisen, dass die Eigenschaften einanclerwidersprechen, die sie dem
zu schaffenden oder schon geschaffenen Gegenstandeebeil@iien; und das kénnen sie
wohl nur dadurch, dass sie beweisen, es gebe einen Geggns&cher diese Eigenschaften
sammtlich habe. Kdnnen sie aber das, so brauchen sie natlgieen solchen zu schaffen.

"O\orlesungen iiber allgemeine Arithmetik. Erster Theil, S..2¥ipzig, Teubner, 1885.

Mon o wird auf S. 26 gesagt: ,Die Verkniipfung wird als Thesis bezeichnet.* Man kénnte aus dem be-
stimmten Artikel schliessen, dass das Zeichencoeine bestimmte Bedeutung habe. Das ist jedoch nicht der Fall:
es soll eine Verknlpfung nur andeuten. Was aber unter ,Ngrkmg“ zu verstehen sei und unter ,Resultat einer
Verknlpfung*, wird nicht gesagt.



8 144.0der giebt es vielleicht noch eine andere Art, die Widersisireiheit zu be-
weisen? Wenn es eine gabe, so wére das von der héchsten Begléit alle Mathemati-
ker, die sich eine Schopfungsmacht zuschreiben. Und dérsaseint sich kaum jemand zu
bemihen, eine solche Beweisart ausfindig zu machen. Warmtht?niVahrscheinlich in der
Meinung, es sei Uiberflissig, die Widerspruchsfreiheit zudigen, da | ja jeder Widerspruch
sofort bemerkt werden wirde. Wie schdn, wenn es so ware! Wiaah gestalteten sich dann
alle Beweise! Der des pythagoréischen Lehrsatzes wirdelatiten:

»~Angenommen, das Hypotenusenquadrat sei nicht flachemgtiin Kathetenquadraten
zusammengenommen, so ergabe sich ein Widerspruch zwisibbser Annahme und den
bekannten Axiomen der Geometrie. Folglich ist unsere Antaafalsch, und das Hypotenu-
senquadrat ist genau flachengleich den Kathetenquadnatemmengenommen.”

Ebenso leicht wére das Reciprocitatsgesetz fir quadnatReste zu beweisen:

,ES seienp undq Primzahlen, von denen wenigstens eineldeeim Modul4 congruent
sei, und es sep quadratischer Rest vap Nehmen wir nun ang wére nicht quadratischer
Rest vonp, so wére darin offenbar ein Widerspruch gegen unsere Visetzisngen und die
bekannten Grundgesetze der Arithmetik enthalten — werad mieht, zahlt eben nicht mit
—. Folglich ist unsere Annahme falsch, updhuss quadratischer Rest vpisein.”

Nach diesen Mustern ware einfach jeder Beweis zu filhrerderdst diese Weise zu
einfach, um annehmbar zu sein. Wir sehen wohl, dass nicbkt jtiderspruch ganz offen
zu Tage liegt. Es fehlt uns auch ein sicheres Kennzeichedi€éiiFalle, in denen man etwa
aus dem Nichtoffenbarsein eines Widerspruchs auf seintbistehen schliessen kdnnte.
Unter diesen Umstanden muss wohl jene angebliche Schépfatnder Mathematiker als
werthlos betrachtet werden, weil ihre Austibung grade inkdlen, wo sie werthvoll wére,
an Bedingungen gekniipft ist, die, wie es scheint, nichllediisind. Uebrigens, woher weiss
man, dass die Vermeidung eines Widerspruchs das einzigeastbeim Schaffen beachtet
werden muss?

8 145.Stolz nennt wie Thomae seine Auffassung formal. Es mag dabkt Gberfliis-
sig sein, auf den grossen Unterschied aufmerksam zu mag@edennoch zwischen beiden
Theorien besteht. Wo Stolz ein neues — jedenfalls unsinedic— Ding schafft, das er mit
einem Zeichen versieht, fihrt Thomae eine neue Art von Eigein mit den dazu gehdren-
den Regeln. So spricht Stolz von einem Dinge, mjt) : u(g) bezeichnet, ebenso von einem
Dinge, das mita_b bezeichnet werden kénne. Wir hatten diese Zeichen in Adfigszei-
chen eingeschlossen, um kenntlich zu machen, dass wir elreden Zeichen, nicht von
deren Bedeutung spréachen. Im Uebrigen unterscheidet &tidgzhen Zeichen und Bezeich-
netem so scharf wie wir; und es fallt ihm garnicht ein, diechen selbst als die eigentlichen
Gegenstande der Arithmetik hinzustellen. Stolzes Arittiknist eine inhaltliche trotz des von
ihm gebrauchten Wortes ,formal“, Man Ubersieht leicht Utber Aehnlichkeit der Form die
Verschiedenheit | der Sache. In der That ist Thomaes Therds arithmetischen Spieles
eine ganz andere Wissenschaft als die Arithmetik Stolzei 8atz, und wenn er genau den-
selben Wortlaut hatte, hat denselben Sinn bei Thomae urgtbki; denn bei jenem handelt
er von physischen Gegenstanden, den Figuren und willkididgestellten Regeln fir de-
ren Handhabung; bei diesem soll er von unsinnlichen Geg@edsh handeln. Offenbar sind
es grundverschiedene Sachen, ob die Zahlen Figuren sieddében Handhabung Regeln
aufgestellt werden; oder ob die Zahlen Bedeutungen vonz2atilen sind und geschaffen
werden kénnen. In beiden Fallen stossen wir auf Schwieitiglkedie unitiberwindlich schei-
nen. Bei Thomae bestehen sie darin, zu erkennen, ob die rRegeln mit den alten in
Widerstreit gerathen kénnen, und solchen Widerstreit hlicdden, bei Stolz, zu beweisen,
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dass kein Widerspruch zwischen den Eigenschaften des affexatien Dinges obwalte, wo-
bei auch die Eigenschaften der schon vorhandenen Dingé¢ im&stracht kommen werden.
Dazu kommt noch der Zweifel, ob ein Schaffen Uberhaupt reigiei.

Dedekind stimmt in seiner Auffassung des Schaffens miz&tbérein; auch ihm sind die
Zahlen nicht Zeichen, sondern Bedeutungen der Zahlzei¢heh G. Cantor ist wohl dieser
Gruppe zuzuzahlen, obwohl seine Meinung weniger schagequiégt ist?.

8 146.Es ist uns hierbei wahrscheinlich geworden, dass ein digees Schaffen dem
Mathematiker versagt ist, oder dass es wenigstens an Bedjeg geknipft ist, die es wert-
hlos machen. Demgegenuiber kénnte man darauf hinweiseswitedoch selbstim 1. Bande
(8 3, 89, 8 10) neue Gegenstande, namlich die Werthverlagehgffen hatten. Was haben
wir denn dort gethan? oder zunachst: was haben wir nichag@thVir haben nicht Eigen-
schaften aufgezahlt und nun gesagt: wir schaffen ein Diag,diese Eigenschaften habe.
Wir haben vielmehr gesagt: wenn eine Function (erster Shifeinem Argumente) und ei-
ne zweite Function so beschaffen sind, dass beide fur desgegument immer denselben
Werth haben, so kann man daflir sagen: der Werthverlauf degneFunction ist derselbe
wie der der zweiten. Wir erkennen dann etwas Gemeinsamesrid@inctionen an, und die-
ses nennen wir sowohl den Werthverlauf der ersten Funaiierguch den Werthverlauf der
zweiten Function. Dass wir das Recht zu dieser Anerkennesd=@meinsamen haben, und
dass wir demgemass die Allgemeinheit einer Gleichheitrie &leichheit (Identitéat) umset-
zen dirfen, mussen wir als logisches Grundgesetz anseliese Dmsetzung ist nicht als
Definition zu betrachten; weder wird dadurch das Wort ,dbeseoder das Gleichheitszei-
chen, noch | das Wort ,Werthverlauf* oder eine Zeichenvetbing wie sexte (®(g))«, noch
beides gleichzeitig erkléart. Denn der Satz

.Der Werthverlauf der ersten Function ist derselbe wie derajveiten”
ist zusammengesetzt und enthélt als Bestandtheil das \Wersglbe®, das als vollkommen
bekannt anzusehen ist. Ebenso ist das Zeickate $P(c)) = exta (¥(«))« zusammen-
gesetzt und enthalt als Bestandtheil das schon bekanniehtdétszeichen. Wenn wir also
unsere Festsetzung in |, 8 3 als Definition auffassen wolterwére darin allerdings gegen
unsern zweiten Grundsatz des Definirens gefehlt wdrden

8 147.Dass man von der erwéhnten Méglichkeit der Umsetzung digerschon im-
mer Gebrauch gemacht hat, ist ja klar; nur hat man das Zusafahesm von den Functionen
selbst statt von den Werthverlaufen ausgesagt. Wenn estes leunction fir dasselbe Argu-
ment allgemein denselben Werth hat wie eine zweite, pflegt whl zu sagen: ,die erste
Function ist dieselbe wie die zweite" oder ,beide Functiofi@len zusammen®. Wiewohl
der Ausdruck von unserm abweicht, so ist doch auch hier dgeAleinheit einer Gleichheit
in eine Gleichheit (Identitat) umgesetzt

72puf welchem Standpunkte H. Hankel in seiner Theorie der cexgl Zahlsysteme (Leipzig, 1867) steht, ist
schwer zu sagen, da bei ihm entgegengesetzte Ausspridtenoen. Wahrscheinlich hat er Zeichen und Bezeich-
netes nicht genau unterschieden.

73Ueberhaupt diirfen wir die Festsetzungen iiber die Urzeizhein Bande nicht als Definitionen ansehen. Nur
das logisch Zusammengesetzte lasst sich definiren; auf dickénkann man nur hinweisen.

74Ebenso werden sich die wenigsten Mathematiker besinnenUdestand, dasg (¢) fur dasselbe Argument
immer denselben Werth hat wie die Functigft), auszudriicken durchf»= g«. Der hierin allerdings enthaltene
Fehler entspringt aus einer mangelhaften Auffassung deeMeder Function. Ein isolirter Functionsbuchstabe
ohne Argumentstelle ist ja ein Unding, ebenso wie ein isdiffunctionszeichen wiessn« ein Unding ist. Denn
das Kennzeichnende der Function im Vergleich mit dem Gegedstist ja eben die Ungeséttigtheit, dass sie der
Ergénzung durch ein Argument bedarf, und dies muss auch in esgi€hnung hervortreten. Die Unzulassigkeit



Wenn die Logiker langst vom Umfange eines Begriffes gedmodaben und die Mathe-
matiker von Menge, Klasse, Vielheit, so liegt auch dem eolele Umsetzung zu Grunde;
denn man kann wohl annehmen, dass das, was die Mathematé@geMu. s. w. nennen,
nichts anderes ist als Begriffsumfang, wenn sie sich deageh nicht immer klar bewusst
sind.

So thun wir also mit dieser Umsetzung eigentlich nichts Neader wir thun es mit
vollem Bewusstsein und mit Berufung auf ein logisches Ggasetz. Und was wir so thun,
ist von dem regellosen, willkiirlichen Zahlenschaffen eiéMathematiker ganz verschieden.
| Wenn es uberhaupt logische Gegenstande giebt — und dien&égde der Arithmetik
sind solche — so muss es auch ein Mittel geben, sie zu fassemkennen. Und dazu dient
uns jenes logische Grundgesetz, das die Umwandlung dezrAénheit einer Gleichheit in
eine Gleichheit erlaubt. Ohne ein solches Mittel wére eiiss@nschaftliche Begrindung der
Arithmetik unmdglich. Es dient uns zu den Zwecken, die dutel Schaffen neuer Zahlen
bei andern Mathematikern erreicht werden sollen. So haffigrden ganzen Reichthum von
Gegenstanden und Functionen, von denen die Mathematilehaads den acht Functionen,
deren Namen in |, § 31 aufgezahlt sind, wie aus einem Keimeiekeln zu kdnnen. Kann
unser Verfahren ein Schaffen genannt werden? Die Erdigedigser Frage kann leicht in
einen Wortstreit ausarten. Jedenfalls ist unser Schaffenn man es so nennen will, kein
schrankenloses, willkurliches, sondern die Weise deséfegs nnd ihre Zulassigkeit ist ein
fur alle Male festgestellt. Und so fallen hier alle die Schmigkeiten und Bedenken hinweg,
die sonst die logische Moéglichkeit des Schaffens in Fragiéest, und wir kénnen hoffen, mit
unsern Werthverlaufen Alles das zu erreichen, was auf jandern Wegen verfehlt worden
ist.

e) Weierstrassens Lehre.

8 148.Man kann erwarten, dass wir auch die Ansicht eines so heryenden Mathema-
tikers wie Weierstrass einer eingehenderen Prufung uetéewwerden, zumal da dieser —
ungleich vielen Andern — die Grundlegung der Arithmetikezgibesondern Aufmerksamkeit
werth halt, und weil seine Aeusserungen hieriber wohl vatevi wegen ihrer Klarheit be-
wundert werden. Aber dem stehen eigentimliche Schwietgkentgegen. Wir sind meist
auf abgeleitete Quelléhangewiesen, die in den Ausdriicken von einander abweichieh. V
leicht hat Weierstrass nicht immer genau dieselbe Meinehglgt; vielleicht ist Manches von
seinen Schilern ungenau aufgefasst worden. Unter diesstéldden missen wir versuchen,
aus verschiedenen Darstellungen dieser Lehre das edeMitierstrassische zu erkennen,
wobei freilich Irrthimer leicht vorkommen kénnen.

8 149.Zuerst ist anerkennend hervorzuheben, dass Weierstraggrded tiefer legen

einer solchen Bezeichnung wi¢ »= g«. geht daraus hervor, dass sie in besondern Fallen sofsagteSetzen wir
fur f(¢) z. B.€2 — 1 und firg(¢) z. B. (€ — 1) - (¢ + 1), so fallt in die Augen, dass man nichts der Gleichung
»f = g« Entsprechendes hinschreiben kann. Wenn aber die Bereigbweise in Ordnung ist, muss es immer
moglich sein, einen solchen Uebergang vom Allgemeinen zunorBksn in den Zeichen zu vollziehen. Wenn
demnach die Bezeichnungf»= g« auch nicht als richtig anerkannt werden kann, so zeigt s@hddass die
Mathematiker von der Mdglichkeit unserer Umsetzung schorr&eih gemacht haben.
"5Kossak, Die Elemente der Arithmetik (Programm des Friedritlesderschen Gymnasiums, Berlin, 1872);

Biermann, Theorie der analytischen Functionen (Leipzi& 78

Handschriftliche Collegienhefte. Was G. Cantor in den Mathnalen XXI, S. 565 als Weierstrassische Defi-
nitionsform der irrationalen Zahlen umschrieben hat, sth&tark im Cantorschen Sinne gefarbt zu sein und wird
wohl im Wesentlichen von denselben Schwierigkeiten gddniiee Cantors eigene Lehre. Auch hier wird z. B. von
zu definierendedahlen gesprochen.
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will, als die meisten Mathematiker. Er beginnt wie | wir m&rdAnzahlen. Aber gleich
missen wir uns wundern, dass er nichts von dem der Beachtartg gefunden hat, was
Andere vor ihm Uber diese Sache gedacht haben, dass er lezikdigben gesehen hat, die
hier drohen.

Wenn wir die angefiihrten Schriften vergleichen, kébnnenkautm im Zweifel dartiber
sein, dass Weierstrass auf dem kindlichen Pfeffernusstenkte stand, oder wenigstens zu
stehen meinte; denn dass er durch die Natur der Sache imméemdavon abgedrangt wer-
den musste, ist vorauszusehen. Auf die Frage nach dem Wes@mziahl erhalten wir Ant-
worten, wie ,Reihe gleichartiger Dinge®, ,Gegenstand, teesend aus Elementen gleicher
Art*; kurz: ein Haufe von Pfefferniissen ist nach Weiergtrame Zaht'. Wenn man einen
Mann, der nie Uber die Sache nachgedacht hatte, mit der Rregeist die Zahl?* aus dem
Schlafe weckte, so brachte er in der ersten Verwirrung wbhliéhe Ausdriicke hervor wie
Weierstrass: ,Menge“, ,Haufe", ,Reihe von Dingen*, ,Gegand, bestehend aus gleichar-
tigen Theilen“ u. s. w.; und ob er dabei das Wort ,gleichdrtignzufiigte oder wegliesse,
ware unwesentlich, weil dadurch ja doch nichts naher bestiwiirde.

8 150.Die beiden méglichen Hauptfehler sind hier begangen worben erste besteht
in der Verwechselung der Zahl mit ihrem Trager oder Subsstétnlich der Verwechselung
voncolor oderpigmentumDer zweite besteht darin, dass als Trager der Zahl niclielgriff
oder Begriffsumfang, sondern das genommen wird, was mivdamnen ,Aggregat”, ,Reihe
von Dingen*, ,Gegenstand, der aus gleichartigen Theilestdig", bezeichnet werden soll.
Der Unterschied liegt darin, dass das Aggregat aus Gegmlestédbesteht, die durch Bezie-
hungen zusammengehalten werden und Theile des Aggregasargeverden kdnnen. Mit
der Vernichtung der Theile wird auch das Ganze vernichtagdgen sind das, was den Be-
stand des Begriffes — oder seines Umfangs — ausmacht, neatjenstande, die unter ihn
fallen, sondern seine Merkmale; das sind die Eigenschadterein Gegenstand haben muss,
um unter den Begriff zu fallen. Leere Begriffe sind moglitdere Aggregate sind Undinge.
Durch den Begriff ist bestimmt, welche Gegenstande untefdlien; durch das Aggregat ist
nicht bestimmt, was als seine Theile gelten sollen, z. B.ebe@m Regimente, ob die ein-
zelnen Soldaten, die Compagnien oder die Bataillone; IbeireiStuhle, ob die Atome, die
Molectule oder die kiinstlich geflgten Holzstucke.

Es ist vorauszusehen, dass diese Theorie gleich bei deiphtidtion scheitern muss,
und dass die eigentliche Zahl, da sie das nicht ist, was | réfeass als Zahlengrosse erklart,
irgendwie eingeschmuggelt werden muss; und das gesclirhtalich ganz naiv durch Aus-
driicke, wie ,es kommt auf die Menge an“, ,wie oft*, ,in gleiehAnzahl¥’. Es kommen
Ausdriicke vor, wie g-mal“, was ganz unsinnig ist, wenn man untekoeine Weierstrassi-
sche Zahlengrosse — einen Eisenbahnzug z. B. — versteht.

8 151.Es geht Uiberhaupt ein Zwiespalt durch die Weierstrassisehee, ein Kampf
zwischen den ausdrucklich gegebenen Erklarungen und demdig Natur der Sache ver-
langt. Dieser Zwiespalt zeigt sich in der Auffassung und iebfauch des Wortes ,Einheit",
des Gleichheitszeichens und des Pluszeichens. Nach démiErien muss die Zahl aus Ein-

76Kossak und Biermann spielen die Sache durch Ausdriicke, vaestdllung®, ,abstrahiren®, fixiren“ ins Psy-
chologische hiniiber, nicht zum Vortheile der Theorie undhawohl nicht im Sinne von Weierstrass; wenigstens
finde ich in dem mir bekannten Collegienhefte nichts der Art.

77 Zwei Zahlengrossen der neuen Art sind gleialenn sie so umgeformt werden kénnen, dass beide diesel-
ben Elemente und jedes in gleicher Anzahl enthalten.” Biemaara. 0. § 4, ahnlich Kossak a. a. 0. S. 21. Also
Zahlengrosseenthalten Elemente in gleich@nzahl Warum nicht in gleicher Zahlengrosse?



heiten bestehen, wahrend die Natur der Sache auf eine eiBzifjeit hindrangt, wenigstens
wenn die Zahl nicht complex ist. So sehen wir denn einen Kamapéchen Singular und
Plural beim Worte ,Einheit* und einen Wechsel des Standparikald wird ,Einheit” als Be-
griffswort (homen appellativum) gleichbedeutend etwa jBlement*, bald als Eigenname
(nomen proprium) und gleichbedeutend mit ,Eins" gebrau€ktist klar, dass die Arithmetik
verschiedene Einse nicht brauchen kann, sondern nur di€eiah Die sprachliche Scheus-
slichkeit des Plurals ist hier ein passendes Gewand firadiblishe Unmoglichkeit. Nach
Weierstrass ist Gleichheit nicht Identitat, wahrend di¢uXder Sache Identitat verlangt.

Der Werth oder die Geltung eines Aggregates oder einer Zatilmom Aggregate selbst
unterschieden und damit offenbar die eigentliche Zahl geimiBas ist auch eine Weise, wie
diese eingeschmuggelt wird; nirgends ist gesagt, was deth\Weer die Geltung sei. Es kom-
men Stellen vor, nach denen der Werth einer Zahlengrossgebassen Verdnderungen un-
verandert bleibt, in einer Weise, dass wir schliessen kdngleiche Zahlen (Zahlengréssen)
haben denselben Werth. Nun fragen wir: was bedeutet deneigantlich ein Zahlzeichen,
wie »2« nach Weierstrass? eine Weierstrassische Zahlengro&eajas aus Erde und Mond
bestehende System? oder den Werth, die Geltung eines sdlggeegates? Im letzten Falle,
ware das Gleichheitszeichen ih+#1 = 2« als Identitatszeichen aufzufassen im Widerspruch
mit der Weierstrassischen Erklarung.

8 152. Auch das Pluszeichen muss verschiedene Bedeutungen habaohdem es
steht zwischen Zeichen Weierstrassischer ZahlengréssenEHisenbahnziigen, Bicherrei-
hen), oder zwischen Zeichen von Werthen solcher Zahleagnmdie Erklarung passt nur
auf den ersten Fall, der aber fir die Arithmetik nicht in Betit kommen kann. Nach der
Erklarung musste |

»d+ C «
das aus Erde und Mond bestehende System oder Aggregatheaeievahrend
» =+ C «

wenn es Uberhaupt eine Bedeutung hétte, nur den Mond bezei&énnte; und ebenso kdnn-
te dann % + 1« nurl bedeuten. Das ist offenbar fir die Arithmetik unbrauchbar.

Dieser Kampf zwischen den Anforderungen der Arithmetik died Weierstrassischen
Lehre erzeugt auch das Wunder der wiederholt vorkommendgreistande, das lbrigens
auch bei andern mathematischen Schriftstellern beobiasketelen kann. Wenn doch diese
Herren erst einmal selber versuchen wollten, wiederhattwkommen! Hat schon jemand
von ihnen ein wiederholt vorkommendes Sandkorn gesehédassicht vielleicht nur eine
ungenaue Ausdrucksweise? Doch nicht eine ganz unschuMaeversuche, sie durch eine
genaue zu ersetzen, und man wird der Weierstrassischea egter Hauptstitze entziehen.

8 153.Neben dieser — freilich wohl niemals klar ausgesprochenefuffassung, wo-
nach ein Zahlzeichen den Werth einer Zahlengrdsse bezgjdimdet sich noch eine andere.
Danach bezeichnet es eine Zahlengrosse selbst, aber lhe,sbe nicht aus concreten, son-
dern aus abstracten Einheiten, oder sogar aus einer einngmlich der allein vorhandenen
abstracten Einheit oder Eins zusammengesetzt sei. Wieials®ucherreihe aus Bilichern, so
besteht dann die ZaBlaus abstracten Einheiten, oder besser noch aus der — olaiiié-
derholt vorkommenden — Eins. Was diese freilich sei, edalwir nicht. Wahrscheinlich ist
sie so abstract, dass man, um sie zu denken, tberhaupt detiten darf. Etwas weniger
schwierig ist schon die abstracte Kuh, aus der sich wohl Kirteherde wird bilden lassen
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8. Sje ist als Kuh freilich noch nicht abstract genug, um filveeaus ihr bestehende Herde
das Zeichen 50« passend erscheinen zu lassen. Dazu wére noch eine grégstraction
erforderlich.
Nun wir erkennen schon die Quellen aller dieser Wirrnissgein beiden oben genannten
Hauptfehlern.
Drei Auffassungen der Zahl (Anzahl) sind also bei Weiesstrzu unterscheiden:
1) die Zahl ist ein Aggregat von concreten Dingen (Pfeffesdin, Eisenbahnwagen, Bl-
chern);
2) die Zahl ist eine Eigenschaft (Werth, Geltung) einestsmicAggregates ;
3) die Zahl ist ein Aggregat von abstracten Dingen oder ediredgen wiederholt vor-
kommenden abstracten Dinges.
S.153 |
Die Schuler Weierstrassens sind in der angenehmen Lage,diesen drei Standpunkten
jedesmal den wahlen zu kénnen, der den Anforderungen desmiligks am besten zu geni-
gen scheint. Wenn der zweite allein vorkame, wére die Velnaglung der Anzahl mit ihrem
Trager vermieden; aber grade diese Auffassung ist am wenigieutlich ausgesprochen,
und die hierher gehérenden Aeusserungen sind offenbarunch den Zwang der Sachlage
abgenothigt.

8 154 .Dies ist die Grundlage, auf der Weierstrass die Lehre vorhéeern Zahlen auf-
bauen will. Dass sie schwankend ist, leuchtet ein. Und setwleinn auch sein Lehrgebaude
von der Null, den negativen, gebrochenen und irrationakemeh die bedenklichsten Risse
auf. Gleich bei der Einfihrung der Null werden das Gleict#zsiichen und das Pluszeichen
in einem Falle gebraucht, auf den die Erklarungen nichtgrgssodass streng genommen
die Gleichung $a — a) + b = b« nach Weierstrass keinen Sinn hat. Ebensowenig hat der
Ausdruck ,eine Zahl, die zu addirt, Null ergiebt* nach Weierstrass einen Sinn, weil die
Erklarung des Addirens auf diesen Fall nicht passt.

Es ist von Umformungen einer Zahlengrisse die Rede, beindemveder mehre Ele-
mente durch ein einziges ersetzt werden oder umgekehrti@mdat durch mehre vertreten
werden kénnen; aber nirgend ist gesagt, woran man die Migiteiner solchen Ersetzung
erkenne, noch in welcher Hinsicht die Vertretung geschédigme. Es wird auch wohl ge-
sagt, dass ein Element &quivalent sei mehren andern; alvanwge Aequivalenz erkannt
werde, bleibt dunkel.

8 155.Worauf beruht denn nun eigentlich die Anerkennung der negatgebrochenen,
irrationalen Zahlen bei Weierstrass? Sie werden, wie esisgleinfach geschaffen, ohne dass
die Mdoglichkeit des Schaffens untersucht wird. Die Berigghitg der negativen Zahlen be-
ruht nach Kossak® nur auf ihrer Definition. Das soll wohl heissen, man brauctieainen
Begriff aufzustellen, um sicher zu sein, dass etwas untefale . Nun haben wir langst
erkannt, dass die Zahlen keine physischen Gegenstandkdseirn, sondern nur logische.
Aber auch diese mussen nachgewiesen werden, und dazu gasniight, einen Begriff an-
zugeben, unter den sie fallen. Darin ist kein Unterschiedawen physischen und logischen

8Dje von dieser zu gewinnende Milch wird an Abstractheit tsctu wiinschen (ibrig lassen. Mann vergleiche
hierzu des VerfasseiGrundlagen der ArithmetikBreslau, Koebner, 1884) urdie Zahlen des Herrn Schubert
(Jena, Pohle, 1899).

A a.0.,S.17.

80Man vergl. hierzu Kants Kritik des ontologischen BeweisesnDasein Gottes. Kritik d. r. Vernunft, ed. Har-
tenstein, S. 405.



Gegenstanden. In den Vorlesungen hat Weierstrass zwapi@leigiegeben (eingenomme-
nes und ausgegebenes Geld, Strecken), aber, wie es scheiayr Erlauterung, nicht zur
Begrundung. |

Eine Summe von unendlich vielen positiven Summanden fas&@irass nicht als Grenz-
werth einer Summe, sondern als Summe. Ihr Vorhandensegintiéchm ebenso sicher wie
bei endlich vielen Summanden; und doch stimmt dies nichsaiiter Erklarung der Additi-
on. Nur halt er es fiir néthig, die Gleichheit in diesem Fabbsdnders zu erklaren (Verstoss
gegen unsern ersten Grundsatz des Definirens) und kommitoffealuf die Endlichkeit. Das
hangt damit zusammen, dass das Wort ,Summe" und das Plhepesowie das Gleichheits-
zeichen, wie wir oben gesehen haben, keine feste Bedeutinadpen.

Eine eingehendere Kritik von Weierstrassens Begriindumgrdgionalen Zahlen ist,
nachdem die Grundlagen als ganz unsicher nachgewiesemaihtinéthig.

f) Ruckblick und Ausschau.

8 156.Werfen wir nun einen zusammenfassenden Riickblick auf digudie, die ho-
hern Zahlen einzufuhren, und fragen wir, welchen Nutzendairaus fiir unsere eigenen
Bemuhungen ziehen kénnen.

Wir unterscheiden zwei Hauptrichtungen, in denen sichediéssuche bewegen: die for-
male und die inhaltliche. Jene nennt Zahlen gewisse durbhefben erzeugte Figuren, die
nach willkurlichen Regeln behandelt werden. Diese Figlk&men zwar in einem andern
Zusammenhange auch Zeichen sein, die etwas bedeuten;awer sleht der Formalarith-
metiker ganzlich ab. Fir die inhaltliche Arithmetik sinch@Figuren nur Zeichen ihrer ei-
gentlichen Gegenstande, Zahlzeichen, aussere Hiilf&rbitesformale scheint wie durch ein
unabwendbares Verhangnis immer wieder in das Bett dertlidhain Arithmetik einzumin-
den und stdsst unter andern auf folgende SchwierigkeitdBeEinfiihrung einer neuen Art
von Figuren muss sie zugleich neue Regeln fir deren Handlyadwfstellen, und zwar so-
wohl verbietende, als auch erlaubende. Es ware nun eigerli zeigen, dass diese neuen
Regeln weder unter sich, noch mit den alten in Widerstregtipen konnten. Diese Aufgabe
ist wohl nicht einmal ernstlich in Angriff genommen, gesaige denn geldst worden.

Fir uns kann nur eine inhaltliche Arithmetik in Betracht koen. Aber auch die auf
diesem Boden angestellten Versuche sind, wie wir gesehggnharfolglos geblieben, we-
nigstens sofern sie rein arithmetisch sein wollen.

Entweder man unterscheidet nicht zwischen Begriff und Gsiged und glaubt dann,
indem man einen Begriff aufzeigt, damit zugleich den Getgems von den gewilinschten
Eigenschaften zu haben; oder man sieht ein, dass ein Bagciffleer sein kann, und verlangt
von ihm, dass er widerspruchsfrei sei. So einleuchtend digvBhdigkeit dieser Bedingung
ist, so fraglich ist es, ob sie hinreiche. Dass kein Widerspibestehe — meinen nun wohl
Manche — leuchte unmittelbar ein, da ein solcher, | wennamdbn, sofort bemerkt werden
musste. Das ist leicht durch den Hinweis auf die indirectew@&se zu widerlegen. Dass kein
Widerspruch bestehe, muss also bewiesen werden. Nun hdbewav den Satz, dass ein
Begriff widerspruchsfrei ist, wenn ein Gegenstand untaerfidlt; aber dieser Satz ist grade
in unserm Falle unbrauchbar. Bevor also nicht ein ganz netiegip gefunden ist, mit dem
wir die Freiheit von Widerspriichen beweisen kdnnen, kommigrauf diesem Wege nicht
weiter8?,

81, Kronecker scheint gleich uns die bisher gemachten Versutés Irrationale arithmetisch zu begriinden fiir
fehlerhaft gehalten zu haben; ihm sind die irrationalerelatgischen Grossen der eigentlichen Arithmetik fremd:
er will sie demgemass ausscheiden und von den Zahlen nur die@oganzen als Gegenstande der Arithmetik
anerkennen. Jeder Versuch, die Lehre von den reellen Zeditearithmetisch zu begriinden, wird wohl darauf hin-

auslaufen, Alles schliesslich auf die Anzahlen zuriickaté, sodass jeder arithmetische Satz der Lehre von den

S.154
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8 157.Doch ist diese Betrachtung der vergeblichen Versuche mjahz unfruchtbar
geblieben. Wir haben uns an unsere Umwandlung der Allgemaéiriner Gleichheit in eine
Werthverlaufsgleichheit erinnert, die uns das zu leisterspricht, was die schopferischen
Definitionen anderer Mathematiker nicht vermégen. Wir matie reelle Zahl als Gréssen-
verhdltnis aufgefasst und so die formale Arithmetik im obrgegebenen Sinne ausgeschlos-
sen. Damit haben wir auf die Grossen hingewiesen als auf eliestande, zwischen denen
ein solches Verhaltnis stattfind&t

Da die Anzahlen nicht Verhaltnisse sind, missen wir sie \angbsitiven ganzen Zahlen
unterscheiden. Darum ist es nicht moglich, das Gebiet dealen zu dem der reellen Zah-
len zu erweitern; es sind eben ganz getrennte Gebiete. Diat#en antworten auf die Frage:
.wieviele Gegenstande einer gewissen Art giebt es?" wédhdia reellen Zahlen als Maas-
szahlen betrachtet werden kdnnen, die angeben, wie gmssGedsse verglichen mit einer
Einheitsgrosse ist. Manche Leser haben sich | vielleicht Ubsere Formelas (ba nf )«
gewundert und daflire>-1 = b« erwartet; aber dief -Beziehung einer Anzahl zur nachstfol-
genden ist verschieden von der Beziehgrgl = (. Jene findet nur bei Anzahlen statt, diese
auch bei andern als positiven ganzen Zahlen, sodass wih e Umkehrung geleitet von
den positiven ganzen Zahlen tber die Null zuriick zu den hagagelangen kénnen, wah-
rend ein Riickgang tiber die Anzatniz(0) hinaus nicht méglich ist®. Deshalb unterscheiden
wir auch die Anzahleanz(0) undanz(1) von den Zahler® und1.

8 158.Zunéchst kénnte es nun scheinen, dass wir uns auf die Geersgiizen miis-
sten; aber indem wir die reelle Zahl als Grossenverhéltefasgt, haben wir die Meinung
abgelehnt, dass die reelle Zahl etwa eine Strecke sei, daZslglzeichen eine Strecke be-
deute. Man unterscheidet nicht immer genau zwischen eineck® und der Maasszahl, die
ihr im Verhaltnisse zu einer Einheitsstrecke zukommt. Secepman wohl von der Strecke
a und versteht dann im weiteren Verlaufe untexsie Maasszahl. Die so entstandene Ver-
wirrung hat dann wohl die Meinung aufkommen lassen, ein Zgbhen bedeute — oder
kénne wenigstens bedeuten — eine Strecke. Gewiss bedsutéwas, aber nichts Geome-
trisches. Sondern genau dasselbe Grossenverhéltnised&sécken stattfindet, haben wir
auch bei Zeitraumen, Massen, Lichtstarken u. s. w. Daduishdich die reelle Zahl von
diesen besondern Grossenarten ab und schwebt gleichsaihiige Und darum scheint es
nicht angemessen, die Betrachtung zu fest an geometri§a#gitden haften zu lassen. Man
kann solche wohl benutzen, um das Verstandnis zu erleightauss sich aber hiten, etwas

Anzahlen zugerechnet werden kann. In demselben Sinne kanwafhauch jeden Satz der Lehre von den algebrai-
schen Flachen und Curven, der Lehre von den Punkten, Geuaddibenen zuweisen. Aber es ist ein Unterschied,
ob man den Ausdruck ,Curve vierter Ordnung* nur fur entbehrhalt, oder ob man ihn aus der Geometrie ganz
verbannen will, weil der damit bezeichnete Begriff nicht ia Geometrie gehdre. Und Kronecker scheint die Irra-
tionalzahlen nicht nur fir entbehrlich, sondern fiir gezad@narithmetisch zu halten, sodass die mit ihnen gefiihrten
Beweise sich auf etwas stiitzen, was die Reinheit der Arithntrétbt. Wir kbnnen den Grundsatz wohl billigen,
dass die Arithmetik, wenn irgend méglich, von keinen Beweinden Gebrauch machen dirfe, die der Geometrie
oder sonst einer fremden Wissenschaft entlehnt sind. Abkagssich, ob es nicht doch noch gelingen kdnne, die
irrationalen Zahlen rein arithmetisch zu definiren; und warden einen solchen Weg zu eréffnen versuchen.
Uebrigens ist Kroneckers Theorie der Anzahlen, auf die &sAgriindet, unhaltbar. Eine Anzahl ist nach ihm

eine Gesammtheit von Zahlzeichen. Das fuhrt zu der absurdgertiag, dass ein Volk, das andere Zahlzeichen be-
nutzt, auch andere Anzahlen hatte, dass also dessen Avikthwvoatganz andern Gegenstanden handelte als unsere
und also eine ganz andere Wissenschaft ware. Ferner géle esdiich viele Anzahlen, da offenbar nur endlich
viele Zahlzeichen bis jetzt hingeschrieben sind, und aesedi nur endlich viele Gesammtheiten bestehen kénnen.
(Vergl. Ueber den Zahlbegriff von Leopold Kronecker, Phdph. Aufséatze, Ed. Zeller zu seinem 50-jahrigen Doc-
torjubilaum gewidmet.)

82Hjer befinden wir uns in Uebereinstimmung mit Newton.

83Wir haben das Pluszeichen an so frilher Stelle (iberhaupt @iicfiilhren kénnen, ohne es unvollstandig und
stuckweise zu erklaren und so gegen unsern ersten Grumisalzefinirens zu verstossen.



darauf zu grinden. Denn wenn arithmetische Satze unalih&ongi geometrischen Axio-
men bewiesen werden kénnen, so miissen sie es auch. Soasgnete man ohne Noth die
Selbstandigkeit der Arithmetik und ihre logische Natur.

Man kann diese Behandlung der Arithmetik vielleicht auchrfal nennen, gebraucht
dann aber dieses Wort nicht in dem oben dargelegten Sinmen Rennzeichnet es die rein
logische Natur der Arithmetik, will aber nicht besagen,gddi® Zahlzeichen inhaltlose Figu-
ren seien, die nach willkiihrlichen Regeln behandelt werBémRegeln folgen hier vielmehr
nothwendig aus den Bedeutungen der Zeichen und diese Bedeut sind die eigentlichen
Gegenstande der Arithmetik; willkiihrlich ist nur die Bez®iung.

8 159.Der hier zu betretende Weg liegt also zwischen der alten XooiH. Hankel vor-
gezogenen geometrischen Begrindungsweise der Lehre adrratonalzahlen und den in
neuerer Zeit eingeschlagenen | Wegen. Von jener behaltdrewndie Auffassung der reellen
Zahl als Grossenverhdltnis oder Maasszahl, l6sen sieljedotden geometrischen wie von
allen besondern Grdssenarten ab und nahern uns dadureh diseren Bestrebungen. Aber
wir vermeiden zugleich den bei diesen hervortretenden Mimgass das Messen entweder
garnicht vorkommt, oder ohne innern, im Wesen der Zahl sbkyxgriindeten Zusammenhang
rein dusserlich angeflickt wird, woraus dann folgt, dasemtigch fir jede Grossenart beson-
ders angegeben werden misste, wie sie zu messen ware, umdawidadurch eine Zahl
erhielte. Es fehlt dabei ganz an allgemeinen Kennzeich&m,deo die Zahlen als Maasszah-
len gebraucht werden kdnnen und wie sich dann diese Anwegnglestaltet.

So kdnnen wir hoffen, uns einerseits die Handhaben der Adwegin besonderen Wis-
sensgebieten nicht entschliipfen zu lassen, ohne andsedi®eArithmetik mit den aus jenen
Wissenschaften entlehnten Gegenstanden, Begriffen uriéBengen zu verunreinigen und
ihr eigenthimliches Wesen und ihre Selbstandigkeit zuhgdé&n. Die Darbietung solcher
Handhaben kann man doch wohl von der Arithmetik erwartemnasaich die Anwendung
selbst nicht ihre Sache ist.

Ob unser Plan ausfuhrbar sei, muss der Versuch lehren. [Rahaidieses Bedenken
aufstossen. Wenn die positive Quadratwurzel aus 2 ein @mnsghaltnis ist, so scheint es,
um sie zu definiren, nothwendig, Grossen anzugeben, die/didsiltnis zueinander haben.
Aber woher diese nehmen, wenn der Hinweis auf geometrisati@liysikalische GrAiissen
verboten ist? Und doch bedurfen wir eines solchen Grissedirisses durchaus, weil sonst
nicht einmal das Zeicheny2« gebraucht werden diirfte.

Bevor wir dieses Bedenken zu beseitigen versuchen, missemswiber die Bedeutung
des Wortes ,Grdsse* verstandigen.

g) Grosse.

8 160.Das Wort ,Grésse* (,Quantitat”) bedeutet bei manchen Mathtkern soviel wie
.reelle Zahl* oder ,Zahl* schlechtweg. Diese Gebrauchsediangt wohl damit zusammen,
dass die Maasszahl und die durch sie hinsichtlich eineredirfhines Maasses) bestimmte
Grosse nicht immer auseinander gehalten werden; sie karum&ihier nicht in Betracht
kommen.

Was Grosse sei, ist wohl noch niemals befriedigend gesagiemo Wenn wir die Er-
klarungsversuche durchgehen, stossen wir oft auf das \WWtaichartig” oder ein &hnliches.
Man verlangt von den Griéssen, dass man die gleichartigear ilnmten vergleichen, addiren,
subtrahiren, auch eine GrAdsse in ihr gleichartige Thesidegen konrf. Mit dem Worte

840tto Stolz, Vorlesungen uber allgemeine Arithmetik (LeipZigubner, 1885) Einleitung.
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~gleichartig” ist offenbar gar nichts gesagt; denn in eikinsicht | kénnen Dinge gleich-
artig sein, die in einer andern ungleichartig sind. Die Eratpo, ob ein Gegenstand einem
andern gleichartig sei, lasst sich nicht mit ,ja“ oder ,rfédeantworten; es fehlt an dem ersten
logischen Erfordernis, der scharfen Begrenzung.

Andere definiren Grésse mit den Wortern ,grésser* und ,klgineder ,vergrossern®
und ,verkleinern* wodurch aber nichts gewonnen ist; denminvdie Beziehung des Gros-
serseins oder die Thatigkeit des Vergrosserns bestelilet bierklart. Es nitzt auch nichts,
die Worter ,Addition”, ,Summe*, ,Vervielfaltigen“ zu gebrechen, wenn man sie nicht ge-
nigend erkléart hat.

Wenn H. Hankel sat

~unter der Summe zweier Grésserundb versteht man eine neue Grosse, die aus ihrer
Synthesis als Resultat hervorgeht"”

so gebraucht er das ebenso unerklarte Wort ,Synthesis“earudeibt zweifelhaft, ob es
bei zwei gegebenen Objecten nicht verschiedene Synthesemdodnne.

Wenn man Woérter in einem besondern Zusammenhange erkladadratman sich nicht
einbilden, nun auch in andern Zusammenhangen einen Sinihmeih zu verbinden. Man
dreht sich, wie es scheint, hier nur im Kreise, indem man imaire Wort durch ein anderes
ebenso erklarungsbedurftiges erklart, ohne dadurch demelier Sache naher zu kommen.

8 161.Der Grund dieser Misserfolge liegt in der falschen Fradiestg. Es giebt sehr
verschiedene Grossenarten: Langen, Winkel-, Zeitgrgssassen, Temperaturen u.s.w., und
es wird kaum mdglich sein, anzugeben, wodurch die Angebirdieser Grossenarten sich
von Gegenstanden unterscheiden, die nicht einer Grossemgahoren. Auch wéare wenig da-
mit gewonnen; denn es fehlte noch an jedem Mittel, zu erkenmelche von diesen GrAs-
sen demselben Gréssengebiete angehérten.

Statt zu fragen: welche Eigenschaften muss ein Gegenstrehhum eine Grosse zu
sein? muss man fragen: wie beschaffen muss ein Begriff damit sein Umfang ein Grés-
sengebiet sef? Wir wollen nun statt | ,Begriffsumfang” der Kiirze wegeKlassé sagen.
Dann kann man die Frage auch so stellen: welche Eigensnhatfiss eine Klasse haben, um

85Theorie der complexen Zahlensysteme (Leipzig, Voss, 186%) § 1
86Einen Anlauf in dieser Richtung nimmt O. Stolz, indem er a. as@reibt:

» - - SO wird ein Grossenbegriff ein Begriff von der Art sedgss je zwei der darunter enthaltenen Dinge ent-
weder als geich oder als ungleich erklart sind.“ Hier ist @r @hat der Versuch gemacht, die oben gewiinschte
Beschaffenheit eines Begriffes anzugeben; aber in denstfatdenden Satze

»Mit andern Worten: ,Grosse heisst jedes Ding, welchesmeinadern gleich oder ungleich gesetzt werden
soll“«

wird dieser Versuch wieder fallen gelassen. Wenn es von d&térsein abhinge, so ware ein Begriff von einem
gewissen Augenblicke an ein Grossenbegriff, vorher nidhi.die Frage zu entscheiden, ob zu einer gewissen Zeit
ein Begriff ein Grossenbegriff ware, missten unter Umstarsdbnvierige geschichtliche Forschungen angestellt
werden. Dazu kommt noch Folgendes. Entweder sind die Worteiclgiund ,ungleich” schon vorher ihrer Bedeu-
tung nach bekannt; dann kann es nicht mehr Sache der Erkléeimgob irgendwelche Dinge gleich oder ungleich
sind; oder diese Worter sind vorhe$'1|59 nicht bekannt: dann kann man fir sie irgend beliebig gel@liféorter,

z. B. ,azig“, ,bezig“ nehmen, und wir haben gesehen, dass maduichts nédher bestimmt werden kann. Vielleicht
hélt man noch einen dritten Fall fir moglich, dass namlich bisirddie Worter ,gleich* und ,ungleich* weder
vollkommen bekannt, noch ganz unbekannt seien, insofern maisge Eigenschaften ihrer Bedeutungen kenne.
Aber ehe Gberhaupt von den Bedeutungen dieser Worter dieseaudarf, mussen sie vollkommen bestimmt sein,
und erst dann kann gefragt werden, ob diese Bedeutungeerwiigchten Eigenschaften haben. Aber solche Erkla-
rungen konnen Uberhaupt nicht daftir entscheidend seingehd ein Begriff ein Gréssenbegriff sei. Entweder ist
ein Begriff ein Grossenbegriff; dann ist er es unabhangiyjeder Erklarung von ,gleich” oder ,ungleich“; oder er
ist kein Gréssenbegriff, so ist er auch dies unabhangig stuier Erklarung. Diese setzt nur einen Zusammenhang
zwischen jenen Wortern und den Bedeutungen fest, die sienteddien; dariiber hinaus geht ihre Wirkung nicht.
Wir missen uns nur darliber ganz klar sein, dass eine Erkl&@ierggwas an der Sache selbst &ndern kann, dass sie
lediglich unsere Benennung oder Bezeichnung betreffen.kan



ein Grossengebiet zu sein? Etwas ist eine Grosse nichtdiiaiein sondern nur, sofern es
mit andern Gegenstanden einer Klasse angehért, die eirs&rdsbiet ist.

8 162.Da es uns zunéchst nur darum zu thun ist, eine Grundlage diicafire von
den reellen Zahlen zu gewinnen, wollen wir uns die Sachermhderleichtern, dass wir die
absoluten Griéssen ausser Betracht lassen und nur digjgdigesengebiete ins Auge fassen,
in denen ein Gegensatz stattfindet, dem bei den MaasszatldesiPositiven und Negativen
entspricht. Und hierbei mag uns die Bemerkung von Gaussk@Vved. Il, S. 176) zu Hiilfe
kommen:

.Positive und negative Zahlen kénnen nur da eine Anwendurdgfi, wo das Gezahlte
ein Entgegengesetztes hat, was mit ihm vereinigt gedachfataichtung gleich zu stellen
ist. Genau besehen findet diese Voraussetzung nur da statticim Substanzen (fur sich
denkbare Gegenstande), sondern Relationen zwischen jeGagenstanden das Gezahlte
sind. Postulirt wird dabei, dass diese Gegenstande aufrbast Art in eine Reihe geordnet
sind, z. B.A, B, C . . . und dass die Relation deszu B als der Relation de® zu C u.

s. w. gleich betrachtet werden kann. Hier gehdrt nun zu degriBeler Entgegensetzung

nichts weiter als der Umtausch der Glieder der Relationaseavenn die Relation (oder der
Uebergang) voml zu B als+1 gilt, die Relation vonB zu A als—1 dargestellt werden muss.

Insofern also eine solche Reihe auf beiden Seiten unbedgstnzprasentirt jede reelle Zahl
die Relation eines beliebig als Anfang gewahlten Gliedesimam bestimmten Gliede der
Reihe."

Im Wesentlichen kénnen wir diesen Gedanken zustimmeretaggioch die Beschran-
kung auf ganze Zahlen fallen und sagen statt ,das Gezakdtadil ,das Gemessene“. Gauss
scheint die Relationen durch die Gegenstande bestimmtritedezwischen denen sie statt-
finden, und bedarf | eines Postulates tber die GleichheiRdktionen. Wir dagegen be-
trachten die Beziehung als definirbar ohne Hinsicht aufilpeste Gegenstande, die in ihr
stehen, sodass mit der Anerkennung einer Beziehung im mbgeen noch gar nicht gesagt
ist, dass es Gegensténde gebe, die in ihr stehen. Wenn reiBeaehung gegeben ist, in
der A zu B steht, so ist damit zugleich entschieden,®lzu C und C zu D in dieser sel-
ben Beziehung stehen, und eine Anordnung von Gegenstandsne Reihe ist damit von
selbst gegeben. Freilich wird nicht jede Beziehung eing iendliche fortlaufende Reihe
ergeben; nicht jede Beziehung ist also fiir unsere Zweckechizar. Welche Beschréankungen
nothwendig sind, muss die weitere Untersuchung lehren.

Sagen wir der Kirze halbeRglation” statt ,Umfang einer Beziehung®, so kénnen wir
sagen: die von uns zu betrachtenden Grossen sind Relatbrerossenverhaltnisse oder
reellen Zahlen werden wir demnach als Relationen von Relati ansehen. Unsere Gros-
sengebiete sind Klassen von Relationen, namlich UmfangeBegriffen, die dem Begriffe
Relationuntergeordnet sind. Der Umkehrung des Vorzeichens wirdJdikehrung der Be-
ziehung entsprechei(und K ~'). Der Addition der Maasszahlen wird entsprechen die Zu-
sammensetzung der Relationého(K). Demnach wird das Zeichernm$« dem Minuszeichen
und das Zeichenox dem Additionszeichen vergleichbar sein; die Form@ls o A« wird
dem » — b« und »4~! o A« dem Nullzeichen entsprechen.

8 163.Nehmen wir beispielsweise als Gegenstande die Punkte merf g@eraden Linie.
Zwischen diesen finden Abstandsbeziehungen statt. DertHgingt etwa vonA um eine
gewisse Strecke nach einer gewissen Seite (etwa nach)reciiisrnt. Wenn der Punkb
ebenso weit vori’ nach derselben Seite entfernt ist, so stél#u D in derselben Abstands-
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beziehung wied zu B. Offenbar ist die Abstandsrelation vdnzu A die Umkehrung jener
von A zu B. Mithin entspricht die Umkehrung einer Abstandsrelatien dmkehrung der
Richtung. Es ist ferner unmittelbar ersichtlich, dass disa@mmensetzung solcher Abstands-
relationen mit der geometrischen Addition der Streckerréibkommt.

8 164.Wir konnen jetzt der vorhin (§ 159) aufgeworfenen Frage néleten, woher
wir die Gréssen nehmen, deren Verhaltnisse irrationaldesagind. Sie werden Relationen
sein; und diese dirfen nicht leer sein, d. h., sie durfentiichfange solcher Beziehungen
sein, in denen keine Gegensténde zu einander stehen. Dieha 8@ziehungen haben den-
selben Umfang; es giebt nur eine einzige leere Relation.iDd@nnten wir keine reelle Zahl
definiren. Wenny die leere Relation ist, so igt™! dieselbe, ebenso augh! o ¢q. Auch die
Zusammensetzung der Relationen | unseres Grossengeatdetescht die leere Relation
ergeben; das thate sie aber, wenn es keinen Gegenstanagéleen ein Gegenstand in der
ersten und der zu einem Gegenstande in der zweiten Rel&diodes

Wir bedirfen also einer Klasse von Gegenstanden, die in @datiBhen unseres Gros-
sengebietes zu einander stehen, und zwar muss diese Klzasdliah viele Gegenstande
umfassen. Nun kommt ja dem Begri#adliche Anzahéine unendliche Anzahl zu, die wir
Endlos genannt haben; aber diese Unendlichkeit gentigtmiolh Nennen wir den Umfang
eines Begriffes, der dem Begriffndliche Anzahlintergeordnet ist, einklasse endlicher
Anzahlen, so kommt dem Begriff&lasse endlicher Anzahlezine unendliche Anzahl zu, die
grosser als Endlos ist; d. h. es lasst sich der Begriffliche Anzahhbbilden in den Begriff
Klasse endlicher Anzahleaber nicht umgekehrt dieser in jenen.

Nun waren etwa zwischen den Klassen endlicher AnzahlentiBiedsn nachzuweisen,
welche als Angehorige eines Gréssengebietes aufgefasitmiednnten. Etwas, anders wird
sich die Sache freilich noch gestalten, wie wir gleich selherden.

Setzen wir fur den Augenblick die Kenntnis der irrationaZeilen voraus! Jede positive
Zahla kann in der Form

k=00 1

»r+ ; {QTk «
bezeichnet werden, worin untere eine positive ganze Zahl odér unter »n;«, »ny« U.
S. w. positive ganze Zahlen zu verstehen sind, deren Anzahdlg/ unendlich annehmen
kénnen. Es gehdrt in dieser Weise zu jeder positiven ratonader irrationalen Zahl ein
Paar, dessen erstes Glied €ine positive ganze Zahl odérist und dessen zweites Glied
eine Klasse von positiven ganzen Zahlen ist (Klassenggr Statt der ganzen Zahlen kon-
nen wir auch Anzahlen nehmen, sodass nun zu jeder posigeatiem Zahl ein Paar gehort,
dessen erstes Glied eine Anzahl und dessen zweites Glied&isse von Anzahlen ist, die
anz(0) nicht enthalt. Sind num, b und ¢ positive Zahlen und ist + b = ¢, so besteht fur
jedesb eine Beziehung zwischen den Paaren, die zund zuc gehéren. Und diese Bezie-
hung kann man definiren, ohne auf die reellen Zahleh ¢ zurtickzugehen, also ohne die
Kenntnis der reellen Zahlen vorauszusetzen. So haben wieBengen, deren jede wieder
durch ein Paar (das Zugehdérende) gekennzeichnet ist. Hierzu kommen noch die bmke
rungen. Die Umfange dieser Beziehungen (diese Relaticer@sprechen den positiven und
negativen reellen Zahlen eindeutig. Der Addition der Zalleind b’ entspricht die Zusam-
mensetzung der zugehdrigen Relationen. Die Klasse diedatiGhen ist nun ein Gebiet, das
fur unsern Plan hinreicht. Diese Andeutungen mégen vogéggnugen, die Zweifel | an
der Durchfiihrbarkeit des Planes zu zerstreuen. Es solltdachit gesagt sein, dass wir uns
genau an diesen Weg halten werden. Auf zwei Punkte mdchteuichoch besonders hin-
weisen. Erstens: weder die Klassen endlicher Anzahlerh diecerwéhnten Paare, noch die



Relationen zwischen diesen Paaren sind IrrationalzaBleensowenig sind sie Zeichen von
Irrationalzahlen; sie sind nicht durch Schreiben oder Boetk erzeugte Gebilde; sondern
sie sind einfach Klassen, Paare, Relationen. Zweitengrdiéhnten Beziehungen zwischen
den Paaren lassen sich definiren, ohne den Zusammenhangnitationalzahlen als be-
kannt vorauszusetzen, von dem wir der grosseren Verstéikdit halber ausgegangen sind.
Bei der Ausfihrung wird also von Irrationalzahlen zunadesicht die Rede sein durfen;
sondern wir werden ausgehen von Klassen endlicher AnzahMschen denen wir gewisse
Beziehungen definiren werden, ohne dabei einen Zusammgmhianler Addition der reel-
len Zahlen auch nur zu erwéhnen. So wird es uns gelingenedikerZahl rein arithmetisch
oder logisch zu definiren als Verhaltnis von nachweisbahaondenen Grdssen, sodass kein
Zweifel mehr bleiben kann, dass es irrationale Zahlen giebt

Zunachst aber werden wir die Frage beantworten missenh@/@igenschaften muss
eine Klasse von Relationen haben, um ein Gréssengebietr? se

| 2. Grossenlehre.
A. Satze Uber die Zusammensetzung von Relationen im Allgenredn.

8 165.Zerlegung.

Die Abgrenzung des Grossengebietes ergiebt sich aus dderiog, dass die fir die
Addition wesentlichen Gesetze gelten, die unter den Nanesrcdmmutativen und des as-
sociativen Princips bekannt sind. Die Frage ist nun so 4lestavelche Eigenschaften muss
eine Klasse von Relationen haben, damit in ihr fiir die Zusansetzung der Relationen das
commutative und das associative Gesetz gelten? Was dieisesitit, so zeigt sich, dass es
allgemein gilt, also keine néhere Bestimmung bewirkt. Umwebeweisen, brauchen wir ei-
nige Satze uUber die Gleichheit von Relationen, die wir vgraleiten. Dabei sei Folgendes
bemerkt. Die Bedingung, dagsine Relation sem—kdnnen wir durch das Vorderglied

, extaexte (— f(e,a)) =p*
oder auch durch das Vordergliedm®” #28
, extaexte (—ea (awap)) =p

wiedergeben.

8 166.Aufbau.
lla FVYo[(—Ddo8(aap))=(—da(adgqg))|—
(—da(adp)) = (—da(adq))

FVavo[(—oda(aap)) =(—da(asq))] —
(—da(adp)) = (—da(adg)) (a

87kdnnen wir durch das Unterglied
, extaexte (— f(e,a)) =p*

oder auch durch das Unterglied

#28Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!

S.163



F extaexte (— f(e,a)) =p —
(Vavo[(—0a (adp)) = (—0a(asq))] —
(—f(d,a)) = (—da(aaq))) 8

F extaexte (—g(e,a)) = ¢ — (extaexte (— f(e,a)) =p —
(Vavo [(—0a (aap)) = (—2a(aaq))] —
(—f(d,a)) = (—9(d,a)))) Gl

N—
F extaexte (—g(e,a)) = g — (extaexte (— f(e,a)) =p —

(Vavo [(—08 (aap)) = (—0a(asq))] —

Vo Va [(— f(a,0)) = (—g(a,2))])) ©
(20): — — — — — — — —

~— QO
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F extaexte (—g(e,a)) = ¢ — (extaexte (— f(e,a)) =p —
(Vavo[(—0a (adp)) = (—0a(adq))] —
exta exte (— f(e,a)) = extaexte (—g(e, a)))) (e

(IIIc):
F extaexte (—g(e,a)) = ¢ — (extaexte (— f(e,a)) =p —
(VaVo [(—ooa (adp)) = (—da(asgq))] —
p = extaexte (—g(g,a)))) (e

(ITIc):
F extaexte (—g(e,a)) = ¢ — (extaexte (— f(g,a)) = p —
(Va ¥ [(—08 (a8 p)) = (—25 (8.0)] — p = 1)) (485

B Fextaexte (— Ve[ta(aar) — - ea(tap)])=rop
(485) :

F extaexte (—g(e,a)) =g —
(Vavo[(—da(as (rop)) = (—do(asg)] —rop=q) (486

B Fextaexte (- Ve[ta(aat) — - ea(rtas)])=tos
(486) :

FVaVvo[(—oda(aa(rop))) =(—0va(as(tos)))] —
rop=tos (487

5 Fea(ragq) — (ra(aat) —ea(ad(toq)))



- da (eap) — (ca (raq) —
(ro(adt) —da(ad((tog)op))))
X
- da(aa((toq)op)) — (ro(aat) —
(ea(ragq) — — da(eap)))

F- da(aa((tog)op)) — (ra(adt) —

Ve[ta (reg) — — da(rap)])

(15): — — — — — — — —
S.165
k= da(aa((tog)op)) — (re(adt) — — da(ra(gop)))
k= da(ad((tog)op)) — Ve[ta(adt) — = da(ra(gop))
(15): — — — — — — — —

- da(aa((tog)op)) =~ da(aa(togop))
X

Fda(aa(togop)) —da(ad((teg)op))

5 Fda(eap) — (ea(rag) — da(ra(gop)))

da(eap) — (ed (rogq) —
(ro(aat) — da (ad (toqop))))

X
- da (eap) — (= da (ad (togop)) —
(ro(aat) — - ea(rag)))

—

(«

(6

(v

©

(e

(©

(488

(«

(6



Fda(eap) — (= da(ad(togop)) —

Ve[ta (aat) — — ed(raq)]) Gl
15): — — — — — — — —
- da (eap) — (= da(ad (togop)) — — ed (ad (toq))) o
X
= do(ad(togop)) — (ed(aa(toq)) — — da(eap)) (
F— da(ad(togop)) — Vefra(ad(tog)) — — da(rap)] @
(15): — — — — — — — —
F— da(ad(togop)) =~ da(ad((tog)op)) (
X
Fda(aa((togq)op)) — da(ad(toqop)) ®
(IVa) :

- (da(aa(togop)) — ds(as((tog)op))) —

[—da(ad((tog)op)) =[—ds(ad(togop))] (v

(488) :
F[—de(as((tog)op))] =[—da(as(togop))] G
FVavo[[—va (aa ((togq)op))] =[—da(as(togop))]] (A

(487) :
F(tog)op=toqop (489

(IIIa):
FF(togop) — F((tog)op) (490

489 F (tog)op=toqop
(I1Ic) :

FF((tog)op) — F(togop) (491



8 167.Zerlegung.

In dem eben bewiesenen Satze haben wir das associativez Bsdie Zusammenset-
zung der Relationen. Das commutative Gesetz gilt hier robime Einschrankung. Wir be-
weisen es zunachst flr Glieder einer Reihe wie

K KoK, (KoK)oK, ((KoK)oK)oK ..

Es wird wiinschenswerth, fiir die reihende Relation in eilméchen Reihe eine kurze Be-
zeichnung zu haben. Wir definiren deshalb:

xt = extaexte (ot = ) (®
und ziehen hieraus die nachsten Folgerungen.

8 168.Aufbau.

O Fextaexte(cot=a)=xt

(6) :

F F(da (ad xt)) = F(dot=a) (492

492 Fda(aaxt) > dot=a

Fdo(adxt) = (F(dot) — F(a)) (493

492 Fda(aaxt) > dot=a

Fdoa(adxt) — (F(a) = F(dot)) (494

O Fextaexte(cot =)=yt

FF(dot=a)— F(da(adxt)) (495

llle Fdot=dot
(495) :

Fda(dotaxt) (496

llc Feot=d— (eot=a—d=a)

(492,492) : = = = = = = = =
Fea(daxt)— (ea(adxt) — d=a) (a
FVeVoea (00 xt) — Valea (asxt) — 0 =d (e]
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F funk (* t)

8 169.Zerlegung.
Um nun den Satz
» Fta(ga <4i) = (ta(pad <4i) —qop=pogq)’
mit (144) zu beweisen, brauchen wir den Satz
, Fta(pa <,i) = (dop=pod— (do(adxt) —aop=poa))
oder den Satz
, Fta(pa <,i) > (dop=pod— (dot)op=podot)"
den wir mit dem Satze
, Fto(ps S*t) —top=pot'

| beweisen. Dieser ist mit (144) abzuleiten.

§ 170.Aufbau.
Mh Ftod=dot— (tod)ot=(dot)ot

(491) :
Ftod=dot—todot=(dot)ot
(493): — — — — — — — —
Ftod=dot — (da(adxt) >toa=aot)
—
FYotocd=0do0t—Vapa(aayt) >toa=aot
(144): — — — — — — — —
Ftoa(pa <,) — (tot=tot—top=pot)
(II1e)
Fta(pe <,¢) wtop=pot
(Ila): — — — — — — — —
Fta(pa <y¢) = (F(pot) — F(top))
498 Fta(pa <,i) —top=pot
(IIl¢): — — — — — — — —

(497

(6

(v

(5

(«

(5

(v

(6

(498

(499

(500



lh Fdop=pod— (dop)ot=(pod)ot

(491) :

Fdop=pod—dopot=(pod)ot (a
(491) :

Fdop=pod—dopot=podot (B
(499) :

Fta(pe <,i) — (dop=pod—dotop=podot) (v
(490) :

Fto(ps <,:) — (dop=pod— (dot)op=podot) (6
(493) :

Fta(pa <,:) = (dop=pod—

(do (a@ xt) »aop=poa)) (e

-

Fta(pa <, i) > Vodop=pod—

Va 0o (adxt) —aop=poada|] (4
(144): — — — — — — —

Fta(ga <yi) — (ta(pd <) —

(top=pot—qop=poq)) (n
(498) 1 — — — — — — — —

Fta(qa <4i) — (ta(pd <y¢) »qop=poq) (501
(IIT¢): — — — — — — — —

Fta(ge <,:) — (ta(pe <,:) — (flgop) — f(poq))) (502

Séatze, in d¢nen die Aehnlichkeit der Umkehrung der Relatioan mit der Umkehrung des Vorzeichens hegvbditt.

8 171.Zerlegung.

Wir beweisen zunéchst einen Satz, der besagt, dass dieltopjpekehrung einen Dop-
pelwerthverlauf — mithin auch eine Relation — ungeandesttiéSodann benutzen wir (24),
um einige Satze abzuleiten, die solchen arithmetischereB&ntsprechen, bei denen es sich



um die Auflésung einer Klammer mit davorstehendem Minusesicandelt.

§ 172.Aufbau.
40 | extaexte (f(a,e)) = extaexte (f(e, )™t

(ITTh) :

Fextaexte (f(a,e)) ™' = (extaexte (f(e,a)) 1) ™? («
(I1Ia):

F extaexte (f(e,a)) = extaexte (f(a,e)) ™! —

extaexte (f(e,a)) = (extaexte (f(g,a))™ 1)~} G

(40)

Fextaexte (f(e,a)) = (extaexte (f(g,a))™ 1) ! (503
(ITI¢)

Fextaexte (f(e,a)) =q—q= (¢ H)™* (504

24 +(gop) 't =p loq!
(ITIc) :

Ffllgop)™) — flptog™h) (505

505 + F((gop) tot)— F((p~togt)ot)

(491) :
FF((qop)~tot) = F(p~log lot) (506
24 +(q op)_1 = p_1 o q_1
(I1a) :

Ffptog™) = f((gop)™) (507

507 + F((}f1 ) q’l) ot) — F((gop)tot)
(491) :

FF(plog tot)— F((qgop) " ot) (508

B. Die Positivalklasse.
a) Definitionen der Functionen & und posval(£) und Folgerungen.

8 173.Zerlegung.

Der Satz (501) enthalt das commutative Gesetz fiir die Zusarsetzung von Relationen,
die einer Reihe wie
K KoK, (KoK)oK ..
angehdren. Wir kdnnen mithin die Klasse der Glieder diesghdRals Grossengebiet ansehn
und alle positiven rationalen Zahlen als Verhaltnisse wmyjei GrAlissen eines solchen
Grossengebiets definiren. Das Negative ware leicht eitzefij indem man die Reihe riick-
warts Uber das Anfangsglied verlangerte. Die Hauptscligkeit liegt jedoch im Irrationalen.



Dieses konnen wir nur als Grenze erreichen; und um die Gramzefiniren, brauchen wir
die Beziehung des Kleinern zum Gréssern. Nun bietet siahéiie solche Beziehung von
selbst dar, ndmlich die des Folgens in unserer Reihe. Digzéeums aber nichts fiir Relatio-
nen, die der Reihe nicht angehdren. Es wird also néthig geimisse Anforderungen an eine
Beziehung zu stellen, die erflllt sein | missen, damit marmlsi eine solche des Kleinern S.169
zum Grossern auffassen kdnne, und das Folgen in unseree Reibks als besonderer Fall
dieser Beziehung erscheinen. Man kann eine solche Bezjettamn zur Abgrenzung des
Grossengebietes verwenden, indem man sagt: alle Relatget@ren dem Grossengebiete
an, die zu einer und derselben in dieser Beziehung stehést. jEdoch wohl zweckmassiger,
die Beziehung des Kleinem zum Grdssern auf das Positivekmufiihren. Entweder ndm-
lich kann man das Positive erklaren als das, was grosseieddutigrosse ist, oder man kann
sageng wird grésser al$ genannt, wenn die Relation positiv ist, die augnd der Umkeh-
rung vonb zusammengesetzt ist. Wir kdnnen nicht von der Klasse ddasveosschlechthin
mit dem bestimmten Artikel reden, da es in jedem Gréssertgkine solche Klasse geben
wird. Das Wort Positivklassewird uns vielmehr ein Begriffsname sein, und wir stellee di
Frage so: welche Eigenschaften muss eine Klasse habensirogitivklasse gelten zu kdn-
nen? Wenn wir nun eine Positivklasse haben, so kénnen wizulgshérige Grossengebiet
abgrenzen. Zu ihm gehort jede Relation, die entweder détivdasse angehort, oder die die
Umkehrung einer Relation ist, die der Positivklasse angebder die zusammengesetzt ist
aus einer Relation, die der Positivklasse angehort, urehdémkehrung (Nullgrésse). Wenn
demnach> eine Positivklasse ist, so geh@ftdem zugehdrigen Grossengebiete an, wenn

Viget — - (- HI=q ' —>M=q 'og)]—IaX

das Wabhre ist. Wir gelangen hierdurch zu folgender Definitio

P—e=qloq) —cas) (0.4

0s:=exte(Vqgas— - (me=q"
Wenn demnack eine Positivklasse ist, so istXddas zugehorige Grossengebiet liid 0%
ist der Wahrheitswerth davon, dddsliesem Grdossengebiete angehort. Wir ledén ,0 "
einfacher: JT gehort demx-Gebiete an“. Ziehen wir zunéchst die einfachsten Folggenn

aus dieser Definition!

§ 174.Aufbau.
X Fexte(Vggas— - (ne=q —e=q oq) —>cas)= 0s

F(Malg=s— - (np=q ' —>p=gqltog)]—pes) —pads (509

Fpas— poa ds (510

509 F(Valg=s—- (- p=q' —=p=q'oq)]—pas)—pdds

S.170

1

F-Valges - (np=q'—p=q'oq)]—psds (o

X



X Fexte(Vqgas— - (ne=q  —e=q oq)] —eas)= 0s

(46) :

= po 65qu[qas—>—\ (—| p:q_lap:q_loq)]

F=pads—(qgas—— (np=q¢ ' —>p=q'oq)

F-pads—(gas—p=q log)

X

1

Fp=q oq—(qg9s—pads)

Me Fqglog=qgltog

(512) :

Fgas—q togads

511 F=pads—(qgas—- (np=q¢'—=p=q'oq)

}—ﬁpeés—>(qas—>—|p=q_1)
X

}—p:q_l—>(qas—>pa ds)

Me Fqgl=g¢"

(514) :

Fgas—q 'ods

-1 -1

Fpods— (Vglges— - (mp=q ' —>p=q 'oq)]—pas)
X
F-pos— (Vg[ges ——- (np=q ' —=p=qlog)—

- pa ds)

(6

(511

(o

(512

(513

(«

(514

(515

(516

(517



8 175.Zerlegung.

Wann ist nun eine Klasse eine Positivklasse? Wenn das ztigel®rossengebiet stetig
sein soll, so muss Folgendes stattfinden. Wenn eine GrissesdGebietes eine Eigenschaft
® hat, die auch allen kleinern Gréssen zukommt, wahrend egesenh Gebiete auch eine
Grosse giebt, die die Eigenschéfnicht hat, so muss es eine obere Grenze aller Gréssen von
der Eigenschaf® in diesem Gebiete geben; d. h. es muss hier eine Grésse dgglfen, dass
alle kleinern die Eigenschadt haben, dass aber jede grossere grosser ist als mindestens ei
Grosse, die die Eigenschaiit nicht hat. Doch dies nur vorlaufig! Wie man sieht, brauchen
wir zur Definition der | Grenze eine Beziehung des Kleinemm grdsseren, die wir mit der
Potitivklasse erklaren wollten. Wir werden also nicht niitean Schritte ans Ziel gelangen.
Bevor wir den Begriff der Positivklasse definiren, stellen&nen weitern Begriff auf — wir
wollen ihn Positivalklassenennen — mit dem wir die obere Grenze definiren kénnen. Mit
dieser gelangen wir dann zur Positivklasse.

Die Bestimmungen, auf die es uns zunéchst ankommt, sindridg

Was zu einer Positivalklasse gehort, muss eine Relation dis selbst sowie auch ihre
Umkehrung eindeutig ist. Die aus einer solchen Relationibret Umkehrung zusammen-
gesetzte Relation darf als Nullgrésse der Positivalklasdgt angehdren. Wenn ferner zwei
Relationen derselben Positivalklasse angehdren, so nugbsdie aus ihnen zusammenge-
setzte Relation (als Summe jener) dieser Positivalklasgetegren, und die aus der einen
und der Umkehrung der andern zusammengesetzte Relatian(alsDifferenz) dem Gros-
sengebiete der Positivalklasse angehoéren. Dasselbe mecisyan der aus der Umkehrung
der einen und aus der andern zusammengesetzten Relatien.@&nnl’ zu irgendeinem
Gegenstande in der Relatibhsteht, so wollen wir sagefh, trete als erstes Glied der Rela-
tion IT auf, und wenn irgendein Gegenstand Auin der RelationlI steht, so sagen wir\
trete als zweites Glied der Relatidhauf. Zu jeder Relation giebt es eine erste Klasse von
Gegenstanden, die als erste Glieder der Relation auftkétemen und eine zweite Klasse von
Gegenstanden, die als zweite Glieder der Relation auftigienen. Wir verlangen nun, dass
die erste zu einer Relatidih gehérende Klasse zusammenfalle mit der zweiten zu einer Re-
lation K gehdrenden Klasse, wehund K derselben Positivalklasse angehdren. Damit ist
auch gesagt, dass die erstelzgehorende Klasse mit der zweiten zusammenfalle. Es giebt
dann also zu jeder Positivalklasseeine einzige Klasse von Gegenstanden, die sowohl als
erste, wie auch als zweite Glieder jeder Relation auftriktemen, die zlt gehort.

Dies fuihrt uns zu folgender Definition

posval(s) :=

(Vp[pas—

- (Valgas —— (Vo[(Va[- da(adp)]) = (Va[- ad (004q)])] —

(qop e 8s— (g7 opa 8s— - qopas))) —

(exta exte (—ea (0@ p)) = p — (funk(p~1) — (funk(p) — p~Lopas))) (¥
Danach isposval(3) der Wahrheitswerth davon, dassine Positivalklasse ist. Bei der Auf-
stellung dieser Definition habe ich mich bemuiht, nur die ndthvendigen Bestimmungen
aufzunehmen und nur solche, die von einander unabhangig3ass dies gelungen sei, kann
freilich nicht bewiesen werden, wird aber wahrscheinligbnn mehrfach Versuche misslin-
gen, einige dieser Bestimmungen auf andere zurtickzufiilisbesondere scheint es nicht
maglich zu sein, die Zeilego 8sop~—1“zu entbehren. Sollte ein solcher Versuch spéater doch
gelingen, so wirde damit zwar kein logischer Fehler in ugrdgefinition nachgewiesen, aber

immerhin ein Schonheitsfehler entdeckt sein. Wir ziehem die nachsten Folgerungen aus
unserer Definition.

S.171
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§ 176.Aufbau.
(T F(Vplpas—

(I1Ia):

(IIa) :

(Id) :

(IIa) :

- (Vglgas — = (Vo [(Va[-~ 28 (aap)]) = (Va[- as (08 9)])] —
(qop~'eds— (g " opa ds— - qopas))) —

(extovexte (—ea (aap)) = p — (funk(p~') — (funk(p) — p~' o pas))))]) =
posval(s)

F posval(s) — Vp [pa s —
(Vo [(Va[- 28 (adp)]) = (Va[~ ad (da9q)])] —
(qop~'eds— (g7 opads— - qopas)) —

(extaexte (—ea (e p)) =p — (funk(p~") — (funk(p) — p~' opa s))))] (

- (Vg[ges — -

F posval(s) — (pa s —

(Vg0 s — — (V0 [(Ya [ v (aap)]) = (Va [~ as (20q)])] —
(qopta 85— (a~ opa 85— — qopas))]

(extacexte (—ea (aap)) = p — (funk(p™!) — (funk(p) — p~ ' opas)))))

(518
F posval(s) — (pa s —
Valgas — = (Yo [(Va[- 08 (adp)]) = (Va[- ad (009)])] —
(qop o ds— (g 'opa &s — - qopas)))) (o
F posval(s) — (pas — (¢gas —
- (Vo[(Va[- 28 (adp)]) = (Va[~ ad (0 q)])] —
(gop™'e 8s— (¢ ' opa 85— gopas))))) (519
F posval(s) — (pa s — (¢ga s —
Vo [(Va [~ 28 (adp)]) = (Va[~ ad (03 q)])])) (a
F posval(s) — (pas — (gas —
(Va[- da(adp)]) = (Va[~ ad(daq)]))) (520
F posval(s) — (pas — (gas —
(Va[- aa(daq)] — Va[- da(aap)]))) (521

F posval(s) — (pas — (gas —
(Va [ asa(dag)] — — da(aap)))) (522



llle F (Va[- da(aap)]) = (Va[-~ ad(dagq)]) —
(Va [~ da (aep)] — Va [~ ad (daq)])

F posval(s) — (pas — (gas —
(Va [~ da (aap)] = Va[~ ad(dag)])) (523

F posval(s) — (pa s — (¢ga s —
(Va[= da(aap)] — — as(daq)))) (524

519 I posval(s) — (pas— (gas —
- (Vo [(Va[- 28 (agp)]) = (Va[- ad (00 49)])] —
(qgop e ds— (¢ 'opa ds — - gopas)))))

F posval(s) — (pas — (gas —
- (qopte ds— (¢ topa ds— - gopas)))) (525

- posval(s) — (pas — (gos — qop ‘o 8s)) (526

525 F posval(s) — (pas— (¢gas—
= (qgop~'e 85— (¢ opa 85—~ qopas))))

+ posval(s) — (pas — (qas — = (¢ ' opa 8s — = qopas))) (527

I posval(s) — (pas — (gas — ¢ ' opa 8s)) (528

527 I posval(s) — (pas — (gas — - (¢ 'opa 8s — = gopas)))
I): — — — — — — — —
F posval(s) — (pas — (gas — qgopas)) (529

518 I posval(s) — (pas —
- (Valgas =~ (Vo[(Va[-~ 028 (aap)]) = (Va[~ as (00 q))] —
(qop~'8 8s— (g7 opa 8s — — gopas)))] —
(extarexte (—ea (@ap)) = p — (funk(p~!) — (funk(p) — p~* 0 pa 5))))

S.175
F posval(s) — (pas — = (extaexte (—ea (wap)) =p —
(funk (p_l) — (funk (p) — p_1 opas)))) (530

S.174



F posval(s) — (pa s — extaexte (—ea (wap)) =p)

530 F posval(s) — (pas— — (extaexte (—ea (adp)) =p—
(funk (p~") — (funk(p) — p~" o pas))))

I posval(s) — (pa s — funk(p~'))

532 I posval(s) — (pas — — (funk(p™') — (funk(p) — p~

1
Ie): — — — — — — — —
F posval(s) — (pas — — (funk(p) — p~* o pas))
(Id): — — — — — — — —
F posval(s) — (pa s — funk(p))
534 | posval(s) — (pas — — (funk(p) — p~opas))
O e
F posval(s) — (pas — = p~ opas)
(I11d)#%: — — — — — — — —
- posvalls) — (pas — + p=p~lop)
529 | posval(s) — (pas — (p teas—p topas))
X
- posval(s) — (pas — (- ptopas— - plas))
(536) 1 — — — — — — — —

I posval(s) — (pas — - p tos)

504 F extaexte (—eo(avq)=q—q= (¢
(B31):: — — — — — — — —

s176 |
539 + posval(s) — (gas —q=(¢" "))
(Illa): — — — — — — — —
- posval(s) — (¢85 — (F((¢~")™") — F(a)))

©pas)))

(531

(532

(533

(534

(535

(536

(537

(«

(538

(539

(540

(541



505 + f((gop)™) = flp o (g

507 + fpto(g ")) = fllg ep)™h)

505 F f((gop ")) = f((p ) toqg")
F posval(s) — (pas — (f((gop™")™") = flpog™)))

b) Beweis des Satzes

, - posval(s) — (gas — (pas—q tog=pop 1))

8 177.Zerlegung.

(542

(543

(544

Wenn die Relatiodl der Positivalklass& angehért, so nennen wif ' o II eine Null-
relation des--Gebietes. Ebenso nennen wir addh II-!. Wir beweisen nun den in der
Ueberschrift genannten Satz mit (487). Aus ihm folgt, dasgalem Gebiete einer Positi-

valklasse immer nur eine Nullrelation giebt. Zum Beweisaulchen wir die Satze

, k- posval(s) — (¢85 — (pas — (da (ad (¢ 0q)) — da(ad (pop™')))"
, Fposval(s) — (gos — (pas— (de(aa (pop™ ') = da(aa (¢ 'og)))))"

Zum Beweise vond) sind erforderlich die Satze
, k= da(da(pop™)) — Va[- as(dap)]’

, Fposval(s) — (gos — (da (aa (¢ oq)) —a=d))"
Zum Beweise von() bedurfen wir der Satze
, F-ao(aa(qgtoq)) = Va[- as(asq)]" O

, Fposval(s) — (pas — (de (aa (pop™')) ma=4d)*

8§ 178.Aufbau.

78 Ffunk(q™!') — (ea(avq ') — (da(eaq) — a =d))
X
Ffunk(¢™!) — (—m a=d— (e (anq™!) — - do(eaq)))

N—r

#30%m Original fehlt rechtes Zeichen [interp | bonn]

(«

(5

(v
(5

(e
(€

(o

S.177



(15): — — — — — — —
Ffunk(¢™') — (- a=d— - da(aa (¢ ' oq)))
X
Ffunk(¢™!) — (da(aa (¢ ' oq) —a=d)
(533) ¢ — — — — — — — —
k posval(s) — (g9 s — (da (ad (¢~ ' 0q)) — a = d))
(ITla): — — — — — — — —

- posval(s) — (¢85 — (da (ad (¢~ ' o)) — (f(d) — f(a))))

22 Fas(dep) —do(aap™?)

Faa(dep) — da(da(pop™t))
X
F— da(da(pop ') — - ad(dap)

—

- do(da (pop_l)) —Va [~ ad (dap)]

F posval(s) — (g s — (pas —

(= da(da(pop™)) — Val= da(aaq)]))

lla FVYa[- do(asq)] — — da(ragq)

(1) :

FVa[- do(asq)] — (re(asq™) — - da(raq))

—

(B

(v

(545

(546

(547

(o

(6

(548

(«

(6



FVa[- de(aaq)] — Ve[toa (aaq™ ') — — da(raq)]

(15): — — — — — — — —
- Va[- de(asg)] — — da(ad (¢ " oq))
(@ — == — ==~ ~
F posval(s) — (ga s — (pas —
(= da(da(pop™)) =~ da(ad (¢ 0q))))
X
S.178
F posval(s) — (ga s — (pa s —
(da(ad(¢" 0q)) —da(da(pop™)))
(547): — — — — — — —
F posval(s) — (g s — (pas —
(da (a2 (¢~ 0q)) = da(ad(pop™))))
(IVa): — — — — — — — _

1 1

- (da(as(pop ")) — da(aa (g oq))) — (posval(s) — (ga s —

(pos— (—da(ad(qg ' oq))) =(—da(ad(pop™))))))

23 Fda(eapt) —ea(dap)

F funk (p) — (ea (a@p) — (do (eap™t) — a=d))

X

Ffunk(p) — (- a=d — (ea (aap) — - do(eap™t)))

N—

Ffunk(p) — (- a=d — Ve [ta (aap) — - do (rap™t)])

(v

©

(e

(€

(549

(550

(«

(B

(v



funk(p) — (- a=d — - da(as (pop™)))
X

Ffunk (p) — (da (ad (pop™')) — a=d)

I posval(s) — (pas — (da (aa (pop™')) — a =d))

F posval(s) — (pa s — (da (a8 (pop™')) — (F(a) — F(d))))

22 Fas(deq) —da(aaqg™)

F posval(s) — (g s — (pa s —

(= a8 (ad (¢ 0q)) = Va[~ ad (adp)])))

lla FVa[- as(adp)] — — ro(asp)

FVa[- as(aep) — (re(aep) — - da(rapt))

FVYal[- as(adp)] — Ve [ta (adp) — — da(tapt)]

©

(e

(551

(552

(553

(554

(555

(6

(v



(552) :

(550) :

FVa[- as(aep) — - da(aa(pop™t))

F posval(s) — (g s — (pas —
(- as(ad(g ' oq) =~ da(ad(pop™))))

X

F posval(s) — (ga s — (pas —

(da(ad (pop™ ")) —ad(ad (¢ " 0q)))))

F posval(s) — (¢ga s — (pas —

(da(ad (pop™')) — da(ad (¢ " 0q)))))

F posval(s) — (ga s — (pas —

(—da(ad (¢ 0q)) = (—da(ad(pop™))))

N—r

F posval(s) — (ga s — (pas —

Vavo [(—os(aa (g toq))) = (—da(aa(pop™))))))

I posval(s) — (¢go s — (pas— ¢ *

F posval(s) — (ga s — (pas— (f(pop™™) — f(g" 0 q))))

Fq tog=popt = (fl¢ " oq) = flpop™h))

- posval(s) — (qgo s — (pas — (f(g " oq) = flpop™))))

- posval(s) — (gas — (pas — (f(¢ ' oq) = f(p~' op))))

og=pop ')

©

(e

(«

(n

(9

(t

(556

(557

(558

(559
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c) Beweis des Satzes
,Fpe 8s— (- ptas— (posval(s) — (ras—
(= pas—p=rtor)))

8§ 179.Zerlegung.
Wir beweisen nun den Satz, dass eine Relation, die dem @eabiedr Positivalklasse an-

gehort, eine Nullrelation ist, wenn weder sie selbst noch Wmkehrung der Positivalklasse
selbst angehdrt. Wir benutzen hierzu (516).

8§ 180.Aufbau.

540 I posval(s) — (gas — (¢ ') tas)
(ITIb): — — — — — — — —
F-p 'es — (posvalls) — (q@s — - p=q")) (@
If): = == = = = = —
F—=ptas— (posval(s) — (¢85 — (- p=q log—
~(p=qt=p=q"00q)) (s
(559) : — — — — — — — —
F - plas — (posvalls) — (ras — (- p=rtor —
(s —- (mp=q¢'=p=q"0q))) (v
-~ plas— (posval(s) — (res — (~ p=r"lor —
Valges — - (- p=q"'—p=q""00q)) @
(516): — — — — — — — —

Fpo &s — (- ptas— (posval(s) — (res —
(- p=rtor—pas)) (560

X



Fpo 8s — (- p 'tos— (posval(s) — (res —

(~npas—p=rtor))) (561

d) Beweise der Satze
, Fgas— (posval(s) — (pa s — (p_l op)oqg=gq))

, Fpas— (posval(s) — (¢go s — qop*1 op=gq))

und Folgerungen.

8 181.Zerlegung.

Die in der Ueberschrift genannten Satze besagen, dass elatdR, die einer Positival-
klasse angehort, unverandert bleibt, wenn sie mit der dlation des Gebietes ihrer Positi-
valklasse zusammengesetzt wird. Um den ersten Satz zudmweebrauchen wir (468) und
haben dazu die Satze

. - posval(s) — (pa s — (g8 s — (da(adq) — da(ad ((p'op)oq) (a

, - posval(s) — (pa s — (da (aa ((p~' op)oq)) — da(adq)))" (8
nothig.

8§ 182.Aufbau.

555 - ad(ad(p ' op)) — Va[- ad (adp)]

(52A): — — — — — — — —
- posval(s) — (pa s — (qa s —
(= as(aa(p™' op)) — — da(adq))) (o
X
- posval(s) — (pas — (qa s —
(da (adq) —asd (ad (p~" 0p))))) s
B): === === ——

F posval(s) — (pa s — (ga s —

(da(adq) — da(ad ((p~' op)oq))))) (v
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e Fa=e— (- da(aaq) — — da(edq))

(546) : — — — — — — — —
F - da(adq) — (posval(s) — (pa s —
(ea(ad (p~top)) — — da(eaq))) ©
- da(adq) — (posval(s) — (pa s —
Ve[va (as (p~'op)) — = da (vaq)])) (e
(1) : — — — — — — — —
- = da(adq) — (posval(s) — (pas — = da(ad ((p~' op)oq)))) (
X
S.182
- posval(s) — (pa s — (da (ad ((p~" o p) 0 q)) — da (a8 q))) (
IVa): — — — — — — — —
- (da (ad ) — da (ad ((p~" op)oq))) — (posval(s) — (pas —
[—da(aa((p~'op)oq))] = (—do(aaq)))) ©
M === === ==
Fgas — (posval(s) — (pas —
[—da (aa ((p~" op)oq))] = (—da(aaq)))) (v
Fgas — (posval(s) — (pas —
Vavo [[—va (aa ((p~' op) 0g))] = (—oa (aaq))])) @
(486): — — — — — — — —
Fextaexte (—ea (awdq)) =q —
(go s — (posval(s) — (pas — (p ' op)oqg=q))) (A
(B31): — — — — — — — —
Fqoas — (posval(s) — (pas — (p ' op)oqg=q)) (562
(Illa): — — — — — — — —

Fqa s — (posval(s) — (pas — (f(q) = f((p~' op) 0q)))) (563



Fqas— (posval(s) — (pas — (f((p~"op)og) — f(q)) (564

562 + go s — (posval(s) — (pa s — (p*1 op)ogqg=q))

(558): — — — — — — — —
Fqoas — (posval(s) — (pas — (pop ')oq=q)) (565

491): — — — — — — — _
F goa s — (posval(s) — (p65—>popfloq:q)) (566

(IIl¢): — — — — — — — _

S.183

Fqa 5™ — (posval(s) — (pas — (f(pop~'oq) — f(9)))) (567

- qas — (posval(s) — (pas —p ' opog=q)) (568

- qes — (posval(s) — (pas — (f(g) = f(p ' opoq))) (569

e Fplopog=q— (f(p topoq) — f(q)

Fqas— (posval(s) — (pas — (f(p ' opoq) — f(q))) (570

§ 183.Zerlegung.

Den zweiten Satz unserer Ueberschrift kbnnen wir nun m@)abf (566) zurlckfuhren,
indem wir in (566) stattp' , ¢ schreiben. Aus dem so gewonnenen Satze lassen sich dann
ahnlich wie aus (562) weitere Folgerungen ziehn.

§ 184.Aufbau.
566 I posval(s) — (qgas— qoq 'oq=q)
(550): — — — — — — — —
Fpos — (posval(s) — (gas — qop top=q)) (571

Fpas — (posval(s) — (qas — (f(a) = flgop~'op)))) (572

e Fgoplop=q— (flgop ' op) — f(q))

Fpas — (posval(s) — (¢85 — (fgop™ op) — f(q)))) (573



490 Fqgop ltop=q—(qop op=gq
B71): — — — — — — — —

Fpas— (posval(s) — (gas — (f((gop™") op) — f(q))))

S.184 |
Nh Fgoplop=qg—(qgopltop) ™ t=¢q"
(505) :
Fgoptop=q—(ptop)togl=q""
(542) :
I posval(s) — (pas — (gop top=gq— (p top)logt=q"))
Gy — — — — — — — —
Fpas— (posval(s) — (qgas — (p top)ogt=q71))
(Illa): — — — — — — — —

Fpas— (posvals) — (qgas — (flg~") = f((p~ " op)oqg™))))

571 F pas — (posval(s) — (goas —qop top=q))
(558) :

Fpoes — (posval(s) — (gas — qgopop ! = q))

Fpas — (posval(s) — (qgas — (gop)op™ " =q))

Fpas — (posval(s) — (qga s — (f((gop)op™") — f(q))))

578 Fpos— (posval(s) — (qas — qopopil = q))
(Ill¢): — — — — — — — —

Fpas — (posval(s) — (qga s — (f(gopop™) — f(q))))

lth +(gop)op ™ =q—((gop)op )" =q"
(544) -
- posval(s) — (pas — ((gop)op t =q—po(qgop) ™t =q¢ 1))
(505) :
I posval(s) — (pas — ((gop)op t=qg—pop ltogt=q")
(B79): — — — — — — — _
Fpas — (posval(s) — (gas —pop tog ' =¢ 1))
(Ile): — — — — — — — —

Fpas — (posval(s) — (qgas — (f(pop tog™ ') — flg))))

(574

(575

(«

(6

(576

(577

(578

(579

(580

(581

(a

(B

(582

(583



| S.185

8 185.Zerlegung.

Wir kénnen aus (580) noch den Satz ableiten: ,\Wenn eine Ralalie aus einer zweiten
und einer dritten Relation zusammengesetzt ist, mit deiteweusammenfallt, so gehort die
dritte nicht derselben Positivalklasse an wie die zweite."

Zu diesem Zwecke zeigen wir, dass die dritte Relation eindr®ation wéare, wenn sie
derselben Positivalklasse wie die zweite angehorte, tlabés nach (537) unmoglich.

§ 186.Aufbau.

1 1

lh Fpoc=c— (poc)oct=coc™
(580) :
Fcos — (posval(s) — (pas — (poc=c—p=coc'))) («
(557) :
Fcos — (posval(s) — (pas — (poc=c—p=p Lop))) (B
X
Fcas — (posval(s) — (pas — (n p=p lop—-poc=c) (v
(B3 — — — — — — — —
Fcas — (posval(s) — (pas— - poc=c)) (584
X
Fcas — (posval(s) — (poc=c— = pas)) (585

e) Satze Uber das Grdssere und Kleinere in einer Positivalabkse.

8 187.Zerlegung.
WennX; eine Positivalklasse ist udd undK ihrem Gebiete angehéren, so kénnen wir
, K loTlo X"
lesen: JTist grosser al& im X-Gebiete".

Wir beweisen nun den Satz:

»Wenn von Relationen, die derselben Positivalklasse abigeh die ersteq) grosser als
die zweite ¢) ist, so gehort die aus der ersten und einer drittfasammengesetzten Rela-
tion der Positivalklasses] an, wenn die aus der zweiter) ind der dritten) zusammenge-
setzte es thut.”

Wenn die dritte Relation als Umkehrung einer Relatiphgufgefasst wird, so erhalten
wir als besondern Fall den Satz:



-Wenn eine Relationy) grosser als eine zweite)(ist, die selbst grésser als eine drit@ (
ist, so ist die ersteg) grésser als die drittep], wenn die Relationen derselben Positivalklasse
angehoren.”

8§ 188.Aufbau.
491 }—(tor)or_loqasetoror_loqes
(567) :

S.186

- gas— (posval(s) — (ras— ((tor)or togas—togas))) (a

Fqo s — (posval(s) — (res — (r"'ogas—
(toras—togas)))) (586

8 189.Zerlegung.

Wir beweisen nun den Satz, dass eine Relation mit einer eweilsammenfallt, wenn
die erste weder grosser noch kleiner als die zweite ist, evithsie derselben Positivalklasse
angehoren. Wir fihren diesen Satz auf (561) zurtck.

8§ 190.Aufbau.

Mh Feloa=cloc—ococloa=coctoc

(567) :
- as s — (posval(s) — (ca s —
(cloa=cloc—a=cococ)) (a

(567) :
aas — (posval(s) — (cos — (cloa=clocoa=c)) (3

(561): — — — — — — — —

-1

Faos— (ctoao 8s— (- (ctoa)"tes— (posval(s) —

1

(cas — (- ¢ cans—a=c))))) (v

(543,528): = = = = = = = =



-1

Faas— (- a” " ocas— (posval(s) —

(cos— (- ctoans—a=c)))) (587

X
Faas— (- a=c— (posval(s) —

(cos— (= ctoaas—atocas)))) (588

8 191.zerlegung,.

Wir beweisen nun noch, dass eine Relation, die einer Pakitasse angehort, nicht grés-
ser ist als eine zweite Relation, wenn diese grosser algslie ist. Dies folgt aus (538).

§ 192.Aufbau.
538 | posval(s) — (p~togas— - (p log)
(542) :

“las)

I posval(s) — (pas — (p togas— - ¢ 'opas)) (589

I'. Die Grenze.
Definitionen der Functionen£4¢ und grenzg

8 193.Zerlegung.

Wir wollen nun, wie im § 175 angedeutet ist, die obere Grenzeiner Positivalklasse
definiren. Wir sagen statt ,obere Grenze derjenigen Relation einer Positivalklasse, die
einer Klasseb angehoren” kirzer:

»2-Grenze vorb*,
Wann sagen wir nun) seiX-Grenze vonb? Dazu gehort
1. dasst eine Positivalklasse sei;

2. dassA derX-Klasse angehore;

3. dass jede der Klasggangehorende Relation kleiner &isder Klasseb angehore;

4. dass alle Relationen A, die grosser ala\ sind, grosser seien als mindestens eine

Relation inX, die nicht der Klass@ angehort.
Bevor wir die Grenze definiren, wollen wir der Abkirzung ralbolgendes festsetzen:
sdu := exte (Va[aas — (a ' ocas — asu)]) «

Diese Bezeichnung gebrauchen wir nun zur Definition der Gxen

grenz’ :=exte (— (Ve[eas — (¢ ' oeas — = ed(sdu))] —

(ea (sdu) — (e@ s — — posval(s))))) (AA
Danach lesen wir

. Aa (grenzy) “
»A ist X-Grenze vond*,

S.187



Wir ziehen dann die nachsten Folgerungen aus unsern Deffieiti

§ 194.Aufbau.
Q Fexte(Vajaas — (atocas — asu)]) = sdu
(44) :

FValaas — (a toeas — asu) — ea (sdu)

Q Fexte(Valaas— (a ' ocas — asu)]) =sdu
(46) :

Fea(sdu) — Va[aas — (a ' oeas — asu)]

Fea(sdu) — (ads — (a ' oeas — asu))

AA Fexte(— (Ve[eoas — (e toeas — = ea(sdu))] —

(ea (sdu) — (@ s — — posval(s))))) = grenzy

(46) :
S.188
- po (grenz’) — = (Vel[eas — (p toeas — - ea(sdu))] —
(pa (sdu) — (pa s — — posval(s))))
(Id): — — — — — — — —
- po (grenz) — Veeas — (p toeas — - ea (sdu))]
(Ila): — — — — — — — —

Fpo (grenzg) — (ea s — (p_l oceas — — ed (s:lu)))

X

1

Fea(sdu) — (eas— (p~ oedas— — pa(grenzy)))

592 I pa(grenz’) — - (Ve[eas — (p 'oeas — - ea(sdu))] —

(o (sdu) — (pa s — — posval(s))))

Ie): — = — — = — — —
F pa (grenzy) — = (pa (sdu) — (pa s — — posval(s)))
(Id): — — — — — — — —
F pa(grenzy) — pa (sdu)
(591): — — — — — — — —

(590

(«

(591

(592

(«

(593

(594

(595

(596

(597



F pa(grenzy) — - (pa s — — posval(s)) (598

F po (grenzy) — pas (599

598 F pa(grenzy) — - (pa s — — posval(s))
Imy: — — — — — — — —
F pa (grenzy) — posval(s) (600

AA Fexte(— (Ve[eas — (et oeas — - ea(sdu))] —

(ea (sdu) — (e@ s — — posval(s))))) = grenzy

(44) :
F= (Veleas— (p toeas — - ea(sdu))] —
(p® (sdu) — (pe s — — posval(s)))) — pa (grenz;) (a

X
S.189

- pa(grenz') — (Veleas — (p oeas — — ea (sdu))] —

(pad (sdu) — (pa s — — posval(s)))) @]
X

+ posval(s) — (Ve[eas — (p ' oeas — — ed (sdu))] —

(pa (sdu) — (pa s — pa (grenzy)))) (601

8 195.Zerlegung.
Wir beweisen nun, dass es nicht mehr als elrérenze einer Klasse giebt; in Zeichen:
, Fpa(grenzy) — (¢ga(grenzy) - p=gq)"
Wir benutzen dazu (587), indem wir zeigen, dass von solclienZen die erste weder grésser
noch kleiner ist als die zweite.

8 196.Aufbau.
594 | pa(sdu) — (pas— (¢ 'opas— - ga(grenzt)))
(599,596) : = = = = = = = =
- po (grenz¥) — (¢! opas — — ¢a (grenz’)) (a

X



- pa (grenz¥) — (ga (grenzt) — = ¢ ' opas) B

(587): — — — — — — — —
Fpas— (- p'ogas— (posval(s) — (gos —
(poa (grenzt) — (ga (grenzy) — p =q))))) (v
Fpas— (qgos— (pa(grenzy) — (¢a (grenzy) —p=gq))) (0

F pa (grenzy) — (¢ga (grenzy) — p = q) (602

A. Die Positivklasse.
a) Definition der Function pos(¢) und Folgerungen.

8 197.Zerlegung.

Wir haben im § 175 die Frage gestellt: Wann ist eine Klasse Piositivklasse? Diese
Frage ist noch nicht beantwortet worden. Wir haben uns dageiothigt gesehn, zunachst
den weitern Begriff der Positivalklasse zu definiren. Naghdvir damit dieX:-Grenze einer
Klasse definirt haben, kdnnen wir nun jene Frage beantwoBDamit eine Klass& eine

S.190 Positivklassesei, muss sie folgende Eigenschaften haben: |

1. sie muss eine Positivalklasse sein;

2. zu jeder ihr angehdrenden Relation muss es eine andees,géie ihr gleichfalls
angehort und Kleiner ist;

3. wenn es eine Relation der Klassajiebt der Art, dass iix. alle kleineren Relationen
einer Klasseb angehdren, wahrend esiheine Relation giebt, die der Klasgenicht
angehort, so muss es eilleGrenze de geben.

Wir stellen demnach die Definition auf:
pos(s) := (= (Vu [Vr [~ vo (grenzy)] — Ve [ea (sdu) — (ed s — Valaa s — asu])]] —
(Va[Ve[eoas — - e toaas] — - aas] — - posval(s)))) (AB

Wir lesen pos(X)‘: , ¥ ist eine Positivklasse'. Ziehen wir audB) jetzt die nachsten
Folgerungen!

§ 198.Aufbau.
AB F (= (Vu[Ve[- vo(grenzy)] — Ve [ea (sdu) — (ea s —
Va[aas — asu])]] —
(Va[Ve[eas — - ¢ toaas] — - aas] — — posval(s)))) = pos(s)
(II1a) :

F pos(s) — = (Yu [Vr [~ ta(grenzt)] — Ve [ea (sdu) — (e s —
Valaas — asu])]] —
(Va[Ve[eas — - e toaas] — = aas] — - posval(s))) (603



F pos(s) — Vu [Vr [~ ta(grenzi)] — Ve [ed (sdu) — (ea s —

Valaa s — aau])]] (a

(Ila): — — — — — — — —
S.191

F pos(s) — (Ve [~ ta (grenzy)] — Ve [ea (sdu) — (eas —

Va[aa s — asu))]) B
(Ila): — — — — — — — —

F pos(s) — (Ve [~ va(grenzy)] — (ed (sdu) — (ea s —

Va[ao s — adul))) (O
(Ila): — — — — — — — —

F pos(s) — (Yt [~ va(grenzy)] — (ed (sdu) — (ea s —
(ads — adu)))) (604

603 I pos(s) — = (Vu [Vr [~ va(grenzy)] — Ve [ea (sdu) — (ea s —
Valaa s — asu])]] —

(Va[Ve[eoas — - ¢ 'oaas] — - aas] — — posval(s)))

(I¢): — — = — = — — —
- pos(s) — = (Va[Ve[eas — - ¢ 'oaas] — - aas] — — posval(s))
(605
(Id): — — — — — — — —
I pos(s) — Va [Ve[eos — - ¢ oaas] — - aas]
(Ila): — — — — — — — —
I pos(s) — (Ve[eas — = e toaas] — - ass) (606

605  pos(s) — — (Va[Ve[eas — = e 'oaas] — — aas] — — posval(s))

F pos(s) — posval(s) (607

b) Beweis des Satzes
, Fpos(s) — (pas— (ads— ad(pa (arch?))))’ (Archimedisches Axiom.)

8 199.Zerlegung.

Wir beweisen nun den Satz:
-Wenn zwei Relationen derselben Positivklasse angeh8regiebt es ein Vielfaches der
einen, das nicht kleiner als die andere ist.”
(Archimedisches Axiom.)

| S.192
Den Gedanken, dass es ein Vielfaches Magiebt, das nicht kleiner al ist, kbnnen wir
so ausdriicken:

- Vt[la(te <,;m) —t 'oAay]



sofernX die Positivklasse ist. Zur Abkirzung fihren wir eine bessmedBezeichnung ein,
indem wir definiren:
arch? := extaexte (- Vt[aa (ta <,,) =t tocas]) (AT
Danach lesen wir, fall& eine Positivklasse ist undl undII ihr angehdren :
, Aa (Ta (archi)) * :

,€S giebt ein Vielfaches voH, das nicht kleiner ist ald*“.

Mit dieser Bezeichnung haben wir in der Ueberschrift demnabe/Norten angefuhrten
Satz.

Ziehen wir zunadchst aua\(") einige Folgerungen!

§ 200.Aufbau.
AT Fextaexte (- Vt[aa (ta <,,) — t ' oecas]) = arch?
(6) :
Faa(ga (arch?)) — = Vt[ga (ta <,,) — t 'oaas] (o
X
FVt[ga (ta <,,) — t 'oaas] — - aa(¢ga (arch?)) (608

AT extaexte (- Vt[aa (ta <,,) — t 'ocas]) = arch?

10) :
" k- Vt[ga (ta <,,) — t ' oaas] — as(ga (arch?)) («
X
k- asa(ga (arch?)) — Vt[ga (ta <,,) =t ' oaads] G
(ITa): — — — — — — — —
- aa (ga (arch?)) — (ga (ta <,,) —t toaas) (609
X
F-ttoaas— (ga(te <,,) — asa(ga (arch?))) (610

8 201.Zerlegung.

Um nun den Satz des § 199 zu beweisen, stellen wir folgenda®@eting an. Wir nehmen
an,q undp gehoren der Positivklassean. Wenn nun jedes Glied der ngianfangenden p-
Reihe kleiner ala wére, so gabe es nach (604) ein@renze vorya (arch?); denn es giebt in
der Klasses auch Relationen — z. B, —, die von Gliedern jener Reihe mindestens erreicht
werden, und das gilt dann auch von allen kleineren. DieG@renzem von ga (arch?) ist
offenbar abhéngig vog. Wir werden zeigen, dagso ¢ die s-Grenze vorp o pa (arch?) ist,
wennc die s-Grenze vorpa (arch?) ist. Nun fallen aber diese beiderGrenzen offenbar



zusammen, sodagso ¢ mit ¢ zusammenfallen misste. Dann kénnte nach (58%icht der
Klasses angehdren. Hieraus ergiebt sich die Falschheit der Annatlass jedes Glied der

mit p an- | fangendep-Reihe — d. h. jedes Vielfache vgn— kleiner alsa sei. S.193
Unsere erste Aufgabe wird sein, den Satz
, I co (grenz® (archg))) — (pas — poca (grenzP?® (arch{j)))) ‘ (a

zu beweisen. Dazu brauchen wir nach (601) den Satz
(pd (archy))

, Fco(grenzs ) — (posval(s) — (pas — poca(sd(popa (arch?))))) " (B
Wir haben nach (597)
Feca (grenz(vqa (archg))) — (ros— (r"tocas—ra(ga (arch?))))

worin dann flrr’ ,p~! o a’ zu setzen ist, nachdem statte s’ ,ra 85’ eingefiihrt ist. Den
Uebergang zuf) vermittelt dann der Satz
, Fb loaa (ga (arch?)) — as (boga (arch?)) (v
der aus
, Fga(ta <,p) —boga(bota <,p)" (6
abzuleiten ist. Diesen beweisen wir mit (144).

§ 202.Aufbau.
490 Fbodop:boaﬁ(bod)op:boa

(ITTh):: — — — — — — — —
Fdop=a— (bod)op=boa («
(492) : — — — — — — — —
Fda(agxp) — (bod)op=boa @
(495) :
- da (adxp) — boda (boad xp) (611
137): — — — — — — — —
Fra(boda <,p) — (do(adxp) —ra(boaa <,p)) (a
FYo[ra(boda <,,) —
Va[oa (adxp) —ra(boas <) 8
(144) :

Fga(te <,p) — (ro(boga <,p) —ra(bota <,;)) (612

140 Fboga(boga <,p)
(612) :




Fga(ta <,p) = boga(bota <,,) (613

506 + (bot)toaas—ttob toaas

(609) :: — — — — — — — —
- asa(boga (arch?)) —
(boga(bota <,,) =t tob toass) (a
613): — — — — — — — —
k= aa(boga(arch?)) — (¢ga (te <,,) —t 'ob 'oaas) (B
- aa(boga (arch?)) — Vt[ga (ta <,,) —t'ob toass] (v
608): — — — — — — —
S.194
= as(boga (arch?)) — - b ' oaa (ga (arch?)) @)
X
Fb 'oaa(ga (arch?)) — aa (bo go (arch?)) (614

8 203.Zerlegung.

Um, wie im § 201 angedeutet wordem,a s’ durch ,ra ds’ zu ersetzen, beweisen wir
den Satz

, Fro 8s— (posval(s) — (gas — (¢ ' oras —ras)))"
d. h. ,eine Grosse ist positiv, wenn sie grésser ist als easitige GrAiisse ihres Gebietes."

§ 204.Aufbau.
505 - (vog) tes— - g lovlas

(538) 1 — — — — — — — —

I posval(s) — (vogas— — ¢ *ov tas) (@
(529) : — — — — — — — _

F posval(s) — (g s — (vos— - ¢ tovlas)) 3
(IId): — — — — — — — —

F posval(s) — (gas — (ves— (¢ 'oras— - r=v""))) (v



505 = (v tow)og) tes— - qglo(wtov)tas

(542) :
F posval(s) — (vas — (= (v ov)og) tas—— ¢ lov  ovas)) (0
(538) :: — — — — — — — —
- posval(s) — (vas — (v ' ov)ogas— = ¢ ov ' ovas)) (
(563) : — — — — — — — —
- posval(s) — (vas — (gas — - ¢ lov lovas)) «
(IIld): — — — — — — — —
- posval(s) — (vas — (gas — (¢ 'oras— - r=v"'ow))) (n
If): — === — — — —
= r=v"" = (posval(s) — (vas — (¢gas— (¢ oras—
S (mr=vl=r=0vlouw))) ®
(N — == === ==
- posval(s) — (qas — (¢ ' ores — (vas—
~(mr=vl=r=0vlow)) ¢
- posval(s) — (gas — (¢ ' oras —
Vglges — - (nr=q"" —r=q"0q)) G
(516): — — — — — — — —
S.195
Fra ds — (posval(s) — (qgas — (¢ 'oras—ras))) (615
(609) :: — — — — — — — —

Fra &s— (posval(s) — (gas — (- ra(¢ga(arch?)) —

(g9 (g9 <4p) —1059)))) (a

(140) =



S.196

Fra ds — (posval(s) — (g8 s — (- ra(ga(arch?)) — ra s)))

(5

X
Fra ds — (posval(s) — (gas — (- ras —ra(ga (archt))))) (v
(59T) : v
- co (grenz\?® (archg))) — (rtoces— (re &8s — (posval(s) —
(g9 s — ra(ga (archy)))))) (616
490 + F(a'opoc) — F((a " op)oc)
(543) :
I posval(s) — (pas — (F(a ™ opoc) — F((p~toa) toc))) (617
607): — — — — — — — —
Fpos(s) — (pas — (F(a™topoc) = F((p~toa) toc))) (618
614 Fp toas (pa(arch?)) — aa (po pa (arch?))
616): — — — — — — — —
- ca (grenz"® (archg))) —((ptoa)tocas— (ptoas ds —
(posval(s) — (pa s — aa (p o pa (arch)))))) (a
(617,528) 1 = = = = = = = =
- ca (grenz"® (archg))) — (posval(s) — (pa s —
(ads— (a"'opocas—aa(popa (arch?)))))) 8
- ca (grenz® (archg))) — (posval(s) — (pas —
Valass — (a~ opocas — aa (popa (arch?)))]) G
(590): — — — — — — — _
- ca (grenz® (archg))) — (posval(s) — (pas —
poca(sd(popa (arch))))) (619

8 205.Zerlegung.

Um den Satz¢) des § 201 zu beweisen, brauchen wir ausser dem soeben beernes

nach (601) noch den Satz |



, Fca (grenzgpa (@rchy))

(poc)™oeas— = ea(sd(popa (archl))))))))
der besagt, dass es unter unsern Voraussetzungen fur jét®Re grosser al® o ¢ eine
Relation giebt, die kleiner ist alsund positiv und von keinem Gliede der mib p anfan-
genderp-Reihe erreicht wird, fallg s-Grenze von(pa (arch?)) ist. Wir zeigen, dasg o ¢
selbst nicht erreicht wird. Daraus néamlich, dagsGrenze vorpa (arch?) ist, folgt, dass:
von Gliedern der mip anfangenden p-Reihe nicht Gbertroffen und also nicht erreicht wird.
Daraus folgt dann weiter, dags ¢ von Gliedern der mip o p anfangender p-Reihe nicht
erreicht wird.

Wir beweisen zunachst den Satz

) — (posval(s) — (pocas— (pas— (eas—

(a

, - co(pa (arch?)) — (posval(s) — (pas — = poca(popa(arch?))))* (5
der zurtickzufuihren ist auf den Satz
, Fpopa(te <,,) — (posval(s) — (pas —pa(p 'ota <,p)))" (v
Dieser folgt aus (612).

§ 206.Aufbau.
491 FF((t7tob)oc) — F(t loboc)
(542) : — — — — — — — —
- posval(s) — (bas — (F((b~'ot) ' oc) = F(t ' oboc))) (620

612 Fpopa(ta <,p) —

(pa(p'opopa <,p) —pa(p 'ota <,p))

(569) 1 — — — — — — — —

Fpopa(ta <,,) — (posval(s) — (pas—

(po (pa <4p) = pa (P  oto <,y)))) (e
(140) ::

Fpopa(te <,,) — (posval(s) — (pas—pa(p 'ots <,,))) (621
609): — — — — — — — —

F— ca(pa(archt)) — (popa (ta <,p) — (posval(s) — (pas —

(ptot) tocas))) (a
(620) :

F = coa(pa (arch?)) — (posval(s) — (pa s —
(popa(te <,p) —t ' opocas))) ]

—
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F = coa(pa (arch?)) — (posval(s) — (pa s —

Vtpopa (te <,,) —tlopocas]) (v

F - ca (pa(arch?)) — (posval(s) — (pa s —

~ poca(popa (archy)))) (622

8 207.Zerlegung.

In Ausfuhrung unseres Planes im § 205 beweisen wir, dasswmgern Voraussetzungen,
wennc s-Grenze vorpa (arch?) ist, ¢ von Gliedern der mip anfangenden p-Reihe nicht
erreicht werden kann, ndmlich den Satz

, Fpas— (posval(s) — (ca (grenzgpa (arch'g))) — = ca(pa(arch?))))" (o

Wennc vom Gliedet der mitp anfangenden p-Reihe grade erreicht wirde, soddss ¢
ware, so wilrde: von dem néchstfolgenden Gliede dieser Reihe Ubertroffen. In jedem
Falle also, woc von Gliedern unserer Reihe erreicht wird, giebt es auch, ems dem es
Ubertroffen wird. Wenn abeérein Glied unserer Reihe ist und weatkleiner alst ist, so wird
a von einem Gliede unserer Reihe Ubertroffen, was, fafjgisser alg ist, nach (594) dem
widerspricht, dass s-Grenze vorpa (arch?) sein soll. Wir beweisen so den Satz

, Fposval(s) — (pa(te <,,) — (tas—

(co (grenzP@ @My =14 456)))" (3

Mit (588) folgern wir hieraus, dass unter unseren Voraussetent kleiner alsc ist, da
auch der Fall, wa = c ist, wie oben gesehen, ausgeschlossemisEs ist dann noch das
Vorderglied—a®® #32tg s’ wegzuschaffen. Das geschieht mit dem zunachst zu bewdgsen
Satze

, Fga(ta <,p) — (posval(s) — (pas— (¢gas—tas)))" (v

§ 208.Aufbau.
529 F posval(s) — (pas— (deas —dopas))

(493) :
F posval(s) — (pa s — (de s — (da (ad xp) — ad s))) (
F posval(s) — (pas — Vo [pas — Va[da (as «p) — aas]|) (5]
(4d): — — — — — — — _

88Es ist dann noch das Unterglied

#32Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!



Fga(ta <,p) — (posval(s) — (pas — (¢gas —tas)))

Fga(te <,p) — (pos(s) — (pas— (¢gas —tas)))

496 Fta(topaxp)
(137) :

F qa(ta S*p) —>q9(top8 S*p)

529 I posval(s) — (cas — (pas —pocas))
(6007599) — === === =
Fca(grenzy) — (pas — pocas)

610 F -t 'oass— (pa(te <,,) — aa(pa(arch?)))

I posval(s) — (pa (ta <,,) —

(a9 s — (a ' otas — ad (pa(arch?)))))

F posval(s) — (pa (te <,,) —

Valaas — (a ' otas — aa (pa (arch?)))])

(590): — — — — — — — —

F posval(s) — (pa (ta <,,) — (tas—

(¢ otas — - ca(grend?® X))

X

F posval(s) — (pa (ta <,,) — (tas —

(CG (grenzgpe (arChg))) — - clote 3)))

(623

(624

(625

(626

(«

(6

(v

©

(e

S.198



Id

(529, 625) ::

(623,599) ::

S.199

F - c_lotopesﬁ(t_lotopas—>ﬁ t=c)

F= cltotopas— (posval(s) — (toas — (pas— — t=c))) (¢

F—clotopas— (tes— (pas— (posval(s) — (cos —

(- clotas — 17 ocas)))) (

Fpa(topa <,,) — (topas— (pas— (cas—
(posval(s) — (pa (te <,p) — (tos—
(ca (grenz”® @M 11 o ca 5)))))) @

Fpas— (coas— (posval(s) — (pa (ta <,p) — (tos—

(ca (grenz?® @) _, =15 5 5))))) 0

- po s — (posval(s) — (ca (grenz® (archg))) —

(pa (te <4p) =t ' ocas))) (k

N—

Fpa s — (posval(s) — (ca (grenzgpe (archg))) R

Vt[pa (ta <,,) — t 'ocas])) (A

Fpa s — (posval(s) — (co (grenzgpe (archg))) — = ca (pa(arch?))))

(1

- co (grenz® (archg))) — (posval(s) —

(pes — = poca(popa (archl)))) (v

X



(601) :

(619, 626) ::

- ca (grenZP® (archg))) — (posval(s) —

(poca(popa(archl)) — = pas))

(pd (archey)

(€

F ca (grenzs ) — (posval(s) — (ea (sd(p o pa (arch?))) —

1

(pocas— ((poc) ocas— - pas))

X
(p9 (archy))

k- co (grenzs ) — (posval(s) — (pocas —

(pos— ((poc)™ ocas— = ea(sd(popa (arch?)))))))

Fca (grenzgpe (archg))) — (posval(s) — (pocas — (pas—

(eds— ((poc)~ oeds — — ed(sd(popa (arch?))))))))

N—

Fcoa (grenzgpe (archg))) — (posval(s) — (pocas — (pas—

Veleas — ((poc) ' oeas— — ea(sd(popa(arch?))))])))

- co (grenz”® (archg))) — (posval(s) — (po s —

(poca(sd(popa(arch?))) — (pocas —

poca (grenz?P® @)y

(ce ( (pd (archey)

F posval(s) — grenzg ) — (pas—

poca (grenzngpa (arChg)))))

- ca (gren2?® @My (o s — po co (grendP® @)

8 209.zerlegung.

(o

(7

(p

(o

(r

(v

(627



In Ausfuhrung unseres Planes des § 201 beweisen wir nun,diassGrenzen von
pa (arch?) o p und vonpa (arch?) zusammenfallen. Es wird dazu (602) zu gebrauchen sein.
Wir miissen noch zeigen, dass jed@renze vorpa (arch?)op auchs-Grenze vorpa (arch?)
S.200 ist: |

, Fpas— (da (grenz’*P® (archg))) — dao (grenZ?® (archg)))) : (a
Wir haben dazu nach (601) den Satz
, I da (grenz\*°"® (archg))) — da (sd(ga (arch?))) * (B
néthig. Wir beweisen ihn mit dem Satze
, Fgopa(ta <,,) —qa(te <,,)’ (v
der leicht aus (285) folgt.
§ 210.Aufbau.
496 +qa(gopd«p)
(285) :
Fgopa(ta <,p) —qd(ta <,p) (628
609): — — — — — — — —
- aa (g (arch?)) — (gopa (te <,,) —t 'oads) (a
- as(go (arch?)) — Vt[gopa (ta <,,) —t 'oass (]
608): — — — — — — — —
F = aa (¢ga (arch?)) — = aa (qopa (arch?)) (v
X
Faa (qopa (arch?)) — aa (ga (arch?)) (629
(597) : — — — — — — — —
- do (grenz{""® (archg))) -
(aos— (a"tode s — aa(ga (arch?)))) (a
- da (grenz?°P® @My
Valaas — (a ' odes — aa (ga (arch?)))] (]



(qop® (archy))

F da (grenzs ) — da (sd(ga (arch?))) (630

8 211.Zerlegung.

Zum Beweise des Satzes)(des 8 209 haben wir nach (601) ausser dem eben bewiesenen

noch den Satz
, F posval(s) — (da (grenz{"*"® (archg))) — (pas— (eas—
(dtoeas— — ea(sd(pa (arch?))))))) (a
ndthig. Um ihn zu beweisen, bedirfen wir nach (594) des Satze
, F posval(s) — (ea (sd(pa (arch?))) — (pas — ea (sd(popa (arch?)))))* (B
der mit (590) und (591) zurlickzufihren ist auf
, F posval(s) — (aa (pa (arch?)) — (pa s — aa (popa (archt)))) (v
Dieser ist mit (608) aus
, - posval(s) — (= aa (popa (arch?) #3) — (pas — (pa(te <,,) —t 'oaas)))"

@
abzuleiten. Umd) zu beweisen, brauchen wir die Sétze |
s Fga(te <,p) —qopa(topa <,p)’ (e
und
, Ftas— (posval(s) — ((top) toass— (pas—t 'oaas)))’ (¢
(¢) beweisen wir mit (144).
§ 212.Aufbau.
llh Fdop=a— (dop)op=aop
(495) :
Fda(aaxp) — (dop)op=aop (a
(495) :
Fda(adxp) > dopd(aopdxp) 8
(137): — — — — — — — —
Fqopa(dopa <p) —
(da (adxp) — gopa(aops <yp)) (v
FYolgopa(dopa <,p) —
Va (oo (a8 xp) = gopa(aopd <)l ©

(144) :

S.201



Fga(te <,p) —

(gopa(gops <,p) —qopda(tops <,p)) (e

(140) =

Fga(te <,p) —qgopa(topa <,p) (631

505 F(top) toaas— (pltotoaas

(583) :

(623,631) ::

(608) :

S.202

1

I posval(s) — ((top) toass— (pas—po(p tot ') oaas) (a

1

I posval(s) — ((top) toass— (pas— (pop ‘ot ')oaas)) (3

1

Ftos — (posval(s) — ((top) toass— (pas—t toass))) (632

Ftes — (posval(s) — (- aa (popa (arch?)) —

(popa(tope <,p) — (pos— 1! oass))) (o

(po(to <y,) =1 ' oavs))) (B

F posval(s) — (= a8 (popa (arch?)) — (pa s —

vilps (o <,,) =t oaas))) ()

F posval(s) — (= a8 (popa (arch?)) — (pas —
— ad (pa (arch?)))) ©

X

F posval(s) — (aa (pa (arch?)) — (pas — aa (popa (arch?)))) (e



(590) :

(594) :

(601) :

(600, 630) ::

F posval(s) — (ea (sd(pa (arch?))) — (pa s —

-1

(a8s— (a” oeas—ad(popa(archy))))))

N—

F posval(s) — (ea (sd(pa (archt))) — (pa s —

1

Valaas — (a” oeas — ad(popa (archt)))]))

F posval(s) — (ea (sd(pa (archl))) — (pa s —

ed (sd(popa (archy)))))

F posval(s) — (ea (sd(pa (archl))) — (pas —

1 (pop® (arChf:)))))))

(eds— (d " oeas— — do(grenzs

X

F posval(s) — (da (grenzngpe (archg))) — (pas—

(eas — (d'oeas— = ea(sd(pa (arch?)))))))

N—

F posval(s) — (da (grenzngpe (arch{;))) — (pas—

Ve[eas — (A7  oeas — — ea (sd(pa (arch?))))]))

F posval(s) — (da (grenzgp()pe (arch{;))) — (pas—

(da (sd(pa (arch?))) — (do s — da (grenz?® @My

Fpoas— (do (grenzngpe (arch{g))) —

(do s — do (grenzt’® (archg)))))

- pas — (da (grenz?"® (arch{g))) — dao (grenz’® (archg))))

(€

(n

)

(¢

(x

O\

(

(v

(633



8 213.Zerlegung.

Mit den Satzen (627) und (633) kdnnen wir nun den Plan des &@@nde fuhren und
den in der Ueberschrift unseres Abschnittes b) angeflil8ttn beweisen.

§ 214.Aufbau.

585 F cas— (posval(s) — (poc=c— - pas))

(599,602) : = = = = = = = =
- posval(s) — (p o ca (grenz”® (archg))) —
(co (grenz®® @)y 15 4) (a
(633,600):: = = = = = = = =
S.203
- poca (grenz?”® @) (15 (grenz?® @MDY L e ) (8
627) 5 — — — — — — — —
- pas — (co (grenz® (arch{j))) — < pas) (y
X
Fpas— - co (grenzgpe (arCh’é))) %
_
- pas — Ve[~ va (grenz® (archl;)))] (e
604): — — — — — — — _
- pos(s) — (pa (sd(pa (archf))) — (po s —
(ad s — ad (pa (arch?))))) (634
140 +pa (pa <,p)
(609) :
- ao(po(arch?)) = p toaos (
(589): — — — — — — —
I posval(s) — (pas — (= ad (pa (arch?)) — = a~ ' opas)) 3

X



- posval(s) — (pa s — (a~ ' opas — as (pa (arch?)))) (v

(1) :

- posval(s) — (pa s — (a8 s — (a~'opas — ad (pa (arch?))))) (8

- posval(s) — (pa s — Valae s — (= opas — aa (pa (arch?)))]) (¢
(590): — — — — — — — —

- posval(s) — (pa s — pa (sd(pa (archy)))) (e
634): — — — — — — — —

- pos(s) — (posval(s) — (pe s — (ad s — ad (pa (archy))))) (
607): — — — — — — — —

- pos(s) — (pas — (as s — aa (pa (arch?)))) (635

X
- pos(s) — (pa s — (— as (pa (arch?)) — = s s)) (636

S.204

E. Beweis des Satzes

,Fpas— (qgoas— (pos(s) = pog=gqop))
(Commutatives Princip in einer Positivklasse.)

a) Beweis des Satzes
,Fpog tes— (pas— (pos(s) — (¢85 — ¢ opas)))

§ 215.Zerlegung.

Wir fassen nun als Ziel das commutative Princip, zunachwtrimalb einer Positivklas-
se, ins Auge. Als Vorbereitung dazu beweisen wir den Satzirdder Ueberschrift dieses
Abschnittes: angefihrt ist. Wir brauchen dazu den Satz

, Fpas— (pos(s) — (qgas —q topogas))’ (a
indem wir dannp’ durch,po ¢~ ersetzen. Zum Beweise unterscheiden wir die Fgtieo

pas,p=gq,p ' oqgas, von denen die ersten beiden keine Schwierigkeiten bi&eim
letzten Falle benutzen wir (635) indem wir zun&chst den Satz

, Fqas— (posval(s) — (-~ (p~* oq)_1 ogas— (p_l ogas—
(po(te <) =t '0gas)))’ ]



mit (152) beweisen. Dazu brauchen wir den Satz
, Fgas— (posval(s) — (p *ogas— (-~ (p*

(pa(da <,p) — (da(adxp) —a ' 0qas))))))"
der aus

, Fqas— (posval(s) — (p ogas— (= (p7toq) togas— (dtogoas—

d~'opTtogas)))’
mit Hulfe von (500) folgt. §) folgt seinerseits aus
, Fptogas— (gas— (posval(s) — (¢ op~!

d'op~togas))))

§ 216.Aufbau.

508 F f(d'optog) — f((pod)~'ogq)
(500) :

S.205

Fpa(de <,p) = (fd ' op~togq) = f((dop)~'og))
(493) :

Fda(as«p) — (pa(de <,p) —
(f(d"op™tog) = fla~" oq)))

1 1

491 l—(d71oq)oqilopfloqasﬁdfloqoqf

op toges

(567) :

Fp'ogas— (posvals) — (go s —

((d"ogq)og toptogas —d lop ogas))
(529) = — — — — — — — —

Fp~'ogas— (gas— (posval(s) —

(¢toptogas— (dtoges—d ' op togas)))
(588) : — — — — — — — —

Fqas— (- g=p 'og— (posval(s) — (p~"oqas —

(= (plog) togas—(dtogas—d oplogas)))))

oq)_loqasa(d_loqase

ogas— (dtogas—

(v

(0

(e

(«

(6

(v

©

(e



(152) :

(608) :

S.206

Fqgos — (posval(s) — (p~togas —

(= (plog)togas— (dogas—d top logas))))

Fqas — (posval(s) — (p~togas — (= (ptog) togas—

(d_1 ogas— (pa(da <,p) —
(da (adxp) — a"' 0 qas))))))

_
Fgas — (posval(s) — (p " ogas — (= (p log) togas—
Yoo logas— (pa(da <,,) —
Va0 (asxp) — a” ' ogas)])))
Fgas— (posval(s) — (= (p~'og) togas— (p~logas—
(P (te <,p) =t ' 0qas))))

—

1

Fgas — (posval(s) — (- (p7tog) togas— (plogas—

Vt[pa (to <,p) — t ' ogas])))

Fqa s — (posval(s) — (= (p~'og) logas —
(p~'ogqas— — qa(pa (arch?)))))

X

F qa s — (posval(s) — (¢a (pa (arch?)) — (p ' oqo s —

(€

(n

@

(¢

(»

(A

(



I posval(s) — (pos(s) — (pas — (gas — (p *ogas —

(ptoq) M ogas)) (v
(542) :

- posval(s) — (pos(s) — (pas — (gas — (p ' ogas —

(¢"'op)ogas)))) §
(588) 1 — — — — — — — —

F pos(s) — (pas — (— p=q — (posval(s) — (¢go s —

(= g topas— (¢ op)ogas))))) (0
lla Fp=q—((¢g'og)ogas— (¢ op)ogas)
(564) :
- posval(s) — (p=q — (gas — (¢ op) 0 qas)) (m
(0) 1+
- pos(s) — (pas — (posval(s) — (qgos — (- ¢ ' opas—
(g " op)ogas)))) (p
(529) : —
- pos(s) — (pas — (posval(s) — (¢g@5 — ("' op)ogas))) (o
607): — — — — — — — —
- pas — (pos(s) — (qgas — (¢ ' op)oqas)) (r
(491) :
Fpas— (pos(s) — (¢gos — ¢ 'opogas)) (637

575 I goas — (posval(s) — (pas— (¢ ' o(pog ) ogas—

Fpogloas— (pa s — (pos(s) — (qas—>q_10pa s))) (638

S.207 |

b) Beweis des Satzes
Fplogas— (pa s — (pos(s) — (goas— gople s)))*

8 217.Zerlegung.

Als weitere Vorbereitung zur Begriindung des commutativencips beweisen wir den
Satz unserer Ueberschrift. Wir kdnnten es leicht mittetegidem Satze ((637)) ahnlichen



Satzes
, Fpas — (pos(s) — (gas —gopog las))’

Wenn wir diesen ahnlich wie (637) beweisen wollten, mussténauch einen ahnlichen
Uebergang wie vond) zu ) (8 216) machen und dazu bedurften wir eines Satzes wie

, Fpas— (= p=gq— (posval(s) — (gas — (= pog'es—qop 'as))) " (a
der mit (526) ahnlich abzuleiten wéare wie (588) mit (528)sHgir haben wir von (526) keinen
Gebrauch gemacht, um zu versuchen, ob ohne ihn auszukonem@&ése dies durchfiihrbar,
so kénnten wir die siebente Zeile auf der linken Seite deritefnsgleichung ¥) streichen.
Aber hier ist die Stelle, wo sich ihre UnentbehrlichkeitgtelWenigstens sind alle Versuche,
ohne den Satz (526) fertig zu werden, immer an demselbererirgse gescheitert, dass wir
namlich von - Ba X o A~'* nicht zu ,Aa ¥ o B™!* gelangen kénnen, wenn das Zusam-
menfallen vonA und B ausgeschlossen ist.

Nachdem wir uns einmal zur Anwendung von (526) entschlokaeen, knnen wir un-
sern Beweis kiirzer mit (638) fiihren, indem wir zeigen, dassen po sog¢~!* noch ,p = ¢'
vertraglich mit p—!a s o ¢' ist. Daraus folgt dann mitc{) unser Satz. Die Unvertraglichkeit
von,p = ¢’ mit ,p~!a s o ¢’ ergiebt sich aus (536). Die Unvertraglichkeit vgme s o g~ 1’

mit ,p~!a s o ¢’ folgt aus (589) und (638). Wir beweisen zunachs} §hnlich wie (588).

8§ 218.Aufbau.

lth Fpogt =g tog—(pog)og=(q"0q)oq
(575) :
Fgo s — (posval(s) — (pas — (pog ' =q¢ log—p=(4""0q)oq)))
(a
(564) :
= ga s — (posval(s) — (pas — (pog ' =q¢ log—p=q)) 6]
(561) — — — — — — — —
S.208
Fpas— (pog e ds— (= (pog ') 'as— (posval(s) — (ga s —
(- pogtes—p=4q)) (v
(526): — — — — — — — —
Fpas— (= (pog ') tes — (posval(s) — (g9 s —
(- pogtes—p=q) ©

(544) :



Fpas— (- gop 'as— (posval(s) — (gas —

(- pogtas—p=q))) (639
X

Fpas— (- p=gq— (posval(s) — (¢go s —

(= poqlas—qoplas))) (640

llc Fp=qg—(-pltopas— - plogas)
(536) : — — — — — — — —

Fp=qg— (posval(s) — (pa s — — p!

©qas)) (o

Fp=gq— (posval(s) — (pas— (p ' ogas—qop 'as))) B3

589 |- posval(s) — (qgas — (¢ ' opas— - plogas))

(638) : — — — — — — — —

I posval(s) — (poq tas — (pas— (pos(s) — (go s —

- plogas))) (v

X

I posval(s) — (p~* o gas — (pas — (pos(s) — (qgo s —

~poges))) @
(640): — — — — — — — _

- p=gq— (posval(s) — (p~' oqas— (pas— (pos(s) — (go s —

gop '9s)))) €

() e

= posval(s) — (p~' o qa s — (pa s — (pos(s) — (¢85 — gop~@s)))) (¢

(607):: — — — — — — — —

S.209

Fptogas — (pas — (pos(s) — (¢g@s — qop 'as))) (641



c) Beweis des Satzes
,Fcos— (dos—
(Vafaes — = ((c'od)oass— = (d'oc)oass) —
(posval(s) — ¢ =d)))

8 219.Zerlegung.

Zum Beweise des commutativen Princips brauchen wir den inJgderschrift ange-
fuhrten Satz, der in Worten genau nur schwerfallig wiedgeben ist. Zur Erleichterung des
Verstandnisses mag folgende freie Uebersetzung erlaumbt se

.Wenn in einem Grossengebiete die beiden Differenzen’(o d) und @' o c) der
positiven Grossen undd kleiner sind als jede positive Grisse, so fallen die Grosserdd
zusammen.*

Wir fihren diesen Satz auf folgenden zurtick:
, Fba ds— (pas— (Valaas —»— (b 'oaas— - boaas) —
(posval(s) — b=p~"op)))*
den wir in Worten ebenfalls frei sowiedergeben:

.Eine Grosseb ist eine Nullgrésse, wenn sowohl sie selbst als auch ihre éfming
b~! mit jeder positiven Grosselesselben Gebietes zusammengesetzt eine positive Grosse
ergiebt.”

Ich nenne hierbei zur Abkiirzurgpsitive GrA(isseine Relation, die der Positivalklasse
(s) angehort. Der Beweis ist mit (516) zu fiihren. Man zeigtsdaeseder positiv noch die
Umkehrung einer Relatio) sein kann, die positiv ist. Im ersten Falledst' ob, im zweiten
b o ¢ nicht positiv.

§ 220.Aufbau.

536  posval(s) — (qgas— = ¢ ' ogas)
(IIld): — — — — — — — —
I posval(s) — (gas — (bogas — = b=q ")) (a
(I === === =~

S.210
F posval(s) — (gas — (boga s —
(hb=q¢log—a(nb=q¢l=b=q"0q)) B

(559) :




Fpas — (posval(s) — (gas — (bogas —

(nb=pltop—- (mb=qg ' >b=gqg"0q)))

() — — — — — — — —
Fpos — (posval(s) — (gas — (-~ (b"'ogas— - bogas) —
(mb=pltop—-(mb=q¢"=b=q"10q)

(Ia): — — — — — — — _
Fpas — (posval(s) — (Vaaes — - (b"'oaas— - boasas) —
(nb=plop—(qas—- (mb=g ' —b=q""0q)))
Fpas — (posval(s) — (Valaes — - (b 'oass — - boasas) —
(mb=plop—Valges - (nb=q" —b=g""0q)])

(516): — — — — — — — —

Fba 8s — (pas— (posval(s) —
(Valaas— - (b 'oass— - boasas) —
(- b=ptop—bas)))

X

Fba 8s — (pa s — (posval(s) —
(Valaes — - (b'oass— - boasas) —

(~bes—b=p~'op)))

536 | posval(s) — (bas — — b 'obas)
X

Fblobas— (bas— — posval(s))

(v

©

(e

(€

(n
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F= (b"'obas— - bobas)— (bas— — posval(s)) (»

(Ila):: — — — — — — — —
FValaes — - (b 'oaas— - boaas) — (hoas— — posval(s)) (A
X
S.211
FVa[aes — - (b"'oaas— = boaas) — (posval(s) — - bas) (u
)~ — === = -~
Fba ds— (pas—
(Vajaes — - (b'oaas— - boaas) —
(posval(s) — b=p~'op))) (642
h Fd'oc=d'od—dod 'oc=dod 'od
(567) :
I posval(s) — (des — (dtoc=d od —dod ' oc=d)) (a
(567) :
Fcos — (posval(s) — (des — (d 'toc=d tod—c=d))) (643
(642): — — — — — — — _
Fcos— (dtoce 8s— (dos—
(Valaoas — - ((dtoc) toaas— - (dtoc)oaas) —
(posval(s) — ¢ = d)))) (o
(543,528):: = = = = = = = =

Fcos— (dos—
(Valaos — - ((ctod)oass— - (dtoc)oass) —
(posval(s) — ¢ = d))) (644

d) Beweis des Satzes
,Fblopas— (pos(s) —
(pas— (gas— (b~'oqgas— (posval(s) —
(bas— (gop) ' o(pog)obobas))))))

§ 221.Zerlegung.

Mit (644) beweisen wir nun das commutative Gesetz, indenfiwird’ ,qop’ und fir ¢’
.p o ¢’ setzen. Wir schliel3en o p undp o q zwischen denselben Grenzen ein, die wir dann
beliebig einander nahern.



S.212

S.213

Zu diesem Zwecke nehmen wir eine positive Grdsa@, (vergl. 8§ 219), die kleiner als
p und kleiner alg; ist. Es giebt nun nach (635) ein Vielfaches vgmas nicht kleiner ist als
p. Folglich giebt es auch nach (357)einedas zuerst nicht kleiner ist gtsund das diesem
unmittelbar vorhergehendsist kleiner alsp. So kann map zwischen zwei Grossenundo
einschliessen, | die ulnverschieden sind. Ebenso kann ngaawischen den Grdssehund
a einschliessen, die umverschieden sind. Es wird alsokleiner alsp und o nicht Kleiner
sein alsp. Ebenso wirdi kleiner unda nicht kleiner sein alg. Es fallt dabeic o b mit o und
d o b mit a zusammen. Wir bedirfen dazu des Satzes

, Fdlogas— (deas— (¢ 'opas— (cas— (pos(s) — (posval(s) — (qos —

(pas— (pog)o(cod) " as)))))" (a
;;Denselben Inhalt schreiben wir mit andern Buchstaben ss, dias Hinterglied wire-a®®
,—(aco)o(gop)tos
m—Aus beiden Formen erhalten wir nach (529) einen Satz mit demekgliede—m® #35
,—((pog)odtoc ) o(aco)o(qgop)tas’

Dieses verwandeln wir dann mit dem schon bewiesenen conivaiteGesetze (502) fur

Vielfache derselben Grosse in
—((pog)obob)o(gop)as

das dann mit (638) weiter in
,—(qop)to(pog)obobas’

umgesetzt werden kann. In dem so gewonnenen Satze verausahp' mit ,q'. ES bleibt

dann noch zu zeigen, dasso gewahlt werden kann, ddssb nicht grésser als eine beliebige
kleine positive Grosse ist. Dann kénnen wir (644) anwenden.
Wir leiten zunachstd) aus den beiden Satzen

, Fd'ogas— (des— (pos(s) — (posval(s) — (gas — (cas —

(cog)o(cod)™as)))))" B
, Fctopas— (cos— (pos(s) — (posval(s) — (go s — (pos —
(pog)o(cog)tas))))" (v

ab, die mit (641) zu beweisen sind.

§ 222.Aufbau.
508 Fdtoctocogas— (cod)tocoqgas
(569) : — — — — — — — —
- qa s — (posval(s) — (cas — (d ' ogqas —
(cod) ™ ocoqgas))) @

89Denselben Inhalt schreiben wir mit andern Buchstaben ss,dsOberglied wird
90Aus beiden Formen erhalten wir nach (529) einen Satz mit demgliésde

#34Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!
#35Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!



- qa s — (posval(s) — (cas — (d ' ogas — (codas — (pos(s) —

(cogas—(cog)o(cod)™as)))) 8
(529,529):: = = = = = = = =
Fd'ogas— (dos— (pos(s) — (posval(s) — (qga s — (cas —
(cog)o(cod) ™ as))) (645
508 Fq loctopogas— (coq) topogas
(490)
g lto(ctop)ogas—(cog) topogas @
637): — — — — — — — —
e opas — (pos(s) — (g8s — (coq) opogas)) (646
641): — — — — — — — _
Fctopas— (goas— (cogas— (pos(s) — (pogas—
(pog)o(coq)as))) (o
(529,529):: = = = = = = = =

Fclopas— (cas— (pos(s) — (posval(s) — (gas — (pas —
(pog)o(cog) tas))))) (647

490 + ((pog)o(cogq) ")o(cog)o(cod) tas—
[((pog)o(cog) ™ )ocoglo(cod) ™ as

(575) :
Fcogas— (posval(s) — (pogas—
((pog)o(cog)™)o(cog)o(cod)  as—
(pog)o(cod) 'as))) (a
(529,529) — === === =
S.214
Fcas— (posval(s) — (¢gas — (pas—
((pog)o(cogq)™)o(cog)o(cod) ™ as—
(pog)o(cod) ' as)))) 8
(529) : — — — — — — — —
Fcoas— (qgas— (pos— (posval(s) — ((coq)o(cod) tas—
(pog)o(cog)™es— (pog)o(cod) " as))) (v
(645,647):: = = = = = = = =
Fdtoges— (des— (c'opas— (cos— (pos(s) —
(posval(s) — (qa 5 — (pas — (pog)o (cod) 'a5)) (648
(505) :

Fdtoges— (des— (c ' opas— (cos— (pos(s) —
(posval(s) — (ga s — (pas— (pog)od ' oc 'a5s))))))) (649



S.215

8 223.Zerlegung.

Wie wir uns im § 221 vorgenommen haben, setzen wir nun in (648)’' .p’, fur .c¢’ .¢’
fir.q¢ .o undfir,p’ .a’ ein.m—Wir erhalten dann darin die Vordergliedes®* #38—p—1o
o9s und ,—q ! oaas’. Fur diese sind— o' opas, .~ p =0, .~ atogas,
.~ g = a’ einzufihren, weilb das erste Vielfache vomsein soll, das nicht kleiner ajsist,
unda das erste, das nicht kleiner ajs$st. Statt, - p = o' und ,—~ ¢ = o'm—wird man das
\Vorderglied—m®? 7 ¢ = ¢ — = p = o’ hineinbringen kénnen.

Nach (529) haben wir

I posval(s) — ((aco0)o(gop)tas— ((pog)odtoclos—

(pog)od toct)o(aco)o(gop) " as))
| m—Hier wird fiir das vorletzte Vordergliedm®® #38

,(g=a——-p=0)— (aco)o(qgop)tos"
einzufiinren seinm—Um, wie oben gesagt, das Vorderglieds®* #°¢ =a — - p = o’
statt,— p = o’ und,— ¢ = o’m—in den Satz mit dem Hintergliedem® #40
,—(aco)o(qop)~""

hineinzubringerm—brauchen wir Satze mit diesem Hintergliede und theils mit\erdergliedern-m®®
#l p = o und ,—q = o, m—theils mit den Vordergliedermn®” #2- ¢ = o’ und
.—p = o', von denen der erste aus (645), der zweite aus (647) folgtoden angegebenen
Umformung von (529) brauchen wir den Satz

, Faocoas— (posval(s) = (- (g=a— = p=0) = ((pog)od toctos—

(pog)od toc ™ )o(aoo)o(gop) tas))) (a
der mit (581) zu beweisen ist.

§ 224 .Aufbau.
648 Fp ltooas— (pas— (¢ 'oass— (gas— (pos(s) — (posval(s) —
(08s— (ads— (aco0)o(gop)~"259)))))))
(588,588) 1 = = = = = = = =
F-p=o— (-0 'opas— (pas— (- qg=a—
(- atogas— (¢gas— (pos(s) — (posval(s) —
(08s— (ags— (aco0)o(gop) 'a9))))))))) («

91wir erhalten dann darin die Unterglieder

92wird man das Unterglied

93Hier wird fur das vorletzte Unterglied

94Um, wie oben gesagt, das Unterglied

9%in den Satz mit dem Obergliede

9prauchen wir Satze mit diesem Obergliede und theils mit deerghiedern
97theils mit den Untergliedern

#36Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!
#3Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!
#38Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!
#39Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!
#40Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!
#41Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!
#42Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!



Nla Fg=a— ((aco)o(aop)tas— (aco)o(qop) tas)
(645) 2 — — — — — — — —
Fg=a— (p'ooas— (pas— (pos(s) —
(posval(s) — (08 s — (a@s— (aoo0)o(gop) tas)))))) (6
(6588):: — — — — — — — —

Fg=a—(-p=0— (-0 'opas— (pas— (pos(s) —

(posval(s) — (08 s — (ad s — (aco0)o(gop) as))))))) O

S.216
Fl@g=a—-p=0)—(¢g=a— (- 0 'opas— (pas— (pos(s) —
(posval(s) — (08 s — (a8 s — (a00)o(gop) "' 85)))))) ©
Nla Fp=o0— ((aco)o(goo) tas— (aco)o(qgop) tas)
647):: — — — — — — — —
Fp=o0— (¢ 'oass— (gos— (pos(s) — (posval(s) — (08 s — (aos—
(aco)o(gop)~os)))) (e
(588): — — — — — — — _
Fp=0o—(-qg=a— (- atogas— (gas— (pos(s) — (posval(s) —
(08s — (ads— (aco0)o(gop)~29))))))) (8
(Q): fm
F-otlopas—(pes—(-qg=a— (- a'logas— (gas—
(pos(s) — (posval(s) — (o8 s — (ads —
(ac00)o(gop) o)) (0
(8):
F-o'lopas— (pas—(~atogas— (gos—
(pos(s) — (posval(s) — (o8 s — (ad s —
(g=a— p=0)— (@o0)olgop) " o5))) (650
529 I posval(s) — ((aco0)o(qgop) toas— ((pog)odtoctas—
((pog)od™oc™)o(avo)o(gop) " os))
He — — — — — — — —
S.217

kposval(s) — (((g=a— = p=o0) — (aco0)o(qop) 'as) —
((g=a— — p:o)e((poq)od_loc_lgsﬁ
(pog)odtoc ) o(aco)o(gop) 'as)) (o



S.218

S.219

1

Na Fp=o— (((pogq)odtoc ) o(aoco)o(aco)tas—

(IT1a) :

(581) :

(649, 650) ::

(623,623) ::

((pogiod™ oc ) o(aco)o(aop)™ as)

Fg=a—(p=o—
((poq)od™ oc™ Yo (ao0)o(ao0) a5
((poq)odflocfl)o(aoo)o(qop)fles))

F - (q:a—>_‘ pzo)—>
(o) od™ oc)o(@o0)o(ao0) a5
(pog)od oo (aoo)o(gon) as)

Faooas— (posval(s) = (- (¢=a— - p=o0) —
(pog)odtoclas—
((pog)od™oc M) o(aco)o(gop) " as))

Foas— (ads— (posval(s) = (- (¢=a— - p=o0) —
((poglod™tocos—
((pog)od™oc M) o(aco)o(gop) " as5)))

F((g=a—-p=0)—(aco)o(gop) 'as) = (085 —
(a@ s — (posval(s) — ((pog)odtoclas—
((pog)od™oc™)o(aco)o(gop) " 2s))

F=olopas— (- alogas— (0as— (aos—
(dtoges— (dos— (clopas—
(ca s — (pos(s) — (posval(s) — (gos — (pas—

((pog)od™oc ) o(aoo)o(gop)~as)))))))))

F-o0lopas— (- atogas— (ba(oa <,p) —
ba(as <,p) — (bas— (d'ogas—

dos— (c'opas— (cas—

pos(s) — (posval(s) — (g8 s — (pas —

(pog)odocT)o(aoo0)o(gop)~tas))))))))))

~ o~ o~ o~

8 225.Zerlegung.
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Gemass unseres Planes, des 8 221, beweisen wir nun den Satz
, Fba(oa <) — (dos— (do(ad xb) — (ba(ad <,p) —
(ba s — (posval(s) — (ca s — (ca (oo xb) —
bob=(d'oc ) oao0)))))))" (a

den wir aus dem Satze

, Fbas — (posval(s) — (cos — (cob=0—b=c'00)))" (5

und (502) ableiten.) folgt aus (570).

§ 226.Aufbau.
1

lh Fcob=0—ctocob=cltoo

(570) :
Fbes — (posval(s) — (cas — (cob=0—b=c"'00))) (652
(492): — — — — — — — _
Fbas — (posval(s) — (cas — (ca (08 xb) — b=c"'00))) (653
(Illa): — — — — — — — —
Fbas — (posval(s) — (cas — (ca (08 «xb) — (f(c ' oo) — f(b))))
(654
489 F (ctoo)oa=ctoooa
(I1Th):
Fdlo(ctoo)oa=d octoooa (a
(490) :
Fdlo(ctoo)oa=(dtoc Hoooa (6]
(654) :
Fba s — (posval(s) — (cas — (ca(0d xb) —
il oboa=(dloc ) 000a)) G
(500) :
Fba(ad <,») — (bas— (posval(s) — (cas — (co(0axb) —
dloaob=(d"toc ) oooa)))) @
(490) :
Fba(ad <,») — (bas— (posval(s) — (cas — (co(0dxb) —
(A" oa)ob=(d " oc ) 000a))) (e
(654) :
Fdas— (da(adxb) — (ba(ad <,p) — (bds — (posval(s) —
(cas— (ca(oaxb) —bob=(d" oc")o00a)))) (©

(502) ::



Fba(oa <,») — (dos— (da(adxb) — (ba(as <,p) — (bas—
(posval(s) — (ca s — (co (08 xb) —bob=(d"toc ') o0aoc0))))))) 1

Fba(oa <,p) — (dos— (da(adxb) — (ba(ad <,») —

(ba s — (posval(s) — (cos — (co (0o xb) —
((pog)o(dtoc ™ )oaoco)o(qgop)tas—

(pog)obob)o(gop) o)) ¢

490 I ((pog)odtoc )o(aco)o(gop)tos—

[(pog)odtoc  )oaoo]o(gop)tes

(491) :
F((pog)odtoc ) o(aco)o(qop)tos—
[(pog)o(doc)oacoo(gop)os C

S.221
Fba(oa <,p) — (doas— (do(adxb) — (ba(ad <,p) —
(ba s — (posval(s) — (ca s — (ca (0o xb) —
(((pog)odtoc ) o(aco)o(qop)tas—
(pog)obob)o(gop) o)) (k

l—da(ae*b) (co (0o 4b) — (= 0 topas—
“togas— (ba(oa <,p) — (ba(ad <,p) —

c9 s — (pos(s) — (posval(s) — (¢ s — (pas —

(pog)obob)o(gop)tas)))))))))))))) )
Fdo(ad «xb) — (co (0o xb) — (= 0 topas—

(=
(basa( logeas— (des— (clopas—
(
(

(watogas— (ba(oa <,p) — (ba(as <,p) —

(dtogas— (ba(de <) — (c 'opas—

(ba (co <,») — (ba s — (pos(s) — (posval(s) — (gas — (pas—
(

(pog)obob)o(gop)25))))))))))) (n

222 |
529 + posval(s) — (bobas — (pogas— (pogq)obobas))

(529,529):: = = = = = = = =

Fbas — (posval(s) — (¢gas — (pas— (pog)obobas))) (v



F((pog)obob)o(qop) tas— (bas— (posval(s) — (go s —

(pa s — (pos(s) — (gopas — (gop) ' o(pog)obobas)))))) (£

Fda (agxb) — (ca(0axb) — (- o topas—
- atogas— (ba(oa <,p) —

g
ba (ca <,») — (bas — (pos(s) — (posval(s) — (pas —

gas— (gop)~'o(pog)obobas))))))))))))) (0
X

(ba (ae S*b) —

Yogas— (ba(de <,p) — (¢ 'opas—
—

(
(
(
(

Fda(agxb) — (- 0o topas— (- atogas—
(ba (08 <,p) — (ba(ad <,3) — (d"togas—
(ba(ds <,p) — (= (gop) to(pog)obobas—
(ba s — (pos(s) — (posval(s) — (pas — (gas —

(ca (08 xb) — (ba (co <4) =~ ¢~ 0pas))))))))))))) (m

S.223
Fda(agxb) — (- 0o topas— (- atogas—
(ba (0oa <,p) — (ba(ad <,;) — (dtogas—
(ba (de <y3) — (= (gop) ' o(pog)obobas —
(ba s — (pos(s) — (posval(s) — (pas — (¢gos —

Ve[t (08 4b) — (ba (va <,p) — — vl opas))))))))))) (655

8 227.Zerlegung.

Die letzten Umformungen dienen zur Wegschaffung de€benso muss dann aucti
entfernt werden. Wir brauchen dazu den Satz
, FYr[ta(0oa«b) — (ba(ta <,p) — - v 'opas) —
(bo (0o (exte (- e opas)d«b)) — - b lopas) (a
der auf den Satz
L FVe[ta(0aq) — (ba(ta <,) — f(¥))] —
(ba (08 (exte (f(c))8 ) — 0=1b)" (8



zurtickzufuhren ist. Zum Beweise vofi)(bedurfen wir des Satzes
, Froav— (ba(ra <;) — (rea(oaq) — - ba(oa(vdq))))" (v

der aus (404) mit (5) und (197) folgt. Fiir setzen wir dannexte (f(¢))’ und wenden (142)
an.

§ 228.Aufbau.

404 ba(0a(vdq)) — — ba(0a (<40 <yl"))

X
Fba(0a (<40 <4l”)) = — ba(oa (vdyq)) (a
() — — — — — — — —
Fba (ra(<q]") — (ra(oa <4) — — ba(od (vdq))) (&
(197) 0 — — — — — — — —
Frav— (ba(ra <,) — (ra(oa <q) — — ba(oa(vdq)))) (656
131): — — — — — — — —
Frav— (ba(ra <4) — (re(oaq) — — ba(od (v3dq)))) (657
S.224 |
77 F f(r) = reexte (f(e))
(657): — — — — — — — —
Ffr)— (ba(ra <,) — (ro(oaq) —
~ b3 (08 (ext= (())3 ) (658
(Ila):: — — — — — — — —
FVel[ta(oaq) — (ba(ta <) — f(v))] —
(ba(re <q) — (ra(oaq) — — ba(oa (exte (f(¢))d q)))) (a
X

FVelta (o0 q) — (ba(ta <4) — f(v)] —

(ba (03 (exte (f(e))8 q)) — (ro(0aq) — = ba(ra <)) (s

N—



liic
(659, 660) ::

S.225

(660,401) ::

FVel[ta(oaq) — (ba(ta <,) — f(¥)] —

(ba (0a (exte (f(e))8 q)) — Ve[ea (00 g) — = ba(ea <y)]) Gl
FVe[ta (oaq) — (ba (ta <4) — f(v))] —

(ba (0a (exte (f(e))8 q)) — — ba(0d <)) ©
Fba(oa <4) — (Ve[ra(oag) — (ba(va <4) — f(v))] —

(ba (0a (exte (f(e))8 q)) — 0 =1b)) (e
Fvefea (08 q) — (ba (va <) — f(¥))] —

(ba (oo (exte (f(e))dq)) »0o=10) (659

82 Foaexte(f(e)) — f(o)
(402) :: — — — — — — — —
Fba (0o (exte (f(e))dq)) — f(o) (660

Fo=b— (- o~

FVe[te (08 xb) — (ba(ta <,;) — - t 'opas) —
(ba (0o (exte (- e L opas)d b)) — - b topas) (661

Fda(ad xb)

(ba (da S*b)

(ba s — (pos(s
(

)
0a (exte (~ et opas)d b)) — - b lopa S)))))))))))(B

(-~ atogas— (bo(ad S*b)ﬁ(diloqes—’
(= (gop)™

N
— o(poq)obobes—>
— (posval(s) — (pas —

(goas— (ba

X



S.226

S.227

(661) :

(660, 401) ::

F—=atogas— (ba(as <, p) — (b topas—

(= (gop)™*

(pas — (gas — (ba (oo (exte (- et opas)d b)) —
(do (a8 xb) — (ba(da <,p) — — d"'0qas)))))))))))

N—

F—altogas— (ba(ad <,p) — (b"'opas—

(= (gop)~to(pog)obobas— (bas— (pos(s) — (posval(s) —

(pas— (qgas— (ba(oa(exte (- e opas)d b)) —
Ve [ta (ag xb) — (ba (rta <,p) — = vt 1ogas)])))))))))

F=a'ogas— (ba(as <) — (b opas—

(= (gop)~to(pog)obobas— (bas— (pos(s) — (posval(s) —

(pas— (qgas— (ba(oa(exte (- e topas)d b)) —

(ba (ad (exte (- e ' 0gas)d b)) — = b ' 0gas))))))))))

I—b_lopas—>(—\ (qop)_lo(poq)obobasﬁ

(ba s — (pos(s) — (posval(s) — (pas — (gas —

(bo (0o (exte (- et opas)d «b)) —

(ba (ad (exte (= ™ 0 gas)dxb) — = b~  0¢85))))))))

X

l—b_lopas—>(—\ (qop)_lo(poq)obobase
(ba s — (pos(s) — (posval(s) — (pas — (gas —

(ba (0o (exte (- et opas)d b)) — (b logas —
- bo(ad (exte (= e togas)d«b))))))))

N—

o(pog)obobas— (bas— (pos(s) — (posval(s) —

(v

o

(e

(©

(n



1

b lopas— (= (gop)Tto(pog)obobas —

(ba s — (pos(s) — (posval(s) — (pas — (qgas —

(ba (0o (exte (- e topas)d b)) — (b togas—
Va [~ ba (as (exte (— ¢! 0o 5)d b)) (662

§ 229.Zerlegung.
m—Wir ersetzen nun das Hinterglied in (662) durcl®® #43— ga (ba (arch?))’, das
dann seinerseits mit (636) wegzuschaffen sein wird. Winthan dazu den Satz
, FVa[- ba(aa (exte (f())d q))] — (funk(q) — (- ad (ad <,) —
(f(a) = = ba(as <)) (a
den wir mit (357) beweisen. Bei der Anwendung auf unsern, kallstatt, ¢’ .« b’ zu setzen
ist, haben wir dann ausser (497) noch den Satz

, Fposval(s) — (aas — (bas— — ad (ad <,p)))" (3
nothig, den wir mit (123) beweisen.

§ 230.Aufbau.
77 F f(a) — adexte (f(g))
37): — — — — — — — —
FVa[- ba(aa (exte (f())d q))] — (funk(q) — (= ad(ad <4) —
(f(a) = = ba(ad <y)))) (663

491 F (a tod)obas—a todobas

(520 — — — — — — — _
I posval(s) — (bas — (a ' odas—a 'odobas)) («
(493) :
I posval(s) — (bas — (a ' odas — (da (caxb) — a tocas))) (3
S.228
I posval(s) — (bas — Vo [a ' odas — Va[oa (aaxb) —a toaas]]) (v
(128): — — — — — — — —

9Bwir ersetzen nun das Oberglied in (662) durch

#43Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!



Faa(as <,p) — (posval(s) — (bas —

1

(Va[ao (a@ xb) —a 'oass] —atoass))) ©

493 Faoa(coxb) — (a toaobas—a 'ocas)

(570) :
I posval(s) — (a@ s — (bas — (aa (coxb) — a *ocas))) (e
I posval(s) — (a@s — (bas — Ya[aa (ao xb) — a ' oaas])) (e
@) — === == -
Faa(ad <,p) — (posval(s) — (aas — (bas—a 'oass))) (n
X
F—=a'oasas— (posval(s) — (aas — (bas— — ad(ad <,p))))
(v
(536): — — — — — — — —
F posval(s) — (ads — (bas — = ad(ad <4p))) (664
(663): — — — — — — — —
FVa[- bo (ao (exte (= e 1 0qas)d b)) — (funk(xb) — (posval(s) —
(ags— (bas— (= a togas— - ba(ad <,4)))))) (a
X
FVa[- ba(as (exte (— e ' 0gas)d«b))] — (funk(xb) — (posval(s) —
(ags— (bas— (ba(ad <,p) —a 'ogas))))) 3
(623,497) ;1 = —=—=——=————=
FVa[- ba(as (exte (— e ' oqas)d «b))] — (posval(s) — (bas —
(ba (a® <4p) —a"' 0gas)) ¢

FVa[- ba(as (exte (— e ' oqas)d «b))] — (posval(s) — (bas —
Vt[ba (ta <,p) — t 'ogas])) ¢
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,FVeletogas— (e 'opas— (¢as— - (eoe) toaas)) —

FVa[- ba(as (exte (- e ' oqas)d «b))] — (posval(s) — (bas —

~ qa (ba (archy))))

F pos(s) — (Va [~ bo (ad (exte (= e ' ogas)d«b))] —
(posval(s) — (ba s — = gas)))

Fb710p85*>(—\ (qop)f1

(pas— (qgas— (ba(oa(exte (- e topas)d b)) —
(lf1 oqa s — (posval(s) — (bas — — ¢gas))))))))

X

bt opas— (- (gop) to(pog)obobas — (pos(s) —

(pos— (qgas— (b~ ogos— (posval(s) —
(bas — — ba (oo (exte (- e Lopas)d«bh)))))))))

N—r

Fbtopas— (- (gop)to(pog)obobas— (pos(s) —

(pas— (qgas— (b~ ogas — (posval(s) —

(bas — Ya[~ ba (as (exte (- ™' opas)d«b))])))))

Fb lopas— (- (qgop)

(pos— (gas— (b~'ogos— (posval(s) —
(bas — = pas)))))))

X

Fbtopas— (pos(s) —
(pos— (gas— (b~'oqgos— (posval(s) —

(boas— (qgop)~to(pog)obobas))))))

e) Beweis des Satzes

(pa s — (gas— (pos(s) — (posval(s) — = ads))))"

o(pog)obobas— (pos(s) —

o(pog)obobas— (pos(s) —

(e

(665

(«

(6

(v

(0

(666

S.230



S.231

und Ende des Abschnittest.

8 231.Zerlegung.

Es wird nun noch unsere Aufgabe sein, zu beweisen, dass esRoditivklasse immer
ein b giebt, sodass$ o b kleiner ist alsa, falls a der Positivklasse angehért. Danach wird
dann auch zu beweisen sein, dass es ein solcgesht, welches zugleich kleiner gisund
alsq ist. Wir leiten demnach zunachst den Satz

, FVeleas — - (eoe) ' oaas] — (pos(s) — (posval(s) — = aas))’

ab. Hierzu dient uns der Satz (606), der besagt, dass eseén Rgsitivklasse immer eine
Relationb giebt, die kleiner ist als eine gegebene Relation in diessitiPklasse. Wir unter-
scheiden die Félle:

1. bistkleiner alsh—! o a,
2. b~ o g ist kleiner alsh,

3. b1 o ¢ fallt mit b zusammen.

Im ersten Falle isb selbst von der gesuchten Art, im zweiten Falle isbe5o a, im letzten
Falle gentigt jede Relation, die in unserer Positivklassimg&l als ist, unserer Anforderung,
und eine solche giebt es immer nach (606).

8§ 232.Aufbau.

506 - (bob) toass— b tob loaas

(Ila): — — — — — — — —

FVeleas— - (eoe) toaas] — (bas—— b lob loass) (a
(588): — — — — — — — —

Fbloaas— (= b toa=0b— (posval(s) —

(Veeoas — - (eoe) toaas] —

(bos— (' oa) obas)))) @
(646): — — — — — — — —

F=b'oa=0b— (posval(s) — (Ve[eas — - (eoe) *oads| —

(bas — (pos(s) — (b ' oaos —

(" oa)ob L oa) Lobob 0 aa ) G
(567) :

Fasas— (= bt

b~ oa =b— (posval(s) —
(Ve[eoas — - (ece) toaas] — (bas— (pos(s) —
(7" oa)ob™ oa)™ 0 ads)))))) (0

(b"'oass—

X



eFaas— (- (b7'oa)ob toa) ' ocass— (posval(s) —
(Ve[eas — - (eoe) ' oaas] — (bas — (pos(s) —
(bToass — b loa=1))

Faos — (posval(s) — (Ve[eas — — (eoe) toaas| —

(bas — (pos(s) — (bt oaas — b toa=0h))))) (667

Mh b loa=b—bob loa=bob
(567) :

- aas — (posval(s) — (bas— (b 'oa=b—a=0bob))) (668

638  (pogq)o(cod) tas— (pogos— (pos(s) —
(codas— (cocl)_lopoqas)))

(529,529) : = = = = = = = =

S.232
F(pog)o(cod) tas— (qgas— (pas— (pos(s) —

(posval(s) — (das — (cas — (cod) ' opogas)))))) («

Fdlogas— (ctopas— (gas— (pas— (pos(s) —
(posval(s) — (das — (cas — (cod) ' opogqas))))))) (669

lla Fa=bob— ((coc) tobobas— (coc) toaas)
(668,669) 1 — = = = = = = —
Fass— (b 'oa=b— (ctobas—
(bo s — (pos(s) — (posval(s) — (cas — (coc) L 0ass))))  (a

X

Faas— (b loa=b— (= (coc) toans—

(ba s — (pos(s) — (posval(s) — (cas — - ¢ ' obas)))))) (]

Faas— (b 'oaas— (Ve[eas — - (eoe) toans] —

(ba s — (pos(s) — (posval(s) — (cas — = ¢t obas)))))) (v

N—



Fasas— (b 'oaas— (Ve[eas— - (eoe) toaas] —

(ba s — (pos(s) — (posval(s) — Ve[eas — — e Lobas]))))) 0
(606): — — — — — — — —

Fass— (b'oaas— (Veeas— - (eoe) oass| —

(ba s — (pos(s) — (posval(s) — = b3 s))))) (e

X
Faas— (Veleas— — (eoe) 'oans —
(pos(s) — (posval(s) — (bas — = b~ ' 0ads)))) (©
S.233

Faos— (Veleas —— (eoe) Loans —

(pos(s) — (posval(s) — Ve [eas — = ¢! 0as s]))) (
(606): — — — — — — — —

FVeleas— — (eoe) 'oaas] —

(pos(s) — (posval(s) — (a8 s — — ads))) ©
(Ig): — = — = — — = —

1

FVeleas— - (ece)  oads] — (pos(s) — (posval(s) — = ad s))

(670

§ 233.Zerlegung.
Mit (670) beweisen wir nun den Satz

, FVe[elopas— (¢as— - (eoe)™t

0a9s) —
(po s — (pos(s) — (posval(s) — — ads))) "

m—der im Wesentlichen — nach einer Kontraposition — besast? #**dass es in einer
Positivklasse ) eine Relation €) giebt, die kleiner ist als eine gegebene Relationund
deren Doppeltege o e) kleiner ist als eine gegebene Relatian), (falls p und a derselben
Positivklasse ) angehdren. Wir nehmen dazu an, es sei uns in unserer Rizste eine
Relatione bekannt der Art, dasso e kleiner sei als:. Nun sind zwei Féalle zu unterscheiden:

1. eist kleiner alsp,

2. eist nicht kleiner alg.

99der im Wesentlichen — nach einer Wendung — besagt,

#44Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!



Im ersten Falle haben wir inschon eine Relation der verlangten Art. Im zweiten Falldgie
es in unserer Positivklasse eine Relatibnk{einer alsp, die dann auch kleiner atsist, von
der also gilt, dass o b kleiner alse o e und mithin auch kleiner als ist.

§ 234.Aufbau.
586 | eas — (posval(s) — (pas— (p 'oeas—
(btopas—btocas))))

Fpas— (- p=e— (posvals) — (eas — (- e ' opas—
(b opas—blocas))) (o

Fpas — (posval(s) — (eas — (- e opas —
(b_1 opas—bloea s)))) (671

669 b loecas— (eas— (pos(s) — (posval(s) — (bos —

(bob)~oeoeas))))

S.234

Fasas— (coeas— ((eoe) toaas— (b loeas—

(ed 5 — (pos(s) — (posval(s) — (bas — (bob)™'0ads)))))) (o
(671,529): = = = = = = = =
Faos— ((eoe) toans—
(pas— (- e lopas— (b lopas—
(ed 5 — (pos(s) — (posval(s) — (bas — (bob)~ 0ads))))))) (8
X
Faas— (- (bob) toaas—

(pos— (- etopas— (b lopas—

(e® s — (pos(s) — (posval(s) — (bas — = (ece)™ 0ads)))))) (v
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(IIa) :

(670) :

1

Faoas— (Ve[etopas— (eas— - (eoe) ' oaas) —

(pos— (= eilopes—>(b710pas—>

(e s — (pos(s) — (posval(s) — (bas — = (eoe) toass)))))))) (I

Faas— (Ve[etopas— (edas— — (eoe) oaas) —
(pas— (b ' opas— (pos(s) — (posval(s) —
(bas— (eas— — (eoe) toass)))))))

—

Yoaas) —

Faoas— (Vele topas— (eas— — (eoe)”
(pas— (bt opas— (pos(s) — (posval(s) —
(bas —Ve[eas — — (eoe) toaas]))))))

Yoaas) —

Fasas— (Ve[elopas— (eas— - (eoe)”
(pos— (b 'opas— (bas—
(pos(s) — (posval(s) — — a9 ))))))

X

FVelelopas— (eas—— (eoe) loaas) —
(pa s — (ad s — (pos(s) — (posval(s) —
(bas— - b lopas)))))

N—

'oass) —

FVeletopas— (eas— - (eoe)”
(pas — (ad s — (pos(s) — (posval(s) —

Ve[eas — — e Lopas]))))

(e

(©

(n

(¥

(¢



Yoaas) —

FVele lopas— (eas—— (eoe)”
(po s — (ad s — (pos(s) — (posval(s) — — pas)))) (»
X

FVelelopas— (eas—— (eoe) loaas) —

(pa s — (pos(s) — (posval(s) — = ads))) (672

§ 235.Zerlegung.
Um nun endlich den Satz

, FVe[e'ogas— (¢ topas— (eas— - (eoe) toaas)) —
(pas— (goas— (pos(s) — (posval(s) — = ads))))"

zu beweisen, verfahren wir im Wesentlichen wie oben, indandie Falle unterscheiden,

dassp kleiner ist alsg, und das® nicht kleiner ist als;.

§ 236.Aufbau.

586 |+ gas — (posval(s) — (pas— (p 'ogas—

(672) :

(e topas—etogas))))

FVelelogas— (¢ topas— (eas— — (eoe) toaas)) —

(g0 s — (posval(s) — (pas — (p *oqos—

(et opas—(eas— (eoe) ' 0ads)))))) (a
—

FVele'ogas— (¢ topas— (eas— — (eoe) toaas)) —

(go s — (posval(s) — (pas — (p 'ogos—

Vele 'opas— (¢as— — (eoe) toaas)))))) (]

FVelelogas— (¢ topas— (eas— - (eoe) toaas)) —

(gas— (p'ogas— (pas—

(pos(s) — (posval(s) — = aas))))) (v

S.236



671 +gos — (posval(s) — (pas— (- p togeas—

(e togas—e topas)))

FVele'ogas— (e 'opas— (¢eas— - (eoe)?

caas) -
(go s — (posval(s) — (pas — (- ptogas—

(e 0gas— (a5 — = (coe) ' 0aas))))
FVele'ogas— (e 'opas— (¢as— = (coe) toasas)) —
(go s — (posval(s) — (pas — (~ p togas —

Ve[elogas— (eas— - (eoe) toaas)]))))

1

FVele'logas— (¢ topas— (eas— — (¢oe) toaas)) —

(pos— (- p~logas— (gas — (pos(s) — (posval(s) — — ads)))))

FVele'ogas— (e 'opas— (¢as— = (eoe) toaas)) —
(pas — (gos — (pos(s) — (posval(s) — = ads))))

8 237.Zerlegung.

Wir wenden (673) auf (666) an, um den Satz

, Faas— (pas— (qas— (pos(s) — (posval(s) — ((gop) ' opog)oass))))’

zu erhalten. Mit Hulfe von (644) gelangen wir dann ans Ziedares Abschnittes.

§ 238.Aufbau.

586 + aos — (posval(s) — (bobas— ((bob) 'oass—
(((gop)topog)obobas—

((gop) " opog)oads))))

(666,520) : — = = = = = = —

o

(e

©

(673
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(673) :

Faoas— ((bob)toaas— (b 'opas—
(pos(s) — (pos — (gas — (b'ogas —
(posval(s) — (b8 s — ((gop) ™" opog) 0aas))))))))
X
Faas— (~ ((gop)topog)oass—
(pos(s) — (po s — (qo s — (posval(s) —
(b"logas— (blopas— (bas— - (bob)Loaas))))))))
Faos— (~ ((gop) ‘opog)oass—
(pos(s) — (po s — (go s — (posval(s) —

Ve [e_l ogas— (e_l opas— (eas— - (eo e)_l 0a9s))l)))))

Fass— (= ((gop) topog)oass — (pas— (gas —
(pos(s) — (posval(s) — a3 5)))))
X
Fasas— (pas— (gas— (pos(s) — (posval(s) —
((gop)~topog)oass))))
F((pog)~togop)oass—
(a8s — (pos — (g3 s — (pos(s) — (posval(s) —
= (((pog)~togop)oaas—

= ((gop)~topog)oaas)))))

(«

(s

(v

(0

(e

(€



Fpas— (¢gas— (pos(s) — (posval(s) —

1

(a8s— = (((pog)” ogop)oads—

= ((gop)~topog)oads))))) (n

N—r
S.238
Fpas— (¢gas— (pos(s) — (posval(s) —

Valaas— - (((pog) 'ogop)oaas—

= ((gop) topog)oaas)))) (@
644): — — — — — — — —
Fpogas—(gopas— (pas— (qgas— (pos(s) — (posval(s) —
pog=qop))))) ¢
(529,529) 1 = = = = = = = —
Fpas— (gas— (pos(s) — (posval(s) — pog=gqop))) @
607):: — — — — — — — —
Fpas— (qas— (pos(s) = pog=qop)) (674
(ITTh): — — — — — — — —
Fpas— (qas— (pos(s) = ¢ topog=q togop)) (o
(570) :
- posval(s) — (pa s — (¢85 — (pos(s) — ¢~ opogq=p))) B
(ITITh): — — — — — — — —
- posval(s) — (pa s — (qga s — (pos(s) —
(¢ topog)og i =pog™))) Gl
(491) :
F posval(s) — (pas — (¢ga s — (pos(s) —
g to(pog)ogt =pog))) ©
(580) :

+ posval(s) — (pa s — (gas — (pos(s) = ¢ 'op=pogq™'))) (e



Fpas— (qgas— (pos(s) ¢ 'op=pog ")) (675

(Illa): — — — — — — — —
Fpas— (qgas— (pos(s) — (fpoq™ ') — flg " op)))) (676
e g lop=poqg ' = (flg- op)— f(poq™ "))
675): — — — — — — — —
Fpas— (gas— (pos(s) — (f(¢g ' op) = flpog ) (677
lla Fpog=gqop— (flgop) — f(poq))
674) 2 — — — — — — — —

Fpas— (gas— (pos(s) — (f(gop) — f(poq)))) (678

7. Beweis des Satzes
,Fga 8s— (pa 8s — (pos(s) — gop=pogq))

8 239.Zerlegung.

Wir gehen nun daran, das commutative Gesetz flr das ganasé&igebiet einer Positiv-
klasse zu beweisen.

Als Zwischenstufe dienen uns die Satze

, Fpa &8s — (gas— (pos(s) = gqop=pogq))" (a
, Fpads— (bas— (pos(s) = b top=pob 1))" (s
, Fpa 3s— (pos(s) — (bas — (b ' ob)op=pob tob))" (v

von denen wir zunachstf beweisen.

8§ 240.Aufbau.
Ila F(a_loa)oq:qa(qoa_loa:q—)

goa~ oa=(a"oa)oq)

(562,571):: = = = = = = = =
Faos— (posval(s) — (qgas — qoa toa=(a"'oa)™oq)) (a

607): — — — — — — — —
Faas— (pos(s) — (gas — qoatoa=(a"toa)oq)) (679

(ITIb): — — — — — — — —

- qop=poq— (ads— (pos(s) = (¢os — - p=a"'oa)) («

Mf Falog=gqgoa!—goat=a"tog

S.239



Fqes— (ads— (pos(s) — goa™! =a"'oq)) (B

(IITb)#6. — — — — — — —
S.240
F=gop=poqg—(gas—(ads— (pos(s) > p=a')) (v
If): — — — = — — — —
F=gqop=poq— (qgos— (ads— (pos(s) —
(-p=aloa—- (np=at—=p=atoa))))) ©
() — — — — — — — —
k= qop=poq— (qg8s— (pos(s) —
(ags— - (wp=at—=p=a'oa)))) (e
F= gop=poq— (qgas— (pos(s) —
Valges— - (- p=q ' —p=q'oq)) «
(516): — — — — — — — —
Fpa ds— (- gop=poq— (¢gas— (pos(s) — pas))) @
X
Fpa ds — (- pas— (gos — (pos(s) — qop=poq))) (0
(674) 1 —
Fpo 8s— (goas— (pos(s) = qgop=pogq)) (680

8 241.Zerlegung.

Wir beweisen nun in ahnlicher Weise den Saty des § 239, indem wir fur px erst
»a~! o ak, dann »~ '« nehmen und zuletzt (675) anwenden.

§ 242.Aufbau.
489 F(atob Hoa=atob loa
(507) :

F(boa)toa=atlobloa (a

(678) :

Faas— (bas— (pos(s) — (aob) toa=atob toa)) (]
(506) :




Fasas— (bas— (pos(s) b loatoa=atob ' oa)) (v
(677) :
Faas— (bas— (pos(s) = b toatoa=a"toaob™t)) (0
(490)
Faoas— (boas— (pos(s) = b toatoa=(a"toa)ob™t)) (681
(ITIb): — — — — — — — —
S.241
F-blop=pobt — (ass— (bas— (pos(s) =~ p=a'oa)) (a
lNh Faob=boa— (aob)™ =(boa)™*
(505) :
Faob=boa—btoa = (boa)? (]
(505) #47
Faob=boa—bloat=altob ! (v
674): — — — — — — — —
Faoas— (bas— (pos(s) = b toat=a"tob™ 1)) (6
(IIIb): — — — — — — — _
F-blop=pob ! — (ams— (bas— (pos(s) =~ p=a1))) (e
(I === == — =~
F-blop=pobt — (ass— (bas— (pos(s) —
(p=aoa—n (hp=a —p=aton) «
@i — == ==~ —
F=bltop=pob ! — (bos— (pos(s) —
(a8s == (np=a' =p=aloa))) @
F=bltop=pob ! — (bos— (pos(s) —
Valges — - (- p=q"'—p=0q""0q)) ¢
(B516): — — — — — — — —
Fpads—(-blop=pob !t — (bas— (pos(s) — pas))) (
X
Fpa 8s — (- pas— (bas— (pos(s) = b top=pob™1))) (»



pa 8s — (bas— (pos(s) = b top=pob 1)) (682

o gop=pog— (po 8s— (bas— (pos(s) -~ ¢=0b""))) (683

8 243.Nun ist noch der Satzj des § 239 in &hnlicher Weise zu beweisen. Wir kénnen
dazu (679) und (681) wieder benutzen. Mit diesem Satze uB®) (@nd (680) gelangen wir
an’s Ziel unseres Abschnittés

§ 244 Aufbau.
Hf Fpoblob=(b"tob)op— (b lob)jop=pobtobd
(679): — — — — — — — —

S.242
Fbas — (pos(s) — (pas— (bl ob)op=pob~tob)) (684

Fboas— (aos— (pos(s) — (b 'ob)oa ™t =a"tob lob)) (685

F- (b_lob)op:pob_lob—>
(bas — (aas — (pos(s) — - p=a"t))) (686

lle F(atoa)oaloa=(a"toa)oatoa
(559) :
F posval(s) — (a9 s — (bas —
(btob)oatoa=(a"toa)ob tob)) («
(607):: — — — — — — — —

(b~tob)oatoa=(a"toa)ob ' ob)) (687



F=(btob)op=pobtob— (pos(s) — (ags —

(bas — - p=atoa)) (a
€f): === == - ==

F-ap=at— (= (btob)op=pobtob— (pos(s) — (ads—

(bos = (np=a! =p=aloca)) B
(686) 2 — — — — — — — —

F= (b"'ob)op=pob~tob— (pos(s) — (bas —

(a8s == (np=at =p=a'oa))) (v

F= (b'ob)op=pobltob— (pos(s) — (bas —

Vglges — - (np=q' —p=q""oq)) ©
(516) : — — — — — — — —

Fpods— (- (b lob)op=poblob—

(pos(s) — (ba s — pas))) (e

X

- po ds — (- pos—

(pos(s) — (bas — (b~ ob)op=pob~tob))) (€
(684) : +— e
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- pa 8s — (pos(s) — (bas— (b ob)op=pob lob)) (688

(ITTb): — — — — — — — —

= gop=pogq— (pa 8s— (pos(s) — (bas — - g=b"'0ob))) (x



F=q¢=b"'—= (- qop=poq— (pa ds — (pos(s) —

(bas— = (- g=b"' —qg=b""0b)))) (s
(683):: — — — — — — — —

= gqop=poq— (pd 8s— (pos(s) —

(bos—— (mg=b""—g=0""0b)))) (v

= gqop=poqg— (pd 8s— (pos(s) —

Valges — - (mq=q"' —qg=q " oq))) @
(516): — — — — — — — —

Fgqa 8s— (~ gop=poq— (pd 8s— (pos(s) — ¢as))) (e

X

Fqa 8s— (= gos— (po 8s — (pos(s) = gop=poq))) (€
(680) : +——r—

- qa 85 — (pa 85 — (pos(s) — gop=poq)) (689

8 245. Hiermit ist das commutative Gesetz im Gebiete einer Pdditdse bewiesen.
Die nachste Aufgabe wird nun sein, zu zeigen, dass es eilevRiasse giebt, wie im § 164
angedeutet worden ist. Damit wird die Mdglichkeit eréffeein, die reelle Zahl als Verhéaltnis
von Grossen eines Gebietes zu definiren, das zu einer Résste gehort. Und wir werden
dann auch beweisen kdnnen, dass die reellen Zahlen sedbGréddsen dem Gebiete einer
Positivklasse angehdren.

Anmerkung zu § 175, S. 172, erste Spalte.

Dass die Unabhangigkeit der angefiihrten Bestimmungen wamaer nicht bewie-
sen werden kdnne, soll nicht unbedingt hingestellt wer@emkbar ist es ja, dass man
Klassen von Relationen auffinden kénnte, fur welche immlerBéstimmungen bis auf
eine zutrafen, sodass jede von diesen in einem der Beispighe zutréfe. Aber ob es
an dieser Stelle der Untersuchung ohne Voraussetzung dené&kge oder der gebro-
chenen, negativen und irrationalen Zahlen oder von Erfajstinatsachen mdglich sei,
solche Beispiele zu geben, ist zu bezweifeln.



Anhénge.

1. Tafel der Definitionen.

v3 ¢ :=extaexte (0 (ea (ad (L4]Y)) — ea(av (<40 <4Y))) (=

(Relation, dass ein Gegenstand in einer mit einem Gegeafestrfangenden Reihe zuerst zu

einer Klasse gehort. 8§ 1, S. 2.)

vd g :=extaexte (m (ea (ad(<4]")) = ca(av (<40 <4Y)))) (T

(Relation, dass ein Gegenstand in einer Reihe zuerst naemébegenstande zu einer Klasse

gehort. 87,S.7.)

qUp:=extaexte (- €9 (aap) — ca (adq)) (T
(Verbindung von Relationen. § 37, S. 48.)

xt:=extaexte (ot = «) (@
(8167, S. 166.)

ds:=exte(Vg[qgos - (ne=q ' —e=q'oq) —cas) (0:¢

(§ 173, S. 169.)

posval(s) :=
(Vp [pos —
- (Va[ges — — (Vo [(Va[- 08 (adp)]) = (Va[~ ad (00 9q)])] —
(qop~teds— (g7 opa ds—— qopas)))] —
(extaexte (—ea (aap)) = p — (funk(p~!) — (funk(p) — p~Lopas)))) (¥
(Positivalklasse. § 175, S. 171.)
I

sdu :=exte (Va[aas — (a ' ocas — asu)) ©
(8193, S. 187.)

grenz ;= exte (- (Ve[eas — (e 'oeas — - ea (sdu))] —
(ea (sdu) — (e@ s — — posval(s))))) (AA
(Grenze. §193, S. 187.)

pos(s) := (- (Yu [Vr [~ va(grenzy)] — Ve [ed (sdu) — (ea s — Va[aa s — asu))]] —
(Va[Ve[eas — - ¢ *oaas] — - aas] — — posval(s)))) (AB
(Positivklasse. § 197, S. 190.)

arch? := extaexte (- Vt[aa (ta <,,) =t tocas) (AT

S.244
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(8§ 199, S. 192.)

2. Tafel der wichtigeren Lehrsatze.

— (extaexte (— f(e, o)) = p —

- extacexte (—g(e, o)) =
=( 08 (a8 q))] —p=2q) (485

(VaVo [(—oa (aap))

FVaVvo[(—da (aa(rop))) =(—0vo(ad(tos)))] —
rop=tos (487

F(tog)op=toqop (489
(Das associative Gesetz fur die Zusammensetzung von &eati)

- F(togop) — F((toq)op) (490
- F((toq) op).—> F(togqop) (491

S.246 | .
Ff((gop)™) = flptog™) (505
FF((gop)~"ot) —> F(p~tog'ot) (506
Fflpto q‘l).—> flgep)™) (507
FF(pltoqglo t); F((gop)~tot) (508
Fda(re <,) —>; Ve [~ do (e )] (413
Fra(as <) — (na(re <,) —na(ad <)) (377
Fna(ro <,) — (me(;e <,) —ma(ra <,)) (382
Fdoz— (da(adq) .—>da(aa(q_1 1$)™h) (444
Fea(aa (g |Z;*1) —ea(aag) (446
F funk (q) — fu.nk((q_l )™ (447

F funk(q¢) — (ma (de <;) — (- da(de <4) —
mao (zw‘(lmd)))) (371



Fna(aap) = (- ad(ad <p) — (ed (Zwﬁn,n)) -

ed (2w, )

F funk (p) — (= ma (ma <,) — ma (ZW](Dm,m)))

Fasv— (za(ad <4) —
(Vera(ad <q) =~ za (rta (<)) —
zd (ad (v3q))))

Fza(ys <,) — (Va[- 23 (as (v3q))] —
Veleav — - ea(zng,y))])

FVal[-~ z8 (as (vdq))] — (funk(q) — (- ya (yo <¢) —
(yov — = wa(ys <y)))

Fza(ma(vdq)) — xza(ma(<y"))

Fza(ma(vdq)) — xa(ma <)

Fza(ma(vdq) —xam

= funk(q) — (za (ca (<4/") —
(za (ma (vdq)) —ma(ca <y)))

Frav— (ba(re <4) — (re(oa <4) — — ba(oa(vdq))))

Fda(aa (vdq)) — da(as (<,|"))

Fda(aa(vdq)) — da(ad <)

Fda(aa(vdgqg)) —advw

@3 q)

Fra(zw,, ) =~ ra(nd <)

Fna(ad (<ql") = (= na(ad(<q 0 <4[")) —
na(aa (vdq)))

Fasv— (na(as <4) —
(Ve[ra (ad <q) = = na(ra(<yl"))] —na(aa(vdqg))))

(375

(391

(350

(354

(357

(368

(401

(402

(407

(656

(361

(362

(365

(380

(384

(385
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Fra (e <,4,) — 78 (3 (<)

Fxa(ye <(véq)) — 23 (ya <y)

F—ads(ad <4) — — ad(ad <(U5q))

Fea(da(<q|’)) — (ea(aa (vdq)) — — da(ad <))

F funk (¢) — funk (v3 q)

Fma(de <, 4,) —ma(da <)

FValasv — adu| —
(0o = anz(u) — (= oo = anz(v) — anz(0)a (anz(v)a <pf)))

F anz(0)a (anz(u)a <p) — (Valaav — asu] — anz(0)a (anz(v)a <pf))

Fea(aaq) — ea(ad(qUp))

Fea(aap) — ea(aa(qgUp))

Fea(da(qUp)) — (- ea(dap) — ea(daq))

F(qup)t=q tup!

FValaow — - asu] — (Vafoeav — - asz] —
(anz(v) = anz(w) — (anz(z) = anz(u) —
anz(exte (- eav — €9 2)) = anz(exte (- eaw — €au)))))

F = Va [~ anz(w)a (ad nf)]

Fanz(u) = 00 — (Va[asu — asw] — - anz(0)a (anz(w)s <pf))

F F(da(ag xt)) — F(dot =a)

Fda(ad xt) — (F(dot) — F(a))

FF(dot=a)— F(da(aa«t))

Fdoa(dotaxt)

(387

(388

(389

(395

(397

(409

(428

(443

(455

(456

(460

(464

(469

(480

(484

(492

(493

(495

(496



F funk (s t) (497

Fte(pe <,i) »top=pot (498

Fta(ga <i) — (ta(pe <,i) »qop=poq) (501

}—de(aa*p)*;)oda(boaa*p) (611

Fpeds— (Yqlges — - (mp=q ' —=p=qloq)]—pas) (516

- posval(s) — (pas — (ga s —

(Va [~ aa(dag)] = Va[~ da(aap)])) (521

- posval(s) — (pa s —>.(qa s —qopLlads)) (526

- posval(s) — (pas — (qgos — ¢ *opa Bs)) (528

- posval(s) — (pes.—> (qgos — qopas)) (529

- posval(s) — (pa s — ex‘:a exte (—ea (a8 p)) = p) (531

I posval(s) — (p.e s — funk (p~1)) (533

- posval(s) — (;oes — funk(p)) (535

- posval(s) — (pas — — p~lopas) (536

I posval(s) — (pas — — p 'as) (538

F posval(s) — (qa.s —q=("" (539

- posval(s) — (¢85 — (f((.q_1 op) ) = f(p ' 0q)) (542
. S.249

- posval(s) — (g8 s — (f(p~ ' oq) — f((a op)™)) (543

- posval(s) — (pe s — (f((.q op™ )™ = flpeq™))) (544

- posval(s) — (g8 s — (d; (aa (¢ ' oq)) — a=d)) (546

- posval(s) — (pa s — (da (aa (pop™')) — a=d)) (551



1

I posval(s) — (gas — (pas —q 'og=pop™'))

k posval(s) — (gas — (pas— (f(g ' oq) — f(p~ " op))))

Fpa &s— (- ptos— (posval(s) — (ros —

(wpas—p=rtor)))

- qes — (posval(s) — (pas — (p~' op) o g = q))

- gas — (posval(s) — (pas — pop tog=q))

Fqa s ™8 (posval(s) — (pas — (f(pop™ " oq) — f(q))))

1

gqo s — (posval(s) — (pas —p " opoq=q))

- qas — (posval(s) — (pas — (f(a) — f(p~' opoq))))

- ga s — (posval(s) — (pas — (f(p ' epogq) — f(q))))

1

pas — (posval(s) — (gas — qop ' op=q))

Fpas — (posval(s) — (gos — (gop ) op=q))

Fpa s — (posval(s) — (gas — (f((gop™") op) — f(a))))
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Fpoes — (posval(s) — (qgas — (ptop)ogt =q¢7h)

- pas — (posval(s) — (qas — qopop™ ' =q))

Fpas — (posval(s) — (qas — (gop)op ' =q))

Fpas — (posval(s) — (qas —pop tog !t =q1))

Fcas— (posval(s) — (poc=c— = pas))

- qo s — (posval(s) — (res— (r"'oqes—
(toras—togas))))

Fass— (= a=c— (posval(s) —

1

(cos—(n c " oads —a ! 0cas))))

(556

(559

(561

(562

(566

(567

(568

(569

(570

(571

(574

(575

(576

(578

(579

(582

(585

(586

(588



- posval(s) — (pas — (p togas— - ¢ lopas))

Fga(ta <,p) — (posval(s) — (pas — (gas —tas)))

Fpas— (- qop leas— (posval(s) — (ga s —

(wpogtas—p=q)))

Fba s — (pas—
(Vajaos — - (b'oaas— - boaas) —

(posval(s) — b= p~* o p)))

Fcos— (dos—
(Valaes — = ((ctod)oaas— - (dtoc)oass) —
(posval(s) — ¢ =d)))

Fpas — (posval(s) — (eas — (- et opas —

(b 'opas—bloeas))))

FValaeas — (a loeas — asu)] — ea (sdu)

Fea(sdu) — (ads — (a ' oeas — asu))

-1

Fea(sdu) — (eas— (p~ oeas— - pa(grenzy)))

- po (grenz') — (a9 s — (a ' opas — adu))

Fpoa (grenzt) — pas

F pa (grenzy) — posval(s)

- posval(s) — (Ve [eas — (p~toeas — - ea(sdu))] —
(pa (sdu) — (pa s — pa (grenzy))))

- pa (grenzy) — (¢ (grenzg) — p = q)

F pos(s) — (Ve [~ ta (grenzy)] — (ed (sdu) — (ea s —
(ads — adu))))

1

F pos(s) — (Veleas — = ¢ " oaas] — - ads)

(589

(623

(639

(642

(644

(671

(590

(591

(594

(597

(599

(600

(601

(602

(604

(606
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F pos(s) — posval(s) (607

FVt[ga (te <,,) — t 'oaas] — - aa(qa (arch?)) (608
- as (g (arch?)) — (ga (ta <,,) —t 'oaas) (609
Fb ' oaa(go (arch?)) — aa (bo ga (arch?)) (614

k= ca(pa (arch?)) — (posval(s) — (pa s —
- poca(popa(arch?)))) (622

F pos(s) — (pas — (ads — aa (pa (archl)))) (635
(Archimedisches Axiom.)

Fpas — (pos(s) — (gos — q *opogas)) (637
Fpoglas— (pos— (pos(s) — (gas — g ' opas))) (638
Fplogas— (pas— (pos(s) — (gos—qop tas))) (641
252 |
Feclopas— (pos(s) — (gas — (coq) topogas)) (646
Fd'ogas— (des— (c'opas— (cos— (pos(s) —
(posval(s) — (gas — (pas — (pogq)o(cod) tas))))))) (648
Fdlogas— (ctopas— (qgoas— (pas— (pos(s) —
(posval(s) — (de s — (cas — (cod) * opogas))))))) (669
Fpas— (qas— (pos(s) = pog=qop)) (674
Fpeas— (qgas— (pos(s) = q top=pogq™t)) (675
Fgo &ds — (pa 0s — (pos(s) — gop=pogq)) (689
(Das commutative Gesetz im Gebiete einer Positivklasse.)
S.253 | Nachwort.

Einem wissenschaftlichen Schriftsteller kann kaum etwasri@iinschteres begegnen, als
dass ihm nach Vollendung einer Arbeit eine der Grundlageresd3aues erschittert wird.

In diese Lage wurde ich durch einen Brief des Herrn BertrandgsBll versetzt, als der
Druck dieses Bandes sich seinem Ende naherte. Es handtelirsiecnein Grundgesetz (V).



Ich habe mir nie verhehlt, dass es nicht so einleuchtendavistdie andern, und wie es ei-
gentlich von einem logischen Gesetze verlangt werden nurgsso habe ich denn auch im
Vorworte zum ersten Bande S. VIl auf diese Schwache hingamidch hatte gerne auf diese
Grundlage verzichtet, wenn ich irgendeinen Ersatz daflaiget hatte. Und noch jetzt sehe
ich nicht ein, wie die Arithmetik wissenschaftlich begrénaverden kdnne, wie die Zahlen
als logische Gegenstande gefasst und in die Betrachtuggféimrt werden kénnen, wenn es
nicht — bedingungsweise wenigstens — erlaubt ist, von eiBeqgriffe zu seinem Umfange
Uberzugehn. Darf ich immer von dem Umfange eines Begriffes,einer Klasse sprechen?
Und wenn nicht, woran erkennt man die Ausnahmefalle? Karmahagaus, dass der Umfang
eines Begriffes mit dem eines zweiten zusammenfallt, imsokliessen, dass jeder unter den
ersten Begriff fallende Gegenstand auch unter den zweitlnf Diese Fragen werden durch
die Mittheilung des Herrn Russell angeregt.

Solatium miseris, socios habuisse malorieser Trost, wenn es einer ist, steht auch
mir zur Seite; denn Alle, die von Begriffsumfangen, Klasgdengen'® in ihren Beweisen
Gebrauch gemacht haben, sind in derselben Lage. Es haiatehisrbei nicht um meine
Begriindungsweise im Besonderen, sondern um die Méglicakedr logischen Begriindung
der Arithmetik Gberhaupt.

Doch zur Sache selbst! Herr Russell hat einen Widersprufgefunden, der nun darge-
legt werden mag.

Von der Klasse der Menschen wird niemand behaupten wolkss sie ein Mensch sei.
Wir haben hier eine Klasse, die sich selbst nicht an- | gehgrtsage namlich, etwas ge-
hore einer Klasse an, wenn es unter den Begriff fallt, dessafang eben die Klasse ist.
Fassen wir nun den Begriff ins Audg€asse, die sich selbst nicht angehdier Umfang
dieses Begriffes, falls man von ihm reden darf, ist demnaetKthsse der sich selbst nicht
angehoérenden Klassen. Wir wollen sie kurz die Klakseennen. Fragen wir nun, ob diese
KlasseK sich selbst angehdre! Nehmen wir zuerst an, sie thue es! fgvas einer Klasse
angehort, so fallt es unter den Begriff, dessen Umfang dés$d ist. Wenn demnach unsere
Klasse sich selbst angehort, so ist sie eine Klasse, diesslbkt nicht angehort. Unsere erste
Annahme fiihrt also auf einen Widerspruch mit sich. Nehmerzweitens an, unsere Klasse
K gehdre sich selbst nicht an, so féllt sie unter den Begrégsén Umfang sie selbst ist,
gehdrt also sich selbst an. Auch hier wieder ein Widersgruch

Wie sollen wir uns hierzu stellen? Sollen wir annehmen, dase®& vom ausgeschlos-
senen Dritten gelte von den Klassen nicht? Oder sollen wielmen, es gebe Félle, wo
einem unanfechtbaren Begriffe keine Klasse entspreckesaln Umfang ware? Im ersten
Falle sahen wir uns gendthigt, den Klassen die volle Gegadbthkeit abzusprechen. Denn
waren die Klassen eigentliche Gegenstande, so misste datz@es ausgeschlossenen Drit-
ten von ihnen gelten. Andrerseits haben sie nichts Unggteitt Pradikatives, wodurch sie
etwa als Functionen, Begriffe, Beziehungen gekennzetchéeen. Das, was wir gewohnt
sind, als Namen einer Klasse zu betrachten, z. B. ,die Kldss®rimzahlen®, hat vielmehr
das Wesen eines Eigennamens, kann nicht pradikativ, wahlals grammatisches Subjekt
eines singularen Satzes auftreten, z. B. ,die Klasse denZatilen umfasst unendlich vie-
le Gegenstande“. Wenn wir das Gesetz des ausgeschlossatien flir die Klassen ausser
Kraft setzen wollten, kdnnten wir daran denken, die Klasseand wohl die Werthverlaufe
Uberhaupt — als uneigentliche Gegenstande aufzufassese Bitirden dann nicht fur alle
Functionen erster Stufe als Argumente auftreten durfegéle aber auch Functionen, die als
Argumente sowohl eigentliche, als auch uneigentliche G&g@de haben kdnnten. Wenig-
stens die Beziehung der Gleichheit (Identitat) wiirde vaseli Art sein. Man kénnte dem zu
entgehen suchen, indem man fir uneigentliche Gegenstémelbesondere Art von Gleich-

100Auch die Systeme des Herrn K. Dedekind gehéren hierher.
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heit anndhme. Aber das ist wohl ausgeschlossen. Die ldeistiteine so bestimmt gegebene
Beziehung, dass nicht abzusehen ist, wie bei ihr verscheedleten vorkommen kdnnen. Nun
ergabe sich aber eine grosse Mannigfaltigkeit von Funeticerster Stufe, namlich erstens
solche, welche als Argumente nur eigentliche Gegenstaakderhdirften, zweitens solche,
welche als Argumente sowohl eigentliche, als auch undighatGegensténde haben kénn-
ten, endlich wohl auch solche, welche nur uneigentlichee@stfinde als Argumente haben
kénnten. Eine andere Eintheilung ergabe sich aus den WedéeFunctionen. | Danach
waren Functionen zu unterscheiden, welche als Werthe gantliche Gegenstande hatten,
zweitens solche, welche als Werthe sowohl eigentlicheaath uneigentliche Gegenstan-
de hétten, endlich solche, welche nur uneigentliche Gégeds als Werthe hatten. Beide
Einteilungen der Functionen erster Stufe bestadnden gleiti), sodass man neun Arten er-
hielte. Diesen entsprachen wieder neun Arten von Wertluégh, uneigentlichen Gegen-
standen, die logisch zu unterscheiden waren. Die Klasgmmtticher Gegenstande miissten
von den Klassen von Klassen eigentlicher Gegenstéandesehteden werden, die Relatio-
nen zwischen eigentlichen Gegenstanden von den Klassemkiger Gegenstande, von den
Klassen von Relationen zwischen eigentlichen Gegensténds. w. So erhielten wir eine
unabsehbare Mannigfaltigkeit von Arten; und im Allgemeikénnten Gegenstande, die ver-
schiedenen dieser Arten angehdrten, nicht als Argumemseltden Functionen auftreten. Es
scheint aber ausserordentlich schwierig zu sein, einetéoitlige Gesetzgebung aufzustellen,
durch die allgemein entschieden wiirde, welche Gegenstisdegumente welcher Functio-
nen zulassig waren. Ueberdies kann die Berechtigung uméieer Gegensténde bezweifelt
werden.

Wenn uns diese Schwierigkeiten davon abschrecken, dis&tamd damit die Zahlen als
uneigentliche Gegenstande aufzufassen, wenn wir sie abkmacht als eigentliche Gegen-
stande anerkennen wollen, namlich als solche, welche @jsmente jeder Function erster
Stufe auftreten kdnnen, so bleibt wohl nur librig, die Klassenen als Scheineigennamen zu
betrachten, die also in Wahrheit keine Bedeutung hattenv&ien dann anzusehen als Thei-
le von Zeichen, die nur als Ganze eine Bedeutung hi®#teMan kann es ja fiir irgendeinen
Zweck vortheilhaft erachten, verschiedene Zeichen inmeifieile Gbereinstimmend zu ge-
stalten, ohne sie dadurch zu zusammengesetzten zu madbdfinBachheit eines Zeichens
erfordert ja nur, dass die Theile, die man in ihnen etwa sot@iden kann, nicht selbstandig
eine Bedeutung haben. Auch das, was wir als Zahlzeichenfasten gewohnt sind, wéare
dann eigentlich kein Zeichen, sondern der unselbstandigd €ines Zeichens. Eine Erkla-
rung des Zeichens2x ware unmdoglich; man hétte statt dessen viele Zeichen #arerk die
als unselbstandigen Bestandthé&ioenthielten, aber logisch nicht augeund einem andern
Theile zusammengesetzt zu denken waren. Es ware dann ssiguléinen solchen unselb-
standigen Theil durch einen Buchstaben vertreten zu laskesm hinsichtlich des Inhalts
besténde ja gar keine Zusammensetzung. Die Allgemeinbearithmetischen Sétze ginge
damit verloren. Auch wére nicht zu verstehen, wie dabei \areAnzahl von Klassen, von
einer Anzahl von Anzahlen die Rede sein kdnnte.

Ich denke: dies gentigt, um auch diesen Weg als ungangbaeersno zu lassen. Es bleibt
also wohl nichts anderes ubrig, als die Begriffsum- | fardgr &lassen als Gegenstande im
eigentlichen und vollen Sinne dieses Wortes anzuerkermgteich aber einzuraumen, dass
die bisherige Auffassung der Worte ,Umfang eines Begrifegser Berichtigung bedarf.

Bevor wir hierauf néaher eingehen, wird es nitzlich sein, derfireten jenes Widerspru-
ches mit unsern Zeichen nachzuspiren. Dasine Klasse ist, die sich selbst nicht angehort,
kénnen wir so ausdriicken:

- Vg lexte (—o(e)) = A — g(A)]

101Man vergl. hierzu Bd. I, § 29.



Und die Klasse der sich selbst nicht angehérenden Klasselrswizu bezeichnen sein:
exte (- Vg [exte (—g(e)) = € — a(e)]) 1
Ich will zur Abkiirzung dafur in der folgenden Ableitung dasi@hen 1« gebrauchen und
dabei wegen der zweifelhaften Wahrheit den Urtheilsstwelglassen. Demnach werde ich
mit
»— Vg [exte (—g(e)) = A — g(A)] «
ausdriicken, dass die Klasgesich selbst angehére.
Nach (Vb) haben wir nun

exte (— f(e)) = exte (- Vg [exte (—g(e)) = — g(e)]) —

(—f(AA) =~ Vg [exte (—a(e)) = A — g(A)]
oder, wenn wir die Abklrzung benutzen und (llla) anwenden

- Vg [exte (—g(e)) = A — g(A)] — (exte (— f(e)) = A — f(5I)) (o
Nun fithren wir fir »'« das deutschegx ein:
— Vg [exte (—g(e)) = A — g(A)] — Vg [exte (—g(e)) = A — g(5)] 8

d. h.: WennsI sich angehdrt, gehdrt es sich nicht an. Das ist die eine.Seite
Andrerseits haben wir nach (llb)

Vg [exte (—g(e)) = A — g(5)] — (exte (—f(e)) = 5 — f(51)) (v
und wenn wir furr 5 (£)« nehmen
» = Vg [exte (—g(e)) = & — g(¢)] «:
Vg [exte (—g(€)) = A — g(A)] — (exte (= Vg [exte (—g(e)) = — a(e)]) = A —

- Vg [exte (—g(e)) = A — g(d)]) (0
und mit Bertcksichtigung unserer Abklrzung:
Vg [exte (—g(e)) = A — g(A)] — — Vg [exte (—g(e)) = A — g()] (e
d. h.: Wennd sich nicht angehort, so gehdort es sich an. A)$digt nach (lg) | S.257
~ Vg [exte (—g(e)) = A — g(51)] «

und hieraus mit/)

Vg [exte (—g(e)) = A — g()] (
Die Satze () und ;) widersprechen einander. Der Fehler kann allein in unseese@e (Vb)
liegen, das also falsch sein muss.

Wir wollen nun sehen, wie sich die Sache gestaltet, wenn ngeuZeichen s « be-
nutzen. An die Stelle vonsk« wird »exte (- €9 ¢)« treten. Indem wir in (82) fur (&)«
» £ &, flr »F (&)« »—E&« und fUr su« »exte (— €9 )« nehmen, erhalten wir

exte (- cae)oexte (- €9¢e) — — exte (- co¢e)aexte (— €9¢) (9
woraus nach (lg) folgt

- exte (- cace)aexte (- €a¢) @
Durch dieselben Einsetzungen erhalten wir aus (77):
— exte (— co¢e)oexte (- €a¢e) — exte (- ca¢e)aexte (— €9¢) (»
Hieraus folgt mit ()
exte (- cae)aexte (- €a¢g) A

was dem () widerspricht. Es wird also mindestens einer der beideneSaf7) und (82) falsch
sein, und also auch (1), aus dem sie folgen. Bei der Betragltter Ableitung von (1) im § 55
des ersten Bandes ergiebt sich, dass auch dabei von (Vbau@dbgemacht ist. Auf diesen

102wegen des Gebrauchs der griechischen Buchstaben vergl. thang.
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Satz wird also auch hier der Verdacht gelenkt. Mit (Vb) istla(V) selbst gefallen, nicht aber
(Va). Der Umwandlung der Allgemeinheit einer Gleichheiteime Werthverlaufsgleichheit
steht nichts im Wege; nur die umgekehrte Umwandlung ist iglst immer erlaubt nachge-
wiesen. Damit ist freilich erkannt, dass meine Einfihruag\Werthverlaufe im § 3 des ersten
Bandes nicht immer zul&ssig ist. Wir kdnnen nicht allgenuiénWorte

»die Function®(¢) hat denselben Werthverlauf wie die Functiry )"

als gleichbedeutend mit den Worten

wdie Functionen®(¢) und ¥ (&) haben fur dasselbe Argument immer denselben Werth*

gebrauchen, und wir missen die Méglichkeit in Betrachteiellass es Begriffe gebe,
die — im gewdhnlichen Wortsinne wenigstens — keinen Umfaalgeim. Die Berechtigung
unserer Function zweiter Stuéete (¢(c))wird dadurch erschittert. Und doch ist eine solche
fur die Begrindung der Arithmetik unentbehrlich.

Wir wollen unsere Untersuchung nun noch dadurch erganzss wir, statt von (Vb)
auszugehen und so auf einen Widerspruch zu stossen, dankeitsvon (Vb) als Endergeb-
nis gewinnen. Um dabei von den immerhin verdéchtigen Wertaufzeichen unabhangig
zu sein, wollen wir die Ableitung ganz allgemein fiir eine Etion zweiter Stufe mit ei-
nem Argument zweiter A2 durchfiihren, indem wir die Bezeichnungsweise in Bd. |, § 25
benutzen. Unsere Zeichenverbindung

»exte (- Vg [exte (—g(e) = — g(e)]) «
| wird demgemass ersetzt werden durch

» Mg(— Vg [Mp(—g(B)) = B — 8(B)]) «

und auf diesen Fall sind die Bestimmungen, die wir bei derterlaufzeichenin I, § 9 tiber
das Gebiet eines griechischen Buchstabens aufgestedihhsinngemass zu tUbertragen. Wir
haben in unserer Formel zweimal eififx, erstens im Anfange, zweitens im Innern. An der
Argumentstelle des ersten steht die Functionsmarke

» = Vg [Mp(—g(B)) =€ — 9(§)] «
an der des zweiten steht »¢{£)«. Zunachst ergiebt sich Folgendes:
b+ Vg [Msg(—g(B)) =a— g(a)] =
(Mp(~ Vg [Ms(—g(B)) =8 — 9(B)]) =a —
- Vg [Ms(—g(B)) = a — g(a)])

X
Vg [Ma(—g(B)) = a — gla)] —
— Mg(— Vg [Mp(—g(B)) =8 — a(B)]) = a (w
X
= Mp(—~ Vg [Mp(—g(8) =8 —a(B)]) =a—
- Vg [Ms(—g(B)) = a — g(a)] v
Setzen wir hierin zur Abkirzung
»P(§) «

far
» = Vg [Mp(—g(6)) = & — g(§)] «

103gq. I, § 23, S. 40.



und setzen wir fiir e« »M3((®(3)))«, so erhalten wir aus/j

d. h. der Werth unserer Function zweiter Stufe fir den Begdr{t) fallt unter eben diesen

(Ms(2(5)))

Begriff. Andrerseits haben wir aber auch au} (

- Vg [Mp(—a(B)) = Mp(®(8)) — a(Ms(2(5)))]

d. h.: Es giebt einen Begriff, fir welchen als Argument uadeunction zweiter Stufe den-
selben Werth erhalt wie fi@(¢), unter welchen dieser Werth aber nicht fallt. Mit andern
Worten: Fur jede Function zweiter Stufe mit einem Argumenieiter Art giebt es zwei
Begriffe der Art, dass sie, als Argumente dieser Functiorogamen, denselben Werth erge-
ben, und dass dieser Werth zwar unter den ersten dieser |ff@&git, nicht aber unter den

zweiten.

Begriffsschriftlich kénnen wir das so ableiten:

v Ms(= Vg [Mp(—a(B) =5 —gB)]) =a—

(IIIa):

(1Ib) =

(I1b,I11a) :

- Vg [Mp(—g(B)) = a — g(a)]

EVSVE [Mp(—F(8)) = Mp(—6(8)) — §(a) = &(a)] —
(Ms(— Vg [Ms(—9(B)) =8 — 8(B)]) =a —

(M(—f(B)) = a — f(a)))

N—

F VS VE [Mp(—F(8) = Mag(—&(3)) — §(a) = &(a)] —
(Mg(—~ Vg [Mg(—9(B) =8 —9(B)]) =a—

Vg [Mp(—g(B3)) = a — g(a)])

(€

(o

(m

(p

(o

(r
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FVave vE [Ms(—3(3)) = Mp(—&(8)) — F(a) = &(a)] —
- Mp(— Vg [Ms(—g(B8) =B — a(p)]) = a (v

X

F Mpg(— Vg [Ms(—a(B)) =08 — g(B)]) =a—
- Va8 VF [Mp(—3F(B)) = Mp(—&(3)) — §(a) = &(a)] @
lle + Mg(= Vg [Mp(—g(B)) =8 —a(B)]) =
Mpg(— Vg [Ms(—a(B)) = 8 — g(3)])

(¢) :
== Va Ve VE [Mp(—3§(8)) = Mp(—6(6)) — (a) = &(a)] (x
d. h.: Fir jede Function zweiter Stufe mit einem Argumenteimv Art giebt es Begriffe,
welche, als deren Argumente genommen, denselben Werthesrgebwohl nicht alle Ge-
genstande, die unter den einen dieser Begriffe fallen, aotdr den andern fallen.

Unser Beweis ist gefuihrt worden ohne Benutzung von SatzenBekzeichnungen, deren
Berechtigung irgendwie zweifelhaft ware. Unser Satz dgdbauch fur die Function zweiter
Stufeexte (¢(¢)), falls diese zuléssig ist, oder in Worten:

Falls allgemein bei jedem Begriffe erster Stufe von desseriddge gesprochen wer-
den darf, so kommt der Fall vor, dass Begriffe denselben dgfeaben, obwohl nicht alle
Gegenstande, die unter den einen dieser Begriffe fallesh anter den andern fallen.

Damit ist aber der Begriffsumfang im hergebrachten Sinre \WWertes eigentlich auf-

S.261 gehoben. Man darf | nicht sagen, dass allgemein der AusddeckUmfang eines ersten
Begriffes fallt zusammen mit dem eines zweiten® gleichheied sei mit dem Ausdrucke
xalle unter den ersten Begriff fallenden Gegenstanderialach unter den zweiten und um-
gekehrt”. Wir sehen aus dem Ergebnisse unserer Ableitiass els gar nicht moglich ist, mit
den Worten ,der Umfang des Begriffdg¢)“ einen solchen Sinn zu verbinden, dass allge-
mein aus der Gleichheit des Umfanges von Begriffen gessbfosierden konne, dass jeder
unter den einen von ihnen fallende Gegenstand auch untexrakamn falle.

Zu unserm Satze kénnen wir noch auf einem andern Wege gelangelich so:
b Vg [Ms(—g(3) =a— ~ g(a)] —
(Mg (Vg [Mp(—g(B) =B —— g(B)]) =a—
- Vg [Mp(—g(B)) = a— — g(a)])

X

F Vg [Ms(—g(B) = a — - g(a)] —

- Mp (Vg [Mp(—g(B)) = 8 — = 8(B)]) =a (¢
X

F Mg (Vg [Ms(—g(08)) =6 — = g(f)]) =a—

- Vg [Mp(—g(B)) = a — = g(a)] (w

Setzen wir hier zur Abkiirzung®(¢)« fur
» Vg [Ms(—9(8)) =& — = g(§)] «



und setzen wir fiir e« »M3((¥(5)))«, so erhalten wir aus.)

- U(Mp(¥(5)))
d. h. der Werth unserer Function zweiter Stufe fur das Argunig¢) fallt nicht unter den
Begriff U'(¢). Andrerseits haben wir aber auch aw$ (

— Vg [Mp(—g(B)) = Mp(¥(B)) — — a(Mp(¥(5)))]

d. h.: es giebt einen Begriff, fur den als Argument unsereckan zweiter Stufe denselben
Werth erhélt wie fur?(¢)und unter den dieser Werth fallt. Auch hier haben wir alsoizwe
Begriffe der Art, dass sie, als Argumente der Function zvetufe genommen, denselben
Werth ergeben, der nun unter den zweiten dieser Begriffe fitht aber unter den ersten.
Aus dem Satze.() kénnen | wir in ahnlicher Weise wie aus)(den Satz {) ableiten.

Versuchen wir nun, die Functicexte (— ¢(<))als Function zweiter Stufe unserer Satze
zu nehmen! Wir haben dann in

- Vg [exte (—g(e)) = € — g(9)]

einen Begriff, unter welchen sein eigner Umfang féllt. Esbgidann aber naclv) einen Be-
griff, dessen Umfang mit dem eben genannten zusammenfidtér welchen dieser Umfang
aber nicht fallt. Wir mdchten gerne ein Beispiel hierzu hab#ie ist ein solcher Begriff zu
finden? Dies ist nicht méglich ohne genauere Bestimmungranseinctionexte (— ¢(¢))
oder des Begriffsumfanges; denn unser bisheriges Krtedas Zusammenfallens von Be-
griffsumfangen lasst uns hier im Stiche.

Wir haben andrerseits in

Vg [exte (—g(e)) = & — — 9(¢)]
einen Begriff, unter welchen sein eigner Umfang nicht fallach (v) giebt es aber dann
einen Begriff, dessen Umfang mit dem des eben genanntempusafallt, unter welchen
dieser Umfang féllt. Alles dies naturlich unter der Voraigeng, dass der Functionsname
»exte (— ¢(g))« logisch berechtigt ist.

In beiden Fallen sehen wir, dass der Begriffsumfang setsttdisnahmefall bewirkt, in-
dem er nur unter den einen von zwei Begriffen fallt, die idinfang haben; und wir sehen,
dass sich das Auftreten dieser Ausnahme in keiner Weiseerdem |&sst. Demnach liegt es
nahe, das Kriterium der Umfangsgleichheit so zu fassentddiang eines ersten Begriffes
fallt zusammen mit dem eines zweiten, wenn jeder Gegenstitndusnahme des Umfanges
des ersten Begriffes, der unter den ersten Begriff fallthaunter den zweiten Begriff fallt,
und wenn umgekehrt jeder Gegenstand mit Ausnahme des Ue¥ales zweiten Begriffes,
der unter den zweiten Begriff fallt, auch unter den erstdlh fa

Selbstverstandlich kann dies nicht als Definition etwa degrifsumfanges angesehen
werden, sondern nur als Angabe der kennzeichnenden Béesaheit dieser Function zweiter
Stufe.

Indem wir das, was wir von den Begriffsumfangen gesagt hadeihWerthverlaufe im
Allgemeinen Ubertragen, gelangen wir zu dem Grundgesetze

= (exte (f(e)) = exta (g9(@))) =
Va[-~ (- a=exta(g(a)) — a=exte(f(e)) — f(a) = g(a)] (%
das an die Stelle von (V) (1, § 20, S. 36) zu treten hat. AusatieGesetze folgt (Va). Dagegen
muss (Vb) folgenden Séatzen weichen:
Fexte (f(e)) = exta(g(@)) — (= a = exte (f(e)) — fla) = g(a)) (Vb
oder
exte (f(e)) = exta(g(a)) — (= a = exta(g(a)) — f(a) = g(a)) (Vi
Ueberzeugen wir uns nun, dass der friiher zwischen den S@itzend ) auftretende Wi-
derspruch jetzt | vermieden wird. Wir verfahren wie bei déteftung von (3), indem wir
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statt (Vb) (V'c) benutzen. si« sei wieder Abkirzung fir
»exte (- Vg exte (—g(e) = € — ge)]) «
Wir haben nach (V'c)
Fexte (— f(e)) = exte (— Vg [exte (—g(e)) = — g(e)]) —
(- 5 = exte (- Vg [exte (—g(e)) = € — g(e)]) —
(— F(1)) = - Vg [exte (—g(c)) = 5 — g(51)])
Die Benutzung der Abkirzung ergiebt
Fexte (—f(g)) = exte (- Vg [exte (—g(e) =e —g(e)) = (- A=A —

(—f(AA) =~ Vg [exte (—a(e)) = A — g(A)])
was selbstverstandlich ist wegen des Untergliedes® = fI« und eben deswegen nie auf
einen Widerspruch fuhren kann.

Wir hatten (I, S. 17) festgesetzt, dass der Umfang einesifgrunter den nur das
Wabhre fallt, das Wahre sein solle, und dass der Umfang eiegsifes, unter den nur das
Falsche fallt, das Falsche sein solle. Diese Bestimmungeirden durch die neue Fassung
des Begriffsumfanges keine Aenderung.

Welchen Einfluss hat nun diese neue Fassung auf die Wertlee Boaction:&, wenn
wir die Bestimmungen in |, § 11 festhalten? Nehmen wir an,e¢9&£) ein leerer Begriff!
Dann fiel nach der friheren Fassung des Begriffsumfanges(®(s)) mit exte (®(g)) zu-
sammen, weil es keinen solchen GegenstAndab, dasexte (A = ¢) mit exte (®(e))
zusammenfiel. Nach der neuen Fassung des Begriffsumfaigjatses einen solchen Ge-
genstand, namlickxte (®(¢)) selbst. Das Ergebnis ist aber wieder dasselbe, ndmlich dass
1exte (P(e)) mit exte (®(g)) zusammenfallt. Dasselbe wird sich ergeben, wena (d(e))
als einziger Gegenstand unter den Begpbiff ) fallt. Nehmen wir an, unter den Begriff(¢)
falle als einziger Gegenstaml, so falltvexte (®(¢)) mit A zusammen. Dasselbe geschieht
auch noch, wenn aussérnur nochexte (®(¢)) unter den Begriff® () fallt; und hier findet
ein Unterschied von dem Friihern statt; denn in diesem Falle Wilherexte (®(<)) nicht
mit A, sondern miexte (®(¢)) zusammengefallen. In allen andern Fallen besteht kein Un-
terschied hinsichtlich der Werthe der Functignbei der alten und der neuen Fassung des
Begriffsumfanges, und unser Grundgesetz (VI) gilt jetz fwilher.

Wir missen nun noch fragen, wie durch die neue Fassung dekvadaufs die Werthe
unserer | Functioga ¢ beeinflusst werden. In dem Falle, ddsin Werthverlauf ist, ist
nun nicht mehr in jedem Falle bestimmt, welchen Werth einecEan, deren Werthverladf
ist, fiir das Argumen® hat1%, namlich dann nicht, wen® mit I' zusammenfallt. Es kann
dann Functionen geben, die denselben Werthveilaodben, die aber fir das Argumdnt
verschiedene Werthe haben. Der Umfang des Begriffes

- Vg [I' = exte (g(e)) — — a(I') = ¢]
kann nun nicht mehr mit dem Umfange eines Begriffes wie= ¢ zusammenfallen, weil
unter diesem\ als einziger Gegenstand, unter jenen aber alle Gegendtileae Denn, wenn
I" ein Werthverlauf undt ein Gegenstand ist, wird es immer mdéglich sein, eine Fun&i@)
so anzugeben, dasste (X(¢)) = T' undX(T") = E ist. Nach der Festsetzung in |, § 11 fallt
demnach

1exta (- Vg [T = exte (g(e)) — - g(T') = o)

mit
exta (= Vg [I' = exte (g(¢)) — — o(I') = a])

10%ergl. I, S. 53.



zusammen. Wenn demnathein Werthverlauf ist, so ist

IFaT =exta(— Vg [I' = exte (g(e)) — - g(I') = o)
d. h.T'a T" ist der Umfang eines allumfassenden Begriffes. Werkein Werthverlauf ist, so
istI"'a I der Umfang eines leeren Begriffes. Im ersten Falle idf e1" das Falsche:

F = exte (f(e))oexte (f(g)) 3

Dies ist wichtig fur die Functiomanz(£). Man kdnnte zunéchst befurchten, dass Begriffe von
demselben Umfange nach unsern Festsetzungen dieselbbl &nlzalten missten, obwonhl
unter den einen ein Gegenstand mehr, als unter den anderlicimder Begriffsumfang selbst
fiele, sodass man schliesslich nur eine einzige endlich@rerhielte. Indessen kommt bei
anz(exte (®(g))) nicht der Begriff®(¢), sondern —a exte (®(g)) in Betracht, und unter
diesen fallt der Begriffsumfanexte (®(¢)) nicht, wenn er auch unter den Beguf{¢) fallt.

Wiederholt man die Ableitung von (1) (I, 8 55) mit (\V'b) stattit (Vb), so erhalt man
statt (1) den Satz (1’):

F = a=exte(f(e)) — f(a) = adexte (f(e)) r

aus dem statt (77) und (82) die Satze (77’) und (82’) abzresind:
Foa=exte (f(e)) — (F(f(a) — Fladexte (f(¢)))) 77
Foa=exte(f(e)) — (Flaaexte (f(€))) — F(f(a))) (82

Wir ziehen noch einige Folgerungen.

(@ F = exte(f(e))oexte (f(e))

(II1a):
Fa=exte (f(c)) — - aaexte (f(e)) v
Ia): — = — — = — — —
Fa=exte(f(e)) — (avexte (f(e)) — f(a))
(82)): v .

Faaexte (f(e)) — f(a) (82"

82" Fexte(— eac)aexte(n cae) — — exte (- cac)aexte (- €9¢)
(Ig) :

F = exte(— cae)aexte (- cae) (v

Dies folgt ganz so, wie obem)( Jedoch entsteht hier kein Widerspruch, wie wir gleicteseh
werden. {) ist nur ein besonderer Fall voa).

77 = exte(— coe) =exte(— eae) — (— exte (- coe)aexte (- eae) —

exte (- coe)aexte (- ea¢))

X
F - exte(— cae)aexte (- eae) — exte (- cae) =exte (— €a¢) (0
(7) =
Fexte(— cae) =exte (- €a¢) (¢

(¢) ist ein besonderer Fall von (llle). Ein Widerspruch istimi aufgetreten.

Es wirde hier zu weit fihren, den Folgen der Ersetzung vord(M3h (V') weiter nach-
zugehen. Es ist ja nicht zu verkennen, dass vielen Satzesrdlisder hinzugefiigt werden
mussen; aber es ist wohl nicht zu besorgen, dass hierauatliese Hindernisse fir die Be-
weisfiihrung entstehen werden. Immerhin wird eine Durchymgi aller bisher gefundenen



S.266

Sétze nothig sein.

Als Urproblem der Arithmetik kann man die Frage ansehen: fagsen wir logische
Gegenstande, inshesondere die Zahlen? Wodurch sind weictiégt, die Zahlen als Gegen-
stédnde anzuerkennen? Wenn dies Problem auch noch nichtitsgelist ist, als ich bei der
Abfassung dieses Bandes dachte, so zweifle ich doch nichhddass der Weg zur L6sung
gefunden ist.

Jena, im Oktober 1902.
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