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Man findet in diesem Buche Lehrsatze, auf denen die Arithotetiuht, mit Zeichen be-
wiesen, deren Ganzes ich Begriffsschrift nenne. Die wistéin dieser Satze sind am Ende
zum Theil mit angefiigter Uebersetzung zusammengesteidt.nmen sieht, sind die negati-
ven, gebrochenen, irrationalen nnd complexen Zahlen lieln mon der Betrachtung ausge-
schlossen, ebenso auch Addition, Multiplication u. s. wckdie Satze von den Anzahlen
sind noch nicht in der zuerst geplanten \Vollstandigkeithemden. Insbesondere fehlt noch
der Satz, dass die Anzahl der unter einen Begriff fallendege@stéande endlich ist, wenn die
Anzahl der Gegenstande endlich ist, die unter einen Ubetgeten Begriff fallen. Aeussere
Grinde haben mich bestimmt, dies, sowie die Behandlungratsra Zahlen und der Rech-
nungsarten einer Fortsetzung vorzubehalten, deren Engrheon der Aufnahme abhangig
sein wird, die dieser erste Band findet. Was ich hier gebadbe mag hinreichen, von meiner
Weise eine Vorstellung zu geben. Man kénnte meinen, dassdie ber die Anzahl Endfbs
hatten fehlen kdnnen. Zur Begriindung der Arithmetik im kbrgchten Umfange sind sie al-
lerdings nicht ndthig; aber ihre Ableitung ist meist eirffacals die der entsprechenden Satze
fur endliche Anzahlen und kann als Vorbereitung fur sie dietNoch kommen Satze vor, die
nicht von Anzahlen handeln, die aber zu den Beweisen gehrawerden. Sie handeln z. B.
vom Folgen in einer Reihe, von der Eindeutigkeit von Bezigjan, von zusammengesetzten
und gekoppelten Beziehungen, von der Abbildung durch Berigen u. dergl. Diese Satze
kdnnte man vielleicht einer erweiterten Combinationgehrweisen.

Die Beweise sind allein in den mit ,Aufbau” UberschrieberRaragraphen enthalten,
wahrend die mit ,,Zerlegung” Gberschriebenen das Versti&sderleichtern sollen, indem sie
vorlaufig den Gang des Beweises in groben Umrissen vorzeictiDie Beweise selbst ent-
halten keine Worte, sondern sind allein mit meinen Zeichefiilyt. Sie stellen sich dem
Auge dar als eine Reihe von Formeln, die durch ausgezogesre|odnterbrochene Striche
oder andere Zeichen getrennt sind. Jede dieser Formelmigbkstandiger Satz mit allen
Bedingungen, die zu seiner Giiltigkeit nothwendig sind sBigolIstandigkeit, welche still-
schweigend hinzuzudenkende Voraussetzungen nicht dslhegint mir fir die Strenge der
Beweisfuhrung unentbehrlich zu sein.

Der Fortschritt von einem Satze zum néchsten geht nach dgelrReor sich, die im §
48 zusammengestellt sind, und kein Uebergang geschiahhic® diesen Regeln gemass
ware. Wie und nach welcher Regel die Folgerung gemacht widtet das zwischen den
Formeln stehende Zeichen an, wahrend——— «—eine Schlusskette absch-
liesst. Es muss hierbei Satze geben, die nicht aus andeete#bgwerden. Solche sind theils
die Grundgesetze, die ich im § 47 zusammengestellt hahks, diwe Definitionen, die man am
Ende in einer Tafel vereinigt findet mit Hinweis auf die Stallwo sie zuerst vorkommen. Bei
einer Fortsetzung dieses Unternehmens wird immer wiedeBddurfniss von Definitionen
hervortreten. Die Grundsétze, die dabei maassgebend $issem sind im § 33 aufgefihrt.
Die Definitionen sind nicht eigentlich schdpferisch undfdiires, wie ich glaube, nicht sein;
sie fihren nur abkirzende Bezeichnungen (Namen) ein, dielert werden kdnnten, wenn
nicht sonst die Weitlaufigkeit uniberwindliche dusserevBefigkeiten machte.

Das Ideal einer streng wissenschaftlichen Methode der &adltik, das ich hier zu ver-
wirklichen gestrebt habe, und das wohl nach Euklid benammnten kénnte, mdchte ich so
schildern. Dass Alles bewiesen werde, kann zwar nicht ngtlaverden, weil es unmdglich
ist; aber man kann fordern, dass alle Satze, die man bralui, sie zu beweisen, ausdrick-
lich als solche ausgesprochen werden, damit man deutkemee, worauf der ganze Bau be-
ruhe. Es muss danach gestrebt werden, die Anzahl diesesétrgemdglichst zu verringern,

1Anzahl einer abzahlbar unendlichen Menge.
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indem man Alles beweist, was beweisbar ist. Ferner, unch dgetie ich Gber Euklid hinaus,
verlange ich, dass alle Schluss- und Folgerungsweisergudidnwendung kommen, vor-
her aufgefuihrt werden. Sonst ist die Erfiillung jener erfemlerung nicht sicher zu stellen.
Dieses Ideal glaube ich nun im Wesentlichen erreicht zumakar in wenig Punkten kdnn-
te man noch strengere Anforderungen stelerUm mir mehr Beweglichkeit zu sichern
und nicht in Gbermassige Breite zu verfallen, habe ich maudt, von der Vertauschbar-
keit der Vorderglieder (Bedingungen) und von der Versclivelkeit gleicher Vorderglieder
stillschweigend Gebrauch zu machen, und habe die Schindd-algerungsweisen nicht auf
die geringste Zahl zuriickgefiihrtm® *'Wer mein BiichleirBegriffsschriftkennt, wird dar-
aus entnehmen kdnnen, wie man auch hierin den strengstemd&néingen genuigen koénnte,
zugleich aber auch, dass dies eine betrachtliche Zunahsndrdéanges nach sich zdge.

Im Uebrigen, glaube ich, werden die Ausstellungen, die mé@nRecht | bei diesem
Buche machen kann, nicht die Strenge betreffen, sonderdiauahl des Beweisganges
und der Zwischenstufen. Oft stehen mehre Wege offen, eirssveB zu fiihren; ich habe
sie nicht alle zu betreten versucht, und so ist es moégliciuglarscheinlich, dass ich nicht
immer den kiirzesten gewahlt habe. Wer in dieser Hinsichaetum tadeln hat, der mache es
besser. Ueber Anderes wird sich streiten lassen. Einigdemivielleicht vorgezogen haben,
den Umkreis der zugelassenen Schluss-und Folgerungsweéter zu ziehen und dadurch
gréssere Beweglichkeit und Kiirze zu erzielen. Aber irgeamdwss man hier Halt machen,
wenn man Uberhaupt mein aufgestelltes Ideal billigt, unchvem auch Halt macht, wiirden
immer Leute sagen kdnnen: es wére besser gewesen, noch chdisssveisen zuzulassen.

Durch die Lickenlosigkeit der Schlussketten wird erreidlaiss jedes Axiom, jede Vor-
aussetzung, Hypothese, oder wie man es sonst nennen Wileaen ein Beweis beruht, ans
Licht gezogen wird; und so gewinnt man eine Grundlage furBs#artheilung der erkennt-
nisstheoretischen Natur des bewiesenen Gesetzes. Esaissahon vielfach ausgesprochen
worden, dass die Arithmetik nur weiter entwickelte Logik; sber das bleibt solange be-
streitbar, als in den Beweisen Uebergange vorkommen, di¢ nach anerkannten logischen
Gesetzen geschehn, sondern auf einem anschauenden Erkanheruhen scheinen. Erst
wenn diese Uebergénge in einfache logische Schritte zaitedy kann man sich Giberzeugen,
dass nichts als Logik zu Grunde liegt. Ich habe Alles zusangestellt, was die Beurthei-
lung erleichtern kann, ob die Schlussketten biindig und daeWager fest sind. Wenn etwa
jemand etwas fehlerhaft finden sollte, muss er genau andeiveren, wo der Fehler seiner
Meinung nach steckt: in den Grundgesetzen, in den Defimtipm den Regeln oder ihrer
Anwendung an einer bestimmten Stelle. Wenn man Alles in @ndrfindet, so kennt man
damit die Grundlagen genau, auf denen jeder einzelne Lizhyeauht. Ein Streit kann hier-
bei, soviel ich sehe, nur um mein Grundgesetz der Werthvierlé/) entbrennen, das von
den Logikern vielleicht noch nicht eigens ausgesprochenlisvohl man danach denkt, z. B.
wenn man von Begriffsumfangen redet. Ich halte es fiir ragistth. Jedenfalls ist hiermit die
Stelle bezeichnet, wo die Entscheidung fallen muss.

Mein Zweck erfordert manche Abweichungen von dem, was inMizthematik tblich
ist. Die Anforderungen an die Strenge der Beweisfilhrunghaine gréssere Lange zur un-
ausweichlichen Folge. Wer dies nicht im Auge hat, wird sickdér That wundern, wie um-
standlich hier oft ein Satz bewiesen wird, den er in einezigen Erkenntnissthat unmittelbar
einzusehen glaubt. Besonders wird dies auffallen, wenndig8chrift des Herrn Dedekind

2Um mir mehr Beweglichkeit zu sichern und nicht in iberméssigeitBrzu verfallen, habe ich mir erlaubt,
von der Vertauschbarkeit der Unterglieder (Bedingungem) von der Verschmelzbarkeit gleicher Unterglieder
stillschweigend Gebrauch zu machen, und habe die SchlugsFaigerungsweisen nicht auf die geringste Zahl
zuruickgefuhrt.
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Was sind und was sollen die Zahlevérgleicht, das Grindlichste, was mir in der letzten Zeit
Uber die Grundlegung der Arithmetik zu Gesicht gekommerSig verfolgt auf einem weit

| kleineren Raume die Gesetze der Arithmetik weit hdherdijreds es hier geschieht. Die-
se Kirze wird freilich nur dadurch erreicht, dass Vielesrtibapt nicht eigentlich bewiesen
wird. Herr Dedekind sagt oft nur, dass der Beweis aus den anddtzen folge; er gebraucht
Plnktchen, wie in Pt(A, B, C...)" nirgends ist bei ihm eine Zusammenstellung der von
ihm zu Grunde gelegten logischen oder andern Gesetze zwnfindd wenn sie da ware,
hatte man keine Moglichkeit, zu priifen, ob wirklich keinelam angewendet wéren; denn
dazu missten die Beweise nicht nur angedeutet, sonderanlicckausgefiihrt sein. Auch
Herr Dedekind ist der Meinung, dass die Lehre von den Zatiteffileeil der Logik sei; aber
seine Schrift tragt kaum dazu bei, diese Meinung zu erhanteihdie von ihm angewendeten
Ausdricke ,System*, ,ein Ding gehdort zu einem Dinge* in dexdik nicht dblich sind und
nicht auf anerkannt Logisches zurtickgefiihrt werden. Ige shes nicht als Vorwurf; denn
sein Verfahren mag fur ihn das zweckdienlichste gewesen &#i sage es nur, um meine
Absicht durch den Gegensatz in helleres Licht zu setzenL&xige eines Beweises soll man
nicht mit der Elle messen. Man kann ja leicht einen Beweiglaufi Papiere kurz erscheinen
lassen, indem man viele Zwischenglieder in der Schlusskdterspringt und manches nur
andeutet. Man begngt sich ja meistens damit, dass jedeittSichBeweise als richtig ein-
leuchte, und das darf man auch, wenn man nur von der Wahegeizidbeweisenden Satzes
Uberzeugen will. Wenn es sich aber darum handelt, eine dingi die Natur dieses Ein-
leuchtens zu vermitteln, gentgt dies Verfahren nicht, eamdhan muss alle Zwischenstufen
hinschreiben, um das volle Licht des Bewusstseins auf Benfau lassen. Den Mathemati-
kern kommt es ja gewdéhnlich nur auf den Inhalt des Satzesrghdass er bewiesen werde.
Hier ist das Neue nicht der Inhalt des Satzes, sondern wiBelgeis gefiihrt wird, auf wel-
che Grundlagen er sich stitzt. Dass dieser wesentlichhiedene Gesichtspunkt auch eine
andere Behandlungsweise erfordert, darf nicht befremdienn man einen unserer Séatze in
Ublicher Weise ableitet, wird leicht ein Satz Uiberseherdeerder zum Beweise unndthig zu
sein scheint. Bei genauer Durchdenkung meines Beweisdswan, glaube ich, denn doch
seine Unentbehrlichkeit einsehen, wenn man nicht etwanajaaz andern Weg einschlagen
will. So findet man auch vielleicht in unsern Séatzen hier uadB&dingungen, die zuerst
als unnéthig auffallen, die sich aber doch als nothwendigeeen, oder wenigstens nur mit
einem eigens zu beweisenden Satze entfernt werden kénnen.

Ich fihre hiermit ein Vorhaben aus, das ich schon bei mddegriffsschriftvom Jahre
1879 im Auge gehabt und in mein&rundlagen der Arithmetikom Jahre 1884 angekiin-
digt habé. Ich will hier durch die | That die Ansicht (iber die Anzahl G#wen, die ich in
dem zuletzt genannten Buche dargelegt habe. Das Grundiegeeiner Ergebnisse sprach
ich dort im § 46 so aus, dass die Zahlangabe eine Aussage memdsegriffe enthalte;
und darauf beruht hier die Darstellung. Wenn jemand andmsicht ist, so versuche er es,
darauf eine folgerechte und brauchbare Darstellung dueith&n zu griinden, und er wird
sehn, dass es nicht geht. In der Sprache ist die Sachlaiehfr@icht so durchsichtig; aber
wenn man genau zusieht, findet man, dass auch hier bei eihtamgabe immer ein Begriff
genannt wird, nicht eine Gruppe, ein Aggregat oder dergld, dass, wo dies doch einmal
vorkommen sollte, die Gruppe oder das Aggregrat immer dancbn Begriff bestimmt ist,
d. h. durch die Eigenschaften, die ein Gegenstand haben omasai der Gruppe zu gehéren,
wahrend das, was die Gruppe zur Gruppe, das System zum Systeh, die Beziehungen
der Glieder zu einander, fir die Anzahl véllig gleichgulitg

Der Grund, warum die Ausfihrung so spét nach der Ankindigarsgheint, liegt zum

3Man vergleiche die Einleitung und die §8 90 und 91 meiner Glageh der Arithmetik, Breslau, Verlag von
Wilhelm Koebner, 1884.
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Theil in innern Umwandlungen der Begriffsschrift, die miztr Verwerfung einer hand-
schriftlich fast schon vollendeten Arbeit genéthigt haldeiese Fortschritte mdgen hier kurz
erwahnt werden. Die in mein&egriffsschriftverwendeten Urzeichen kommen hier mit ei-
ner Ausnahme wieder vor. Statt der drei parallelen Strietielich nAmlich das gewoéhnliche
Gleichheitszeichen gewahlt, da ich mich Uberzeugt halss esin der Arithmetik grade die
Bedeutung hat, die auch ich bezeichnen will. Ich gebrauéndinh das Wort ,gleich” in der-
selben Bedeutung wie ,zusammenfallend mit* oder ,idemtistt”, und so wird das Gleich-
heitszeichen auch in der Arithmetik wirklich gebrauchtr ®éderspruch, der sich etwa hier-
gegen erhebt, wird wohl auf mangelhafter UnterscheidungZ&ichen und Bezeichnetem
beruhen. Freilich ist in der Gleichun@? = 2 + 2‘ das links stehende Zeichen verschieden
von dem rechts stehenden; aber beide bezeichnen oder bedietelbe Zahl Zu den alten
Urzeichen sind nun noch zwei hinzugekommer:ein Zeichen zur Bezeichnung des Werth-
verlaufs einer Function und eines, das den bestimmtenehdiér Sprache vertreten selia®

#2 Die Einfuhrung der Werthverlaufe der Functionen ist eineveticher Fortschritt, dem eine
weit gréssere Beweglichkeit zu verdanken ist. Die frihedegeleiteten Zeichen kénnen nun
durch andere, und zwar einfachere ersetzt werden, obwellefinitionen der Eindeutigkeit
einer Beziehung, des Folgens in einer Reihe, der Abbildom@/esentlichen dieselben sind,
die ich theils in meineBegriffsschrift theils in meinerGrundlagen der Arithmetigegeben
habe. Die | Werthverlaufe haben aber auch eine grosse gitatidse Wichtigkeit; definire
ich doch die Anzahl selbst als einen Begriffsumfang, undrifesgmfénge sind nach meiner
Bestimmung Werthverlaufe. Ohne diese wére also gar nidaua@mmen. Die alten dusser-
lich unverandert wieder auftretenden Urzeichen, dereotigmus sich auch kaum geéndert
hat, sind doch mit andern Erklarungen versehen worden. mhbefe Inhaltsstrich erscheint
als Wagerechter wieder. Das sind Folgen einer eingreife&a¢wickelung meiner logischen
Ansichten. Ich hatte friiher in dem, dessen aussere Formetiauptungssatz ist, zweierlei
unterschieden: 1) die Anerkennung der Wahrheit, 2) denltindher als wahr anerkannt wird.
Den Inhalt nannte ich beurtheilbaren Inhalt. Dieser istmuin zerfallen in das, was ich Ge-
danken, und das, was ich Wahrheitswerth nenne. Das ist dtje Ber Unterscheidung von
Sinn und Bedeutung eines Zeichens. In diesem Falle ist derd&is Satzes der Gedanke und
seine Bedeutung der Wahrheitswerth. Dazu kommt dann nexidérkennung, dass der
Wahrheitswerth das Wahre sei. Ich unterscheide namlich Waéarheitswerthe: das Wahre
und das Falsche. Dies habe ich in meinem oben erwéahntentaaf§ber Sinn und Bedeu-
tung eingehender begriindet. Hier mag nur erwdhnt werdess, dla ungerade Rede nur so
richtig aufgefasst werden kann. Der Gedanke namlich, destssinn des Satzes ist, wird
in der ungeraden Rede seine Bedeutung. Wieviel einfacteisanérfer durch die Einfih-
rung der Wahrheitswerthe Alles wird, kann nur eine eingelbeBeschaftigung mit diesem
Buche lehren. Diese Vortheile allein schon legen ein go&sawicht in die Wagschale zu
Gunsten meiner Auffassung, die freilich auf den ersteni8liefremden mag. Auch ist das
Wesen der Function im Unterschiede vom Gegenstande schégfa meineBegriffsschrift
gekennzeichnet. Daraus ergiebt sich weiter die Unterdanhgi der Functionen erster und
zweiter Stufe. Wie ich in meinem Vortrage Ulbgunction und Begriff ausgefiihrt habe, sind
Begriffe und Beziehungen Functionen in der von mir erw&teBedeutung dieses Wortes,
und so haben wir auch Begriffe erster und zweiter Stufechtufige und ungleichstufige

“4Ich sage freilich auch: der Sinn des rechts stehenden Zeidseverschieden von dem des links stehenden; aber
die Bedeutung ist dieselbe. Man vergleiche meinen Aufsaéz 8mn und Bedeutung in der Zeitschrift f. Philos. u.
philos. Kritik, 100. Bd., S. 25.

Sder Spiritus lenis zur Bezeichnung des Werthverlaufs efarction und ein Zeichen, das den bestimmten
Artikel der Sprache vertreten soll.

6Jena, Verlag von Hermann Pohle, 1891.
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Beziehungen zu unterscheiden.

Wie man sieht, sind die Jahre nicht vergebens seit dem BErhmeineBegriffsschrift
und meineiGrundlagenverflossen: sie haben das Werk gereift. Aber grade das, Wwadsc
wesentlichen Fortschritt erkenne, steht, wie ich mir niadtthehlen kann, der Verbreitung
und der Wirksamkeit meines Buches als grosses Hemmniss ige Vénd worin ich sei-
nen Werth nicht zum geringsten Theile sehe, die strengedrilokigkeit der Schlussketten
wird ihm, wie ich flrchte, wenig Dank einbringen. Ich habecimvon den hergebrachten
Auffassungsweisen weiter | entfernt und dadurch meinericAten ein paradoxes Gepra-
ge aufgedriickt. Leicht wird ein Ausdruck, der hier oder dambfiichtigen Durchblattern
aufstosst, befremdlich erscheinen und ein ungunstigesriV@il erzeugen. Ich selbst kann
ja das Widerstreben einigermaassen abschéatzen, dem meirsgUxgen begegnen werden,
weil ich selbst ein &hnliches erst in mir Uberwinden musste sie zu machen. Denn nicht
aufs Gerathewohl und aus Neuerungssucht, sondern dur&adie selbst gedrangt, bin ich
dahin gelangt.

Hiermit komme ich auf den zweiten Grund der Verspatung: dighlbsigkeit, die mich
zeitweilig Uberkam angesichts der kiihlen Aufnahme, odssd&regesagt, des Mangels an
Aufnahme meiner oben genannten Schriften bei den Mathkenatiund der Ungunst der
wissenschaftlichen Stromungen, gegen die mein Buch zu féimffaben wird. Schon der er-
ste Eindruck muss abschrecken: unbekannte Zeichen, lsgigemur fremdartige Formeln. So
habe ich mich denn zu Zeiten andern Gegenstanden zugewébeetauf die Dauer konnte
ich doch die Ergebnisse meines Denkens, die mir werthvblesen, nicht in meinem Pulte
verschliessen, und die aufgewendete Arbeit forderte immaae Arbeit, um nicht vergeblich
zu sein. So liess mich die Sache nicht los. In einem Falle igie Wwo der Werth eines Buches
durch flichtiges Durchlesen nicht erkannt werden kanntesdié Kritik helfend einspringen.
Aber sie wird im Allgemeinen zu schlecht bezahlt. Ein Kritikvird nie hoffen kénnen, fur
die Mihe, die ein grindliches Durcharbeiten dieses Buahdsussicht stellt, in Geld ent-
schadigt zu werden. Mir bleibt nur Ubrig zu hoffen, jemandged&on vorneherein soviel
Vertrauen zu der Sache schopfen, dass er in dem innern Geivierhinreichende Beloh-
nung erwartet, und er werde dann das Ergebniss seinerheiiflierifung der Oeffentlickeit
Ubergeben. Nicht, als ob mich nur eine lobende Besprecheingtigen konnte; im Gegent-
heil! eine auf grindlicher Kenntnissnahme gestitzte Bgiéng kann mir nur lieber sein als
ein Lob, das sich in allgemeinen Wendungen ergeht, ohne dem dler Sache zu beriihren.
Einem Leser, der mit solchen Absichten an das Buch heramidichte ich hier durch einige
Winke die Arbeit erleichtern.

Um vorerst eine ungefahre Vorstellung zu gewinnen, wie ichmeinen Zeichen Ge-
danken ausdrucke, wird es dienlich sein, in der Tafel dehtigeren Lehrsétze einige der
einfacheren ndher zu betrachten, denen eine Uebersetngetédngt ist. Man wird dann
auch errathen kénnen, was andere jenen &hnliche besadgen vagnen keine Uebersetzung
folgt. Darauf mége man mit der Einleitung anfangen und diedégaing der Begriffsschrift
in Angriff nehmen. Doch rathe ich, zunachst nur fliichtige ierss davon | zu nehmen und
sich bei einzelnen Bedenken nicht zu lange aufzuhaltefg&Betrachtungen mussten zwar
aufgenommen werden, um allen Einwéanden begegnen zu késindraber fur das Verstand-
niss der Begriffsschriftséatze unwesentlich. Ich rechnigirddie zweite Halfte des § 8, die
auf S. 12 mit den Worten ,Wenn wir nun erklaren“ beginnt, fardie zweite Halfte des §
9, die auf S. 15 mit den Worten ,Wenn ich allgemein sage" befgiond den ganzen § 10.
Diese Stellen mbgen beim ersten Lesen ganz liberschlagetenvddasselbe gilt von den
88 26 und 28 bis 32. Dagegen mdchte ich als fir das Versténtheisonders wichtig die

“In dem Jahrb. Uiber die Fortschritte der Math. sucht man meinedkagen der Arithm. vergebens. Forscher auf
demselben Gebiete, die Herren Dedekind, Otto Stolz, v. Hdlmboheinen meine Arbeiten nicht zu kennen. Auch
Kronecker erwéhnt sie in seinem Aufsatze tUber den Zahifbeicht.
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erste Halfte des § 8, ferner die 88 12 und 13 hervorheben. éiaugres Durchlesen mdge
mit §34 beginnen und bis zum Schlusse andauern. Man wird dalegentlich auf die nur
fluchtig gelesenen 88 zuriickkommen missen. Das Worterearies am Schlusse und das
Inhaltsverzeichniss werden das erleichtern. Die Ablgjeamin den 88 49 bis 52 kénnen als
Vorbereitung fur das Verstandniss der Beweise selbst diefiée Weisen des Folgerns und
Schliessens und fast alle der Anwendungen unserer Grugidgelsommen hier schon vor.
Nachdem man so bis ans Ende gelangt ist, mdge man die DagleguiBegriffsschrift noch
einmal im Zusammenhange und vollstandig lesen und sichi #dabéugen halten, dass die
Festsetzungen, die spater nicht gebraucht werden und darnéthig scheinen, zur Durch-
fuhrung des Grundsatzes dienen, dass alle rechtméssigletebi Zeichen etwas bedeuten
sollen, eines Grundsatzes, der fiir die volle Strenge wigderdt. So wird, glaube ich, das
Misstrauen allméahlich schwinden, das meine Neuerungeédchst erwecken mégen. Der
Leser wird erkennen, dass meine Grundsétze nirgends zerbBolgen fihren, die er nicht
selbst als richtig anerkennen muss. Vielleicht wird er danch zugeben, dass er die Arbeit
zuerst Uberschéatzt hatte, dass mein sprungloses Vorgelbradch wieder das Verstandniss
erleichtert, nachdem einmal das in der Neuheit der Zeiclegreihde Hinderniss Uberwun-
den ist. Moge es mir gliicken, einen solchen Leser und Belathmi finden! denn eine auf
oberflachlicher Durchsicht gegriindete Anzeige kdnnténtaieehr schaden als nitzen.

Sonst sind die Aussichten meines Buches freilich gerindedfalls missen alle Mathe-
matiker aufgegeben werden, die beim Aufstossen von logisétusdriicken, wie ,Begriff*,
.Beziehung", ,Urtheil“ denkenmetaphysica sunt, non leguntumd ebenso die Philosophen,
die beim Anblicke einer Formel ausrufemathematica sunt, non legunturhd sehr wenige
maogen das nicht sein. Vielleicht ist die Zahl der Mathen&tikberhaupt nicht gross, die sich
um die Grundlegung ihrer Wissenschaft bemiihen, und aude dieheinen oft grosse Eile
zu haben, bis sie die Anfangsgriinde hinter sich haben. Un@iége kaum zu hoffen, dass
meine Grinde fur die peinliche Strenge und damit verbund@zage viele von ihnen tber-

S.XII zeugen werden. Hat doch das einmal Hergebrachte grosse Ht Maar die Gemuther. Wenn
ich die Arithmetik mit einem Baume vergleiche, der sich obreaine Mannichfaltigkeit von
Methoden und Lehrséatzen entfaltet, wahrend die WurzelaTiife strebt, so scheint mir der
Waurzeltrieb, in Deutschland wenigstens, schwach zu seilhsBin einem Werke, das man
dieser Richtung zuzahlen mdchte, der Algebra der Logik desrHE. Schroder, gewinnt
doch bald der Wipfeltrieb wieder die Oberhand, bevor nocle giréssere Tiefe erreicht ist,
bewirkt ein Umbiegen nach oben und eine Entfaltung in Megimoghd Lehrsétze.

Unglnstig fir mein Buch ist auch die weit verbreitete Nemgurur das Sinnliche als vor-
handen anzuerkennen. Was nicht mit den Sinnen wahrgenomwerelen kann, sucht man
zu leugnen oder doch zu Ubersehen. Nun sind die Gegenstéandeithmetik, die Zahlen
unsinnlicher Art; wie findet man sich damit ab? Sehr einfanlh erklart die Zahlzeichen
fur die Zahlen. In den Zeichen hat man dann etwas Sichtbanelsgas ist ja doch die Haupt-
sache. Freilich haben die Zeichen ganz andere Eigensoltaftelie Zahlen selbst; aber was
thut's? Man dichtet ihnen die gewtinschten Eigenschaftechdsogenannte Definitionen ein-
fach an. Wie freilich eine Definition statthaben kann, wo kgin Zusammenhang zwischen
Zeichen und Bezeichnetem in Frage kommt, ist ein Rathsel.Wiatet Zeichen und Bezeich-
netes moglichst ununterscheidbar zusammen; jenachderfoegeelich ist, kann man dann
die Existenz mit Hinweis auf die Greifbarkeit behaugtesder die eigentlichen Zahleigen-
schaften hervorkehren. Zuweilen scheint man die Zahlegistie Schachfiguren anzusehen
und die sogenannten Definitionen als Spielregeln. Das £siblezeichnet dann nichts, son-
dern ist die Sache selbst. Eine Kleinigkeit Gibersieht maiti¢h dabei, dass wir namlich mit

8Vergl. E. Heine, Die Elemente der Functionslehre, in Crellgurnal, Bd. 74, S. 173: ,Ich stelle mich bei der
Definition auf den rein formalen Standpunkt, indem ich gesvig®ifbare Zeichen Zahlen nenne, sodass die Existenz
dieser Zahlen also nicht in Frage steht.”



,32 4+ 4% = 52" einen Gedanken ausdriicken, wahrend eine Stellung vorcBfiaren nichts
besagt. Wo man sich mit solchen Oberflachlichkeiten zuétegiebt, ist fir eine tiefere Auf-
fassung freilich kein Boden.

Es kommt hier darauf an, sich klar zu machen, was Definiramidiwas dadurch erreicht
werden kann. Man scheint ihm vielfach eine schopferisctedtkauzutrauen, wahrend doch
dabei weiter nichts geschieht, als dass etwas abgrenzewardgehoben und mit einem Na-
men bezeichnet wird. Wie der Geograph kein Meer schafft,menGrenzlinien zieht und
sagt: den von diesen Linien begrenzten Theil der Wasseéfladhich Gelbes Meer nennen,
so kann auch der Mathematiker durch sein Definiren nichtsngligh schaffen. Man kann
auch nicht einem Dinge durch blosse Definition eine Eigeafé@nzaubern, die es nun ein-
mal nicht hat, es sei denn die eine, nun so zu heissen, wie sretwa benannt hat. Dass aber
ein | eirundes Gebilde, das man mit Tinte auf Papier herimbrdurch eine Definition die
Eigenschaft erhalten sollte, zu Eins addirt, Eins zu emgekann ich nur fiir einen wissen-
schaftlichen Aberglauben halten. Ebensogut kdnnte mashdiosse Definition einen faulen
Schuler fleissig machen. Unklarheit entsteht hier leicitlkddie mangelnde Unterscheidung
von Begriff und Gegenstand. Wenn man sagt: ,Quadrat ist echkck, in dem zusammen-
stossende Seiten gleich sind“, so definirt man den BeQufidrat indem man angiebt, wel-
che Eigenschaften etwas haben muss, um unter diesen Brgfiflen. Diese Eigenschaften
nenne ich Merkmale des Begriffes. Aber, wohl gemerkt, didsekmale des Begriffes sind
nicht seine Eigenschaften. Der Begguadratist nicht ein Rechteck, nur die Gegenstande,
die etwa unter diesen Begriff fallen, sind Rechtecke, wiehader Begriffschwarzes Tuch
weder schwarz noch ein Tuch ist. Ob es solche Gegenstaniole igtedurch die Definition
unmittelbar noch nicht bekannt. Nun will man z. B. die ZahlINigfiniren, indem man sagt:
sie ist etwas, was, zu Eins addirt, Eins ergiebt. Damit hat iaen Begriff definirt, indem
man angegeben hat, welche Eigenschaft ein Gegenstandimalsspum unter den Begriff zu
fallen. Aber diese Eigenschaft ist nicht Eigenschaft démiuleen Begriffes. Wie es scheint,
bildet man sich nun vielfach ein, man habe durch die Definigtwas geschaffen, was, zu
Eins addirt, Eins ergiebt. Grosse Tauschung! Weder hat efénide Begriff diese Eigen-
schaft noch leistet die Definition Gewahr dafir, dass deriBegfillt sei. Das bedarf erst
einer Untersuchung. Erst wenn man bewiesen hat, dass es@egenstand und nur einen
einzigen von der verlangten Eigenschaft giebt, ist man mLdge, diesen Gegenstand mit
dem Eigennamen ,Null* zu belegen. Die Null zu schaffen, isbaunmdglich. Solches ist
von mir schon wiederholt dargelegt worden, aber, wie esisthehne Erfold.

Auch bei der herrschenden Logik wird auf kein Verstandrissien Unterschied zu hof-
fen sein, den ich zwischen dem Merkmal eines Begriffes umcEigenschatft eines Gegen-
standes mach& denn sie scheint durch und durch psychologisch verseucken. Wenn
man statt der Dinge selbst nur ihre subjectiven Abbildes, \dirstellungen betrachtet, ge-
hen nattrlich alle feinern sachlichen Unterschiede verlpund es treten dafiir andere auf,
die logisch vdllig werthlos sind. Und damit komme ich auf dassprechen, was der Wir-
kung meines Buches bei den Logikern im Wege steht. Es isteteievbliche Einbruch der
Psychologie in die Logik. Entscheidend fur die Behandluigser Wissenschaft muss die
Auffassung der logischen Gesetze sein, und das héngt wikeaeit zusammen, wie | man
das Wort ,wahr" versteht. Dass die logischen Gesetze Ribntgren fiir das Denken sein
sollen zur Erreichung der Wahrheit, wird zwar vorweg allggmzugegeben; aber es geréath
nur zu leicht in Vergessenheit. Der Doppelsinn des Wortessgiz" ist hier verhangnissvoll.
In dem einen Sinne besagt es, was ist, in dem andern schseilair,ewas sein soll. Nur in
diesem Sinne kénnen die logischen Gesetze Denkgesetzarngemarden, indem sie fest-

9Mathematiker, die sich ungerne in die Irrgénge der Philoeopbgeben, werden gebeten, hier das Lesen des
Vorworts abzubrechen.
10In der Logik des Herrn B. Erdmann finde ich keine Spur diesebtigien Unterschiedes.
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setzen, wie gedacht werden soll. Jedes Gesetz, das besagstykann aufgefasst werden
als vorschreibend, es solle im Einklange damit gedacht everdnd ist also in dem Sinne
ein Denkgesetz. Das gilt von den geometrischen und physdkean nicht minder als von
den logischen. Diese verdienen den Namen ,Denkgesetzedanur mit mehr Recht, wenn
damit gesagt sein soll, dass sie die allgemeinsten sindjlstigall da vorschreiben, wie ge-
dacht werden soll, wo Uberhaupt gedacht wird. Aber das Waenhkgesetz" verleitet zu der
Meinung, diese Gesetze regierten in derselben Weise ddseDewie die Naturgesetze die
Vorgange in der Aussenwelt. Dann kdnnen sie nichts andésegsgichologische Gesetze
sein; denn das Denken ist ein seelischer Vorgang. Und wenbhatjik mit diesen psycholo-
gischen Gesetzen zu thun hatte, so wére sie ein Theil deh&sgie. Und so wird sie in der
That aufgefasst. Als Richtschnuren kénnen diese Denkgeskeinn in der Weise aufgefasst
werden, dass sie einen mittlern Durchschnitt angebenicithnie man sagen kann, wie die
gesunde Verdauung beim Menschen vor sich geht, oder wie rmamggtisch richtig spricht,
oder wie man sich modern kleidet. Man kann dann nur sagei: di@asen Gesetzen richtet
sich im Durchschnitt das Firwahrhalten der Menschen, jetdtsoweit die Menschen be-
kannt sind; wenn man also mit dem Durchschnitte im Einklaeglen will, richte man sich
nach ihnen. Aber, wie das, was heute modern ist, hach eidigienicht mehr modern sein
wird und bei den Chinesen jetzt nicht modern ist, so kann niempslychologischen Denk-
gesetze auch nur mit Einschrankungen als maassgebendlleinsfa, wenn es sich in der
Logik um das Furwahrgehaltenwerden handelte, und niclineler um das Wahrsein! Und
das verwechseln die psychologischen Logiker. So setztBi&rdmann im ersten Bande sei-
ner Logik'! S. 272 bis S. 275 die Wahrheit mit Allgemeingiiltigkeit gheiend griindet diese
auf die Allgemeingewissheit des Gegenstandes, von denthgdtimvird, und diese wieder
auf die allgemeine Uebereinstimmung der Urtheilenden. B denn schliesslich die Wahr-
heit auf das Furwahrhalten der Einzelnen zurtckgefihnn Begeniiber kann ich nur sagen:
Wahrsein ist etwas anderes als Furwahrgehaltenwerdess sein Einem, sei es von Vielen,
sei es von Allen, und ist in keiner Weise darauf zurtickzughiEs ist kein Widerspruch,
dass etwas | wahr ist, was von Allen fir falsch gehalten viatd verstehe unter logischen
Gesetzen nicht psychologische Gesetze des Flrwahrhaterdern Gesetze des Wahrseins.
Wenn es wahr ist, dass ich dies am 13. Juli 1893 in meiner Sthreibe, wahrend draussen
der Wind heult, so bleibt es wahr, auch wenn alle Menschep&sisfir falsch halten sollten.
Wenn so das Wahrsein unabhéngig davon ist, dass es vondéigendanerkannt wird, so sind
auch die Gesetze des Wahrseins nicht psychologische @esetwlern Grenzsteine in einem
ewigen Grunde befestigt, von unserm Denken berfluthbar, cleah nicht verriickbar. Und
weil sie das sind, sind sie fuir unser Denken maassgebena, asedie Wahrheit erreichen
will. Sie stehen nicht in dem Verhéltnisse zum Denken, weegtammatischen Gesetze zur
Sprache, so dass sie das Wesen unseres menschlichen DemkeAsisdruck brachten und
sich mit ihm anderten. Ganz anders ist naturlich die Autiagsder logischen Gesetze bei
Herrn Erdmann. Dieser bezweifelt ihre unbedingte, ewigiu@g und will sie einschranken
auf unser Denken, wie es jetzt ist (S. 375 ff.). ,Unser Defikemn doch wohl nur heissen
das Denken der bis jetzt bekannten Menschheit. DanachebtiesbMoglicheit offen, dass
Menschen oder sonstige Wesen entdeckt wirden, die unggschen Gesetzen widerspre-
chende Urtheile vollziehen kdnnten. Wenn das nun geschidbg?Erdmann wirde sagen:
Da sehen wir, dass jene Grundsatze nicht Uberall geltenigSkewenn sie psychologische
Gesetze sein sollen, muss ihr Wortausdruck die Gattung vesewkenntlich machen, deren
Denken erfahrungsmassig durch sie beherrscht wird. Icllevsiagen: Es giebt also Wesen,
welche gewisse Wahrheiten nicht wie wir unmittelbar erlkemrsondern vielleicht auf den
langwierigern Weg der Induction angewiesen sind. Wie alvenn sogar Wesen gefunden

Halle a. S., Max Niemeyer, 1892.



wiurden, deren Denkgesetze den unsern geradezu widerspréold also auch in der An-
wendung vielfach zu entgegengesetzten Ergebnissen fithRBer psychologische Logiker
kénnte das nur einfach anerkennen und sagen: Bei denen gite Gesetze, bei uns diese.
Ich wiirde sagen: Da haben wir eine bisher unbekannte Art detitktheit. Wer unter logi-
schen Gesetzen solche versteht, die vorschreiben, wielgedarden soll, oder Gesetze des
Wabhrseins, nicht Naturgesetze des menschlichen Furwliggmbader wird fragen: wer hat
Recht? wessen Gesetze des Flrwahrhaltens sind im Einkaibgien Gesetzen des Wahr-
seins? Der psychologische Logiker kann nicht so fragem éerrkennte damit Gesetze des
Wabhrseins an, die nicht psychologisch waren. Kann man @geiSinn des Wortes ,wahr”
falschen, als wenn man eine Beziehung auf den Urtheilenideitdiessen will! Man wirft
mir doch nicht etwa ein, dass der Satz ,ich bin hungrig” fim @nen wahr und fir den An-
dern falsch sein kénne? Der Satz wohl, aber der Gedanke detmh das Wort ,ich* bedeutet
in dem Munde des Andern einen andern Menschen, | und dahekt duich der Satz, von
dem Andern ausgesprochen, einen andern Gedanken aus.estienBarungen des Orts, der
Zeit u. s. w. gehoren zu dem Gedanken, um dessen Wahrhettrebagdelt; das Wahrsein
selbst ist ort- und zeitlos. Wie lautet nun eigentlich demigisatz der Identitat? etwa so: ,Den
Menschen ist es im Jahre 1893 unmoglich, einen Gegenstandraihm selbst verschieden
anzuerkennen” oder so: ,Jeder Gegenstand ist mit sichtsdbrgtisch“? Jenes Gesetz han-
delt von Menschen und enthalt eine Zeitbestimmung, in diéseweder von Menschen noch
von einer Zeit die Rede. Dieses ist ein Gesetz des Wahrgeires eines des menschlichen
Fuarwahrhaltens. Ihr Inhalt ist ganz verschieden, und sid sbn einander unabhéngig, so
dass keins von beiden aus dem andern gefolgert werden kanmmrDst es sehr verwirrend,
beide mit demselben Namen des Grundgesetzes der Identité@zzichnen. Solche Vermi-
schungen grundverschiedener Dinge sind Schuld an derigiténlUnklarheit, die wir bei
den psychologischen Logikern antreffen.

Die Frage nun, warum und mit welchem Rechte wir ein logisdBesetz als wahr an-
erkennen, kann die Logik nur dadurch beantworten, dassse@feandere logische Gesetze
zurtuckfuhrt. Wo das nicht mdglich ist, muss sie die Antwatiddig bleiben. Aus der Logik
heraustretend kann man sagen: wir sind durch unsere Natudigriussern Umstande zum
Urtheilen genéthigt, und wenn wir urtheilen, kénnen wirgtie Gesetz — der Identitat z.
B. — nicht verwerfen, wir miissen es anerkennen, wenn wirtnioser Denken in Verwir-
rung bringen und zuletzt auf jedes Urtheil verzichten wallieh will diese Meinung weder
bestreiten noch bestatigen und nur bemerken, dass wir ilee kogische Folgerung haben.
Nicht ein Grund des Wahrseins wird angegeben, sondernasgérwahrhaltens. Und ferner:
diese Unmdglichkeit, die fir uns besteht, das Gesetz zueréew, hindert uns zwar nicht,
Wesen anzunehmen, die es verwerfen; aber sie hindert unshetmmen, dass jene Wesen
darin Recht haben; sie hindert uns auch, daran zu zweifblwiooder jene Recht haben.
Wenigstens gilt das von mir. Wenn Andere es wagen, in eineheitein Gesetz anzuer-
kennen und es zu bezweifeln, so erscheint mir das als eindersus der eignen Haut zu
fahren, vor dem ich nur dringend warnen kann. Wer einmal eise®z des Wahrseins aner-
kannt hat, der hat damit auch ein Gesetz anerkannt, dashveilst wie geurtheilt werden
soll, wo immer, wann immer und von wem immer geurtheilt werdeg.

Ueberblicke ich das Ganze, so scheint mir die verschiederilagsung des Wahren als
Ursprung des Streites. Fir mich ist es etwas ObjectivesjeonUrtheilenden Unabhangiges,
fur psychologische Logiker ist es das nicht. Was Herr B. Exdm,0objective Gewissheit”
nennt, | ist nur eine allgemeine Anerkennung der Urthe@endie also von diesen nicht
unabhangig ist, sondern sich mit deren seelischer Natwerarann.

Wir kénnen das noch allgemeiner fassen: ich erkenne eingBdbs Objectiven, Nicht-
wirklichen an, wéhrend die psychologischen Logiker dashiNiirkliche ohne weiteres fur
subjectiv halten. Und doch ist gar nicht einzusehen, waragywas einen vom Urtheilenden
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unabhangigen Bestand hat, wirklich sein, d. h. doch wohgfagin misse, unmittelbar oder
mittelbar auf die Sinne zu wirken. Ein solcher Zusammentemigchen den Begriffen ist
nicht zu entdecken. Man kann sogar Beispiele anfuhren,ali€zgentheil zeigen. Die Zahl
Eins z. B. wird man nicht leicht fur wirklich halten, wenn maicht Anhanger von J. St. Mill
ist. Andrerseits ist es unmdglich, jedem Menschen seingeelitins zuzuweisen; denn dann
musste erst untersucht werden, wie weit die EigenschafessedEinsen tbereinstimmten.
uUnd wenn der Eine sagte ,einmal Eins ist Eins" und der Andeiemal Eins ist Zwei“, so
kénnte man nur die Verschiedenheit feststellen und sagene Eins hat jene Eigenschatft,
meine diese. Von einem Streite, wer Recht hatte, oder vaamreBelehrungsversuche kdnnte
nicht die Rede sein; denn dazu fehlte die Gemeinsamkeit dgerdtandes. Offenbar ist dies
dem Sinne des Wortes ,Eins" und dem Sinne des Satzes ,einmaldE Eins" ganz zuwider.
Da die Eins, als dieselbe fir Alle, Allen in gleicher Weisggelbersteht, kann sie ebenso-
wenig wie der Mond durch psychologische Beobachtung esfirserden. Mag es immerhin
Vorstellungen von der Eins in den einzelnen Seelen gebesindadiese doch von der Eins
ebenso zu unterscheiden wie die Vorstellungen des Mondedeim Monde selbst. Weil die
psychologischen Logiker die Mdglichkeit des objectiveriNwirklichen verkennen, halten
sie die Begriffe fur Vorstellungen und weisen sie damit deydhologie zu. Aber die wahre
Sachlage macht sich doch zu méachtig geltend, als dass dibsdeirchzufiihren ware. Und
daher kommt ein Schwanken in den Gebrauch des Wortes ,Yorggé, indem es bald etwas
zu bedeuten scheint, was dem Seelenleben des Einzelndmainged nach psychologischen
Gesetzen mit andern Vorstellungen verschmilzt, sich nmieihassociirt, bald etwas Allen
gleicherweise Gegenuberstehendes, bei dem ein Vorsteleveder genannt noch auch nur
vorausgesetzt wird. Diese beiden Gebrauchsweisen sireteinbar; denn jene Associatio-
nen, Verschmelzungen gehen nur im einzelnen Vorstellewolesich und gehen nur an etwas
vor sich, was diesem Vorstellenden ganz so eigenthiimligelzirt, wie seine Freude oder
sein Schmerz es thut. Man darf nie vergessen, dass die Nangten verschiedener Men-
schen, wie ahnlich sie auch sein mégen, was ubrigens vonichisgenau festzustellen ist,
doch nicht in eine zusammenfallen, sondern zu unterscheithel. Jeder hat seine Vorstel-
lungen, die nicht zugleich die eines Andern sind. Hier \adrstich natirlich ,Vorstellung” im
psychologischen Sinne. Der | schwankende Gebrauch diestss/Mewirkt Unklarheit und
hilft den psychologischen Logikern ihre Schwéche verbergfgann wird man dem endlich
einmal ein Ende machen! So wird schliesslich Alles in dass®Bérder Psychologie hinein-
gezogen; die Grenze zwischen Objectivem und Subjectivastheindet mehr und mehr,
und selbst wirkliche Gegenstande werden als Vorstellupggohologisch behandelt. Denn
was istwirklich anders als ein Pradicat? und was sind logische Pradicatrsaats Vor-
stellungen? So mindet denn Alles in den Idealismus und bsstgr Folgerichtigkeit in den
Solipsismus ein. Wenn jeder mit dem Namen ,Mond“ etwas Aesgdrezeichnete, namlich
eine seiner Vorstellungen, etwa so, wie er mit dem Ausrufg“,seinen Schmerz usserte,
so ware freilich die psychologische Betrachtungsweisedw#fertigt; aber ein Streit Uber die
Eigenschaften des Mondes ware gegenstandslos: der Eimgekéon seinem Monde ganz
gut das Gegentheil von dem behaupten, was der Andere mitetleemsRechte von seinem
sagte. Wenn wir nichts erfassen konnten, als was in unstdsthso ware ein Widerstreit
der Meinungen, eine gegenseitige Verstandigung unmdghelil ein gemeinsamer Boden
fehlte, und ein solcher kann keine Vorstellung im Sinne dsicRologie sein. Es gébe keine
Logik, die berufen wére, Schiedsrichterin im Streite deiifMagen zu sein.

Doch, um nicht den Schein zu erwecken, als kampfte ich gegadmiihlen, will ich an
einem bestimmten Buche das unrettbare Versinken in detiddess zeigen. Ich wéhle dazu
die oben erwdhnte Logik des Herrn B. Erdmann als eins dersten&Verke der psychologi-
schen Richtung, dem man auch nicht jede Bedeutsamkeit W#prachen wollen. Sehen wir
uns zunéachst folgenden Satz an (I, S. 85):



»50 belehrt die Psychologie mit Sicherheit, dass die Gagads der Erinnerung und der
Einbildung sowie diejenigen des krankhaften hallucinatdren und illusionaren Vorstellens
idealer Natur sind . . . . Ideal ist ferner das ganze Gebietedgentlich mathematischen
Vorstellungen, von der Zahlenreihe bis hinab zu den Gedadsh der Mechanik.”

Welche Zusammenstellung! Die Zahl Zehn soll also auf eitiefeSnit Hallucinationen
stehen! Hier wird offenbar das objective Unwirkliche mind&ubjectiven vermengt. Einiges
Objective ist wirklich, anderes nich#Virklich ist nur eines von vielen Préadicaten und geht
die Logik gar nicht ndher an, als etwa das Pradatgébraischvon einer Curve ausgesagt.
Naturlich verwickelt sich Herr Erdmann durch diese Vermemg in die Metaphysik, wie
sehr er sich auch davon frei zu halten strebt. Ich halte esifilsicheres Anzeichen eines
Fehlers, wenn die Logik Metaphysik und Psychologie nétlaig Wissenschaften, die selber
der logischen Grundsétze bedirfen. Wo ist denn hier dentigee Urboden, auf dem Alles
ruht? oder ist es wie bei Miinchhausen, der sich am eignenpgelhos dem Sumpfe zog?
Ich zweifle stark an der Mg- | lichkeit und vermuthe, dass Beslmann im psychologisch-
metaphysischen Sumpfe stecken bleibt.

Eine eigentliche Objectivitat giebt es fur Herrn Erdmarchitidenn Alles ist Vorstellung.
Ueberzeugen wir uns davon an der Hand seiner eignen AudsAfielesen auf S. 187 des
ersten Bandes:

LAls eine Beziehung zwischen Vorgestelltem setzt das Unténdestens zwei Bezie-
hungspunkte voraus, zwischen denen sie stattfindetAddsagetber Vorgestelltes fordert
es, dass der eine dieser Beziehungspunkte als der Gegnstardem ausgesagt wird, das
Subjekt. . ., der zweite als der Gegenstand, der ausgesagt wird, da&k#&rad bestimmt
werde". Wir sehen hier zunéchst, dass sowohl das Subjettiem ausgesagt wird, als auch
das Pradicat als Gegenstand oder Vorgestelltes bezeisimetStatt ,,der Gegenstand“ hat-
te hier wohl ,das Vorgestellte* gesagt werden kdnnen; weetenamlich (I, S. 81): ,Denn
die Gegenstéande sind Vorgestelltes.“ Aber auch umgekelglies Vorgestellte Gegenstand
sein. Auf S. 38 heisst es:

~Seinem Ursprunge nach zerfallt das Vorgestellte einssieiGegenstande der Sinnes-
wahrnehmung und des Selbstbewusstseins, andererseitpifingliche und abgeleitete.”

Was aus der Sinneswahrnehmung und aus dem Selbstbewussitgiringt, ist doch
wohl seelischer Natur. Die Gegenstande, das Vorgestelttalamit auch Subject und Pradi-
cat werden hierdurch der Psychologie zugewiesen. Das wichdolgende Stelle (1, S. 147
u. 148) bestatigt:

.ES ist das Vorgestellte oder die Vorstellung tberhaupthideeide sind ein und dasselbe:
das Vorgestellte ist Vorstellung, die Vorstellung Vorgdises.”

Das Wort ,Morstellung” wird ja nun meist im psychologisch8imne genommen; dass
dies auch der Brauch des Herrn Erdmann ist, sehen wir austdéenS

.Bewusstsein ist demnach das Allgemeine zu Fuhlen, VdesteWollen” (S. 35) und

.Das Vorstellen setzt sich zusammen aus den Vorstellungeand den Vorstellungsver-
laufen” (S. 36).

Danach dirfen wir uns nicht wundern, dass ein Gegenstanpsgahologischem Wege
entsteht:

~S0fern eine Perceptionsmasse friiheren Reizen und den durch sie ausgel6sten Erre-
gungen Gleiches darbietegproducirt sie die Gedachtnisresiduen, welche jenem Gleichen
der friheren Reize entstammen, watschmilzt mit ihnen zu dem Gegenstande der apper-
cipirten Vorstellung” (1, S. 42).

Auf S. 43 wird dann beispielsweise gezeigt, wie ohne Stalti| Schwarze, Presse und
Papier auf rein psychologischem Wege ein Stahlstich déngighen Madonna von Raphaél
zu Stande kommt. Nach dem | Allen kann kein Zweifel sein, das€egenstand, von dem
ausgesagt wird, das Subject eine Vorstellung im psychstbgin Sinne des Wortes nach
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Herrn Erdmanns Meinung sein soll, ebenso wie das PradieatGégenstand, der ausge-
sagt wird. Wenn das richtig ware, so kdnnte von keinem Stijast Wahrheit ausgesagt
werden, es sei grin; denn griine Vorstellungen giebt es.d@hkdnnte auch von keinem
Subjecte aussagen, es sei unabhéngig vom Vorgestelltwerd® von mir, dem Vorstellen-
den, ebensowenig, wie meine Entschliisse von meinem Walléran mir, dem Wollenden,
unabhéngig sind, sondern mit mir vernichtet wiirden, wehvarnichtet wirde. Eine eigent-
liche Obijectivitat giebt es also fiir Herrn Erdmann nichtewuch daraus hervorgeht, dass er
das Vorgestellte oder die Vorstellung Giberhaupt, den Gatgad im allgemeinsten Sinne des
Wortes als hochste Gattunge.ywraror, genus summum) hinstellt (S. 147). Er ist also
Idealist. Wenn die Idealisten folgerecht dachten, so wiirsle den Satz ,Karl der Grosse
besiegte die Sachsen” weder fiir wahr noch fur falsch, sonfderDichtung ausgeben, wie
wir gewohnt sind, etwa den Satz ,Nessus trug die Deianira dee Fluss Euenus” aufzu-
fassen; denn auch der Satz ,Nessus trug die Deianira nientdén Fluss Euenus” kdnnte
nur wahr sein, wenn der Name ,Nessus” einen Trager hattediésem Standpunkte wéren
die Idealisten wohl nicht leicht zu vertreiben. Aber dasuste man sich nicht gefallen zu
lassen, dass sie den Sinn des Satzes in der Weise falscheb,iah von meiner Vorstellung
etwas aussagen wollte, wenn ich von Karl, dem Grossen sgrézhwill doch einen von
mir und meinem Vorstellen unabhangigen Mann bezeichnenvanddiesem etwas aussa-
gen. Man kann den Idealisten zugeben, dass die Erreicheagrdhbsicht nicht véllig sicher
ist, dass ich vielleicht damit, ohne es zu wollen, aus derM&ihin die Dichtung verfalle.
Damit kann aber an dem Sinne nichts geandert werden. Mit dere Sdieser Grashalm ist
grun“ sage ich nichts von meiner Vorstellung aus; ich béreideine meiner Vorstellungen
mit den Worten ,dieser Grashalm*, und wenn ich es théate, sewér Satz falsch. Da tritt
nun eine zweite Falschung ein, dass namlich meine Vorasgeliies Griinen ausgesagt werde
von meiner Vorstellung dieses Grashalms. Ich wiederhae: meinen Vorstellungen ist in
diesem Satze durchaus nicht die Rede; man schiebt eineragdern Sinn unter. Beildufig
bemerkt, verstehe ich gar nicht, wie Uberhaupt eine Vdustglvon etwas ausgesagt werden
kénne. Ebenso ware es eine Falschung, wenn man sagen wotlean Satze ,der Mond ist
unabhangig von mir und meinem Vorstellen* werde meine \éitgtg des Unabhangigseins
von mir und meinem Vorstellen ausgesagt von meiner Votsigldles Mondes. Damit wére
ja die Objectivitat im eigentlichen Sinne des Wortes pregghen und etwas ganz anderes an
die Stelle geschoben. Es ist ja mdglich, dass bei der Ustadliing solches Spiel | der Vor-
stellungen vorkommt; aber das ist nicht der Sinn des Sataswird auch wohl beobachten
kénnen, dass bei demselben Satze und bei demselben SinSatdes das Spiel der Vor-
stellungen ganz verschieden sein kann. Und diese logisibhgiiltige Begleiterscheinung
nehmen unsere Logiker fur den eigentlichen GegenstandRorschung.

Wie begreiflich wehrt sich die Natur der Sache gegen dasasiin den Idealismus,
und Herr Erdmann méchte nicht zugeben, dass es fur ihn kajeatéche Objectivitat gebe;
aber ebenso begreiflich ist die Vergeblichkeit dieses BeamsilDenn wenn alle Subjecte und
alle Pradicate Vorstellungen sind und wenn alles Denkentsist als Erzeugen, Verbinden,
Verandern von Vorstellungen, so ist nicht einzusehen, aigajs etwas Objectives erreicht
werden kdnne. Ein Anzeichen dieses vergeblichen Stratsesehon der Gebrauch der Wor-
ter ,Vorgestelltes” und ,Gegenstand, die zundchst etwhge@ives im Gegensatz zur \or-
stellung bezeichnen zu wollen scheinen, aber auch nurremeilenn es zeigt sich, dass sie
dasselbe bedeuten. Wozu nun dieser Ueberfluss von AusdfiElas ist nicht schwer zu er-
rathen. Man bemerke auch, dass von einem Gegenstande dtlNMmg die Rede ist, obwohl
der Gegenstand selber Vorstellung sein soll. Das wére asoverstellung der Vorstellung.
Welche Beziehung von Vorstellungen soll hiermit bezeithverden? So unklar dies auch ist,
so verstandlich ist es doch auch, wie durch das Gegeneiraabééen der Natur der Sache
und des Idealismus solche Strudel entstehen kénnen. Wéngehr Uberall den Gegenstand,



von dem ich mir eine Vorstellung mache, mit dieser Vorstajlwerwechselt und dann doch
wieder die Verschiedenheit hervortreten. Diesen Wideitstrkennen wir auch in folgendem
Satze:

.Denn eine Vorstellung, deren Gegenstand allgemein istjgéshalb als solche, als Be-
wusstseinsvorgang, so wenig allgemein, wie eine Vorsiglkelbst real ist, weil ihr Gegen-
stand als real gesetzt ist, oder wie ein Gegenstand, denlsvitas. .. empfinden, durch
Vorstellungen gegeben ist, die selbst siissind” (I, S. 86).

Hier macht sich die wahre Sachlage mit Macht geltend. Fashiedich dem beistim-
men; aber bemerken wir, dass nach den Erdmann’schen Gtaedsder Gegenstand einer
Vorstellung und der Gegenstand, der durch Vorstellunggelgen ist, selber Vorstellungen
sind, so sehen wir, dass alles Sperren umsonst ist. Ichrutte die Worte ,als solche® im
Gedachtnisse zu behalten, die ahnlich auch auf S. 83 inrfdgeStelle vorkommen:

.Wo von einem Gegenstande die Wirklichkeit ausgesagt vistdjlas sachliche Subjekt
dieses Urteils nicht der Gegenstand oder das Vorgestillsaihes, sondern vielmethasm-
Transscendentedas als die Seinsgrundlage dieses Vorgestellten vorsetsgevird, in dem
Vorgestellten sich darstellt. Das Transscendente sokidaicht als das Uner- | kennbare
... angenommen werden, sondern seine Transscendenz soll derr Bnabhangigkeit vom
\orgestelltwerden bestehen.”

Wieder ein vergeblicher Versuch, sich aus dem Sumpfe hewadseiten! Nehmen wir
die Worte ernst, so ist gesagt, dass in diesem Falle das@Wejae Vorstellung ist. Wenn
solches aber moglich ist, so ist nicht abzusehen, warumnukgira Pradicaten, die besonde-
re Weisen der Wirksamkeit oder Wirklichkeit angeben, dafikzhe Subject durchaus eine
Vorstellung sein misse, z. B. in dem Urtheile ,die Erde isgn&tisch®. Und so kdmen wir
denn dahin, dass nur in wenigen Urtheilen das sachlicheeSugipe Vorstellung ware. Wenn
aber einmal zugegeben ist, dass es weder fiir das Subjebtfimodas Pradicat wesentlich
ist, Vorstellung zu sein, so ist der ganzen psychologisdlueyik der Boden unter den Fis-
sen weggezogen. Alle psychologischen Betrachtungen, gnardunsere Logikbucher jetzt
anschwellen, erweisen sich dann als zwecklos.

Aber wir durfen wohl die Transscendenz bei Herrn Erdmanmgzt so ernst nehmen.
Ich brauche ihn nur an seinen Ausspruch (I, S. 148) zu enmn&er hiéchsten Gattung
untersteht auch dimetaphysischeGrenze unseres Vorstellens, das Transscendente”, und
versinkt; denn diese hdchste Gattungy.yWraror, genus summum) ist ja nach ihm das
Vorgestellte oder die Vorstellung tiberhaupt. Oder soliterodas Wort , Transscendentes” in
einem andern Sinne gebraucht sein als hier? In jedem Fall®e man denken, misste das
Transscendente der héchsten Gattung unterstehen.

Verweilen wir noch etwas bei dem Ausdrucke ,als solchestl! detze den Fall, jemand
wolle mir einbilden, dass alle Gegenstande nichts seieBidder auf der Netzhaut mei-
nes Auges. Nun gut! ich antworte noch nichts. Nun behauptaber weiter, der Thurm sei
grosser als das Fenster, durch das ich ihn zu sehen meinelida weh denn doch sagen:
entweder sind nicht beide, der Thurm und das Fenster, Nettzitlder in meinem Auge, dann
mag der Thurm grosser sein als das Fenster; oder der ThurrdamBenster sind, wie du
sagst, Bilder auf meiner Netzhaut; dann ist der Thurm nichsger, sondern kleiner als das
Fenster. Nun sucht er sich mit dem ,als solches" aus der §fenleeit zu ziehen und sagt:

das Netzhautbild des Thurmes als solches ist allerdindg gidsser, als das des Fensters.

Da mochte ich denn doch fast aus der Haut fahren und rufe ihmuudann ist das Netz-
hautbild des Thurmes liberhaupt nicht grosser als das desgFgrund wenn der Thurm das
Netzhautbild des Thurmes und das Fenster das NetzhaudsiiBehsters ware, so ware eben
der Thurm nicht grésser als das Fenster, und wenn deine ldigfikanders lehrt, so taugt sie
nichts. Dieses ,als solches" ist eine vortreffliche Erfingdiir unklare Schriftsteller, die we-
der ja noch nein sagen wollen. Aber dieses Schweben zwidiidan | lasse ich mir nicht
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gefallen, sondern ich frage: wenn von einem Gegenstandé/didichkeit ausgesagt wird,
ist dann das sachliche Subject des Urtheils die Vorstelllangder nein? Wenn nicht, so ist es
wohl das Transscendente, das als Seinsgrundlage diesteNMaong vorausgesetzt wird. Aber
dies Transscendente ist selber Vorgestelltes oder VunstelSo werden wir weiter getrieben
zu der Annahme, nicht das vorgestellte Transscendenteibgg@ des Urtheils, sondern das
Transscendente, das als Seinsgrundlage dieses vorggsiigthnsscendenten vorausgesetzt
werde. So missten wir immer weitergehen; wie weit wir abehaingen, wir kdmen so nie
aus dem Subjectiven heraus. Dasselbe Spiel konnten wigeitsiauch beim Pradicate anfan-
gen, und nicht nur beim Pradicatérklich, sondern ebensogut etwa lséiss Wir sagten dann
zunachst: wenn von einem Gegenstande die Wirklichkeit digeBiissheit ausgesagt wird, so
ist das sachliche Pradicat nicht die vorgestellte Wirlikaihoder Siissheit, sondern das Trans-
scendente, das als Grundlage dieses Vorgestellten vasetzgwird. Damit kdmen wir aber
nicht zur Ruhe, sondern wiirden rastlos weitergetriebers. ig¥dieraus zu lernen? Dass die
psychologische Logik auf einem Holzwege ist, wenn sie Sihjed Pradicat der Urtheile als
Vorstellungen im Sinne der Psychologie auffasst, dasshadggische Betrachtungen in der
Logik ebensowenig angebracht sind, wie in der Astronomir @kologie. Wenn wir Uber-
haupt aus dem Subjectiven herauskommen wollen, so missetawiErkennen auffassen
als eine Thatigkeit, die das Erkannte nicht erzeugt, sondas schon Vorhandene ergreift.
Das Bild des Ergreifens ist recht geeignet, die Sache zuterld Wenn ich einen Bleistift
ergreife, so geht dabei in meinem Leibe mancherlei vor: Bleewregungen, Veranderungen
der Spannung und des Druckes von Muskeln, Sehnen und Kndddr&mderungen der Blut-
bewegung. Aber die Gesammtheit dieser Vorgénge ist weddBldestift, noch erzeugt sie
ihn. Dieser besteht unabhéngig von diesen Vorgangen. Ursd eesentlich fir das Ergrei-
fen, dass etwas da ist, was ergriffen wird; die innern Vee#imagen allein sind das Ergreifen
nicht. So besteht auch das, was wir geistig erfassen, unglthéion dieser Thatigkeit, von
den Vorstellungen und deren Veréanderungen, die zu dieséasden gehoren oder es beglei-
ten, ist weder die Gesammtheit dieser Vorgange, noch wirduesh sie als Theil unseres
seelischen Lebens erzeugt.

Sehen wir nun noch, wie sich den psychologischen Logikeimefe sachliche Unter-
schiede verwischen. Bei Merkmal und Eigenschatft ist dasrsenwahnt worden. Hiermit
hangt der von mir betonte Unterschied von Gegenstand undfBagsammen, sowie der
von Begriffen erster und zweiter Stufe. Diese Unterschidd den psychologischen Logi-
kern naturlich unerkennbar; bei ihnen ist eben Alles Vditgtg. Damit fehlt | ihnen auch
die richtige Auffassung der Urtheile, die wir im Deutschei jas giebt" aussprechen. Diese
Existenz wird von Herrn B. Erdmann (Logik I, S. 311) mit Widtikeit zusammengeworfen,
die, wie wir sahen, auch von Obijectivitat nicht deutlicharathieden wird. Von welchem
Dinge behaupten wir denn eigentlich, dass es wirklich senmwir sagen, es gebe Quadrat-
wurzeln aus Vier? Etwa von der Zwei oder veR? aber weder die eine noch die andere wird
hier in irgend einer Weise genannt. Und wenn ich sagen walieeZahl Zwei wirke oder sei
wirksam oder wirklich, so ware das falsch und ganz vers@rean dem, was ich mit dem
Satze ,es giebt Quadratwurzeln aus Vier" sagen will. Die higliegende Verwechselung ist
beinahe die grobste, die Uberhaupt moglich ist; denn siehgedst nicht mit Begriffen dersel-
ben Stufe, sondern ein Begriff erster wird mit einem Begrifiveiter Stufe vermengt. Fir die
Stumpfheit der psychologischen Logik ist dies bezeichn&ehn man allgemeiner einen
etwas freieren Standpunkt gewonnen haben wird, mag mangiodern, dass ein solcher
Fehler von einem Logiker von Fach begangen werden konnge ggibt muss man freilich den
Unterschied zwischen Begriffen erster und zweiter Stufa@sst haben, ehe man die Grosse
dieses Fehlers ermessen kann, und dazu wird die psychdbegigik wohl unféhig sein.
Was dabei am meisten im Wege steht, ist, dass ihre Vertreterasif die psychologische
Vertiefung Wunder was zu Gute thun, die doch nichts ist ajelpslogische Verfalschung



der Logik. Und so kommen denn unsere dicken Logikblcher and®t, aufgedunsen von
ungesundem psychologischen Fette, das alle feineren Roveradillt. So wird ein frucht-
bares Zusammenwirken von Mathematikern und Logikern utigtbgemacht. Wahrend der
Mathematiker Gegensténde, Begriffe und Beziehungen defielauscht der psychologische
Logiker das Werden und den Wandel der Vorstellungen, und ion@e kann ihm das De-
finiren des Mathematikers nur thdricht erscheinen, weilas\Wesen der Vorstellung nicht
wiedergiebt. Er schaut in seinen psychologischen Guckkashd sagt zum Mathematiker:
ich sehe von dem Allen nichts, was du da definirst. Und der kamantworten: kein Wunder!
denn wo du suchst, da ist es nicht.

Dies mag genuigen, um meinen logischen Standpunkt durch dgenSatz in helleres
Licht zu setzen. Der Abstand von der psychologischen Loghiiemt mir so himmelweit,
dass keine Aussicht ist, jetzt schon durch mein Buch aufisigicken. Es kommt mir vor, als
misste der von mir gepflanzte Baum eine ungeheure Steimlshhum sich Raum und Licht
zu schaffen. Und doch méchte ich die Hoffnung nicht ganzelodg, mein Buch mochte spa-
ter dazu helfen, die psychologische Logik umzustirzenuléed ihm einige Anerkennung
bei den Mathematikern wohl nicht fehlen dirfen, die jenénigign wird, sich mit ihm abzu-
finden. Und ich glaube einigen Beistand von dieser Seiterggwau kdnnen; | haben die
Mathematiker doch im Grunde gegen die psychologischenkengiine gemeinsame Sache
zu fUhren. Sobald sich diese nur erst herablassen werdénesisthaft mit meinem Buche
zu beschéftigen, wenn auch nur, um es zu widerlegen, glahbgewonnen zu haben. Denn
der ganze Abschnitt Il ist eigentlich eine Probe auf meimgsichen Ueberzeugungen. Es ist
von vornherein unwahrscheinlich, dass ein solcher Bausi€hinem unsichern, fehlerhaften
Grunde auffiihren lassen sollte. Jeder, der andere Uelgenagen hat, kann ja versuchen, auf
ihnen einen ahnlichen Bau zu errichten, und er wird, glacheinne werden, dass es nicht
geht, oder dass es wenigstens nicht so gut geht. Und nur dde vt als Widerlegung an-
erkennen kénnen, wenn jemand durch die That zeigte, dassdafn Grundiberzeugungen
ein besseres, haltbareres Geb&dude errichtet werden kialetewenn mir jemand nachwie-
se, dass meine Grundsatze zu offenbar falschen Folgedéatméen. Aber das wird Keinem
gelingen. Und so mdge denn dies Buch, wenn auch spét, zu Eineuerung der Logik
beitragen.

Jenaim Juli 1893.

G. Frege.
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| Einleitung.. S.1

In meinenGrundlagen der Arithmetik *” habe ich wahrscheinlich zu machen gesucht,
dass die Arithmetik ein Zweig der Logik sei und weder der Rirfaag noch der Anschauung
irgendeinen Beweisgrund zu entnehmen brauche. In diesemeBoll dies nun dadurch be-
wahrt werden, dass allein mit logischen Mitteln die einfsieh Gesetze der Anzahlen abge-
leitet werden. Damit dies aber Giberzeuge, missen erhdtiilobre Anspriche an die Beweis-
fuhrung gestellt werden, als in der Arithmetik Ublich'fstEin Kreis von wenigen Schluss-
und Folgerungsweisen muss vorher abgegrenzt werden, im&&eritt darf geschehen, der
nicht einer von diesen gemass ware. Man darf sich also beibeigange zu einem neu-
en Urtheile nicht daran genligen lassen, wie es die Mathkendtis jetzt wohl fast immer
thun, dass er als richtig einleuchte, sondern man muss itie iginfachen logischen Schritte
zerlegen, aus denen er besteht, und das sind oft gar nicligevérabei kann keine Voraus-
setzung unbemerkt bleiben; jedes Axiom, dessen man bexliasg entdeckt werden. Gerade
die stillschweigend und ohne klares Bewusstsein gemasfterussetzungen verhindern ja
die Einsicht in die erkenntnisstheoretische Natur einese@es.

Damit ein solches Unternehmen Erfolg haben kénne, missénioh die Begriffe, de-
ren man bedarf, scharf gefasst werden. Das gilt besondardem, was die Mathematiker
mit dem Worte ,Menge* bezeichnen mochtéedekind'® braucht das Wort ,System* wohl
in derselben Absicht. Aber trotz der in meinen Grundlagesr ¥ahre frilher erschienenen
Darlegungen ist eine klare Einsicht in das Wesen der Sadhbrbenicht zu finden, obwohl
er dem Kerne manchmal nahe kommt wie an der Stelle (S. 2): sBiches Systens ...
ist vollstandig bestimmt, wenn von jedem Ding bestimmtat,es Element voi ist oder
nicht. Das Systeny' ist daher dasselbe wie das Systé&min ZeichenS = T, wenn jedes
Element vonS auch | Element voff’, und jedes Elemenf auch Element vors ist.“ An- S.2
dere Stellen zeigen dagegen wieder ein Abirren, z. B. fagg$. 1 u. 2): ,Es kommt sehr
h&ufig vor, dass verschiedene Dingeb, c ... aus irgendeiner Veranlassung unter einem
gemeinsamen Gesichtspunkte aufgefasst, im Geiste zusagestellt werden, und man sagt
dann, dass sie efdystemS bilden.” Hier ist zwar in dem gemeinsamen Gesichtspunkte ei
Ahnung des Richtigen enthalten; aber jene Auffassung, farsammenstellung im Geiste
ist kein objectives Merkmal. Ich frage: in wessen GeisteW&e nun in einem Geiste zu-
sammengestellt werden, in einem andern nicht, bilden sia dan System? Was in meinem
Geiste zusammengestellt werden soll, muss doch wohl inenei@eiste sein. Bilden denn
die Dinge ausser mir nicht Systeme? Ist das System ein divieieGebilde in der einzelnen
Seele? Ist nun danach das Sternbild Orion ein System? Undindseine Elemente? Die
Sterne, die Moleciile oder die Atome? Bemerkenswerth igefade Stelle (S. 2): ,Fir die
Gleichférmigkeit der Ausdrucksweise ist es vortheilhafich den besondern Fall zuzulas-
sen, dass ein Systefhaus eineneinzigen(aus einem und nur einem) Elemenbesteht; d.

h. dass das Ding Element vonS, aber jedes von verschiedene Ding kein Element véh

ist.” Dies wird nachher (S. 3) so verstanden, dass jedesdtieneines SystemesS selbst als
System aufgefasst werden kann. Da in diesem Falle ElemérBystem zusammenfallen, so

ist hier besonders deutlich, dass n&@ddekind die Elemente den eigentlichen Bestand des
Systemes ausmachei. Schroder thut in seinen Vorlesungen iber die Algebra der Légik
einen Schritt UbebDedekind hinaus, indem er auf den Zusammenhang von dessen Systemen
mit den Begriffen aufmerksam macht, den dieser Ubersehdrakan scheint. In der That

ist das, waPedekind eigentlich meint, wenn er ein System Theil eines Systemestr(&.

17Breslau 1884.

18Vergl. meine Grundlagen § 90.

1%Was sind und was sollen die Zahlen? Braunschweig 1888.
20L eipzig 1890, S. 253.
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2), die Unterordnung eines Begriffes unter einen Begriffradas Fallen eines Gegenstandes
unter einen Begriff, Falle, zwischen denen er ebensowerggSehrdder unterscheidet in-
folge eines gemeinsamen Fehlers der Auffassung; dennSalaidder sieht im Grunde die
Elemente als das an, was selflasseausmacht. Eine leere Klasse durfte eigentlich bei ihm
ebensowenig vorkommen wie ein leeres SystenDaelekind;, aber das aus dem Wesen der
Sache entspringende Bedurfniss macht sich bei beidenfStditern in verschiedener Wei-
se geltendDedekind fahrt an der oben abgebrochenen Stelle so fort: ,Dagegelenvalir
das leere System, welches gar kein Element enthalt, ausggwisrinden hier ganz aussch-
liessen, obwohl es fiir andere Untersuchungen bequem se&in & solches zu erdichten.”
Danach waére also eine solche Erdichtung erlaubt; es wircuasigewissen Griinden darauf
verzichtetSchroderwagt die Erdichtung | einer leeren Klasse. Beide sind also daie es
scheint, mit vielen Mathematikern einig, man dirfe belipdtiwas erdichten, was nicht da ist,
ja was sogar undenkbar ist; denn wenn die Elemente das Shétéan, so wird das System
mit den Elementen zugleich aufgehoben. Wo die Grenzenrdigsichtungswillkir liegen,
und ob es Uiberhaupt deren gebe, dartuiber wird wohl wenig &tarhd Uebereinstimmung zu
finden sein; und doch kann die Richtigkeit eines Beweisesmdabhangen. Ich glaube diese
Frage in meinen Grundlagen der Arithmetik (8 92 u. ff.) undnieinem VortrageJeber for-
male Theorien der Arithmetik 2! fiir alle Einsichtigen erledigt zu habe®chréder erdichtet
seine Null und verwickelt sich dadurch in grosse Schwiegighkt2. Wahrend demnach ei-
ne klare Einsicht beschroderwie beiDedekind fehlt, macht sich doch die wahre Sachlage
Uberall geltend, wo ein System bestimmt werden &idekind fuhrt dann Eigenschaften an,
die ein Ding haben muss, um zu dem Systeme zu gehéren, d.dfimrtceinen Begriff durch
seine Merkmal&. Wenn nun die Merkmale den Bestand des Begriffes ausmanfod die
unter den Begriff fallenden Gegenstande, so hat ein leezgriBgar keine Schwierigkeiten
und Bedenken gegen sich. Freilich kann dann nie ein Gegehstagleich Begriff sein; und
ein Begriff, unter den nur ein Gegenstand féllt, darf niclittdiesem verwechselt werden. So
wird es denn wohl endgiltig dabei bleiben, dass die Zahlaegéne Aussage von einem Be-
griffe enthalté*. Ich habe die Anzahl auf die Beziehung der Gleichzahligkeitickgefihrt
und diese auf die eindeutige Zuordnung. Von dem Worte ,Zoong' gilt Aehnliches wie
von dem Worte ,Menge'. Beide werden in der Mathematik jefzhhselten gebraucht, und
es fehlt wohl meistens dabei die tiefere Einsicht in das,was eigentlich damit bezeichnen
will. Wenn mein Gedanke richtig ist, dass die Arithmetik &iweig der reinen Logik sei, so
muss fiir ,Zuordnung* ein rein logischer Ausdruck gewéahltraéen. Ich nehme dafir ,Bezie-
hung'. Begriff und Beziehung sind die Grundsteine, auf deich meinen Bau auffiihre.
Aber auch, nachdem die Begriffe scharf gefasst sind, wisdehee besonderes Hilfs-
mittel schwer, ja fast unmdglich sein, den Anforderungergeniigen, die wir hier an die
Beweisfuihrung stellen missen. Ein solches Hilfsmittehish meine Begriffsschrift, deren
Darlegung meine erste Aufgabe sein wird. Zuvor mag nochdralgs bemerkt werden. Es |
wird nicht immer méglich sein, Alles regelrecht zu definireril es gerade unser Bestreben
sein muss, auf das logisch Einfache zurlickzugehen, dasllseS nicht eigentlich definir-
bar ist. Ich muss mich dann begniigen, durch Winke auf dasiweizen, was ich meine.
Ich muss vor Allem danach trachten, verstanden zu werdehdashalb werde ich die Sa-
che allmahlich zu entfalten suchen, nicht gleich anfangswdile Allgemeinheit und den

21sitzungsberichte der Jenaischen Gesellschaft fiir MedinitiNaturwissenschaft, Jahrg. 1885, Sitzung vom 17.
Juli.

22\fergl. E. GHusserlin den Géttinger gel. Anzeigen, 1891, Nr. 7, S. 272, der deat&m aber wohl nicht l6st.

23UeberBegriff, Gegenstand, Eigenschaft, Merkmalvergleiche man meine Grundlagen §§ 38, 47, 53, und
meinen AufsatdJeber Begriff und Gegenstandin der Vierteljahrsschrift fir wissenschatftliche Philpbie, XVI,
2.

248 46 meiner Grundlagen.



endgiltigen Ausdruck erstreben. Man wird sich vielleicbetiden haufigen Gebrauch des
Anfuhrungszeichens wundern; ich unterscheide damit die,R&o ich vom Zeichen selbst
spreche, von denen, wo ich von seiner Bedeutung sprecheed@miisch dies auch erschei-
nen mag, ich halte es doch fiir nothwendig. Es ist merkwindig,eine ungenaue Rede-
oder Schreibweise, die urspriinglich vielleicht nur ausugeqjichkeit und der Kirze halber,
aber mit vollem Bewusstsein ihrer Ungenauigkeit gebrauchtle, zuletzt das Denken ver-
wirren kann, nachdem jenes Bewusstsein geschwunden ismétaes doch fertig gebracht,
die Zahlzeichen fur die Zahlen, den Namen fir das Benanatebbbsse Hilfsmittel fur den
eigentlichen Gegenstand der Arithmetik zu halten. Solatf@hEungen lehren, wie nothwen-
dig es ist, an die Genauigkeit der Rede- und Schreibweiséadtibsten Anforderungen zu
stellen. Und ich habe mich bemiiht, ihnen wenigstens tUbaaadjerecht zu werden, wo mir
etwas darauf anzukommen schien.

| |. Darlegung der Begriffsschrift. S5
1. Die Urzeichen.
Einleitendes liber Function, Begriff, Beziehung®

8 1. Wenn es sich darum handelt, die urspriingliche Bedeutun@vde®s ,Function' in
seinem mathematischen Gebrauche anzugeben, so verfélleroat darauf, Function von
einen mittelst der Bezeichnungen der Summe, des Prodwt®alenz, der Differenz u. s.
w. aus ' und bestimmten Zahlen gebildeten Ausdruck zu nennen. Biekeshalb unzutref-
fend, weil hierdurch die Function als elusdruck, als eine Verbindung von Zeichen, nicht
als das dadurch Bezeichnete hingestellt wird. Man wird mavarsuchen, statt ,Ausdruck’
zu sagen ,Bedeutung eines Ausdrucks‘. Nun kommt in dem Aigcedr aber der Buchstabe
,z" vor, der eine Zahl nicht wie etwa das Zeicheé’ bedeutet, sondern nur unbestimmt an-
deutet. Fur verschiedene Zahlzeichen, die wir an die Stelfe,z* setzen, erhalten wir im
Allgemeinen verschiedene Bedeutungen. Setzen wir z. BeinAlisdruck (2 + 3 - 22) - 2
fur ,z' der Reihe nach die Zahlzeiche#', , 1, ,2', , 3" ein, so erhalten wir als zugehdrige
Bedeutungen die Zahlén 5, 28, 87. Keine dieser Bedeutungen kann den Anspruch erheben,
unsere Function zu sein. Das Wesen der Function giebt stfmehr in der Zusammengeho-
rigkeit kund, die sie zwischen den Zahlen stiftet, derercEen wir fir z* setzen, und den
Zahlen, die dann als Bedeutungen unseres Ausdruckestanfteéne Zusammengehdérigkeit,
die sich anschaulich in dem Verlaufe der Curve darstelleri&leichung in rechtwinkligen
Coordinaten

,y:(2+3~x2)-x‘
ist. Das Wesen der Function liegt demnach in dem Theile desltugks, der noch ausser dem
,z' vorhanden ist. Der Ausdruck ein€unction ist ergdnzungsbedurftig ungesattigt Der
Buch- | stabez' dient nur dazu, Stellen offen zu halten fiir ein Zahlzeichags den Aus- S.6
druck erganzen soll, und macht so die besondere Art der Eug@sbedurftigkeit kenntlich,
die das eigenthiimliche Wesen der grade bezeichneten eamretsmacht. Im Folgenden soll
statt desz' der Buchstabe$' zu diesem Zwecke gebraucht werd&rDieses Offenhalten ist
so zu verstehen, dass alle Stellen, an deg'esteht, immer nur durch dasselbe, nie durch ver-
schiedene Zeichen ausgefullt werden dirfen. Ich nenne @esdlenArgumentstellen, und
dasjenige, dessen Zeichen (Name) in einem gegebenen e Stellen einnimmt, nenne

26Hiermit soll jedoch nichts fir die Begriffsschrift festgéztesein. Das¢* wird vielmehr in den begriffsschriftli-
chen Entwickelungen selbst nie vorkommen; ich werde es nuildreDarlegung der Begriffsschrift und bei Erlau-
terungen gebrauchen.



S.7

ich Argument der Function fir diesen Fall. Durch das Argument wird die dtiom erganzt;
das, wozu sie erganzt wird, nenne Werth der Function fiir das Argument. Wir erhalten al-
so einen Namen des Werthes einer Function fur ein Argumemnwir die Argumentstellen
des Namens der Function mit dem Namen des Arguments ausf8lst z. B. (2+3-12)-1¢

ein Name der Zahb, zusammengesetzt aus dem Functionsnarfiza 3 - £2) - £ und ,1".

So ist denn das Argument nicht mit ziunction zu rechnen, sondern dient zur Ergénzung
der an sichungesattigten Function Wenn im Folgenden ein Ausdruck wie ,die Function
® (€)' gebraucht wird, so ist immer zu beachten, dassr insofern zur Bezeichnung der
Function dient, als es die Argumentstellen kenntlich magioht aber so, dass das Wesen der
Function geéndert wird, wenn irgendein Zeichen firintritt.

8 2. Als functionsbildend hat man zu den Grundrechnungsarteh den Grenziibergang
in seinen verschiedenen Arten als unendliche Reihe, Bifféalquotienten, Integral gefiigt
und zuletzt das Wort ,Function’ so allgemein verstandessdier Zusammenhang zwischen
Functionswerth und Argument unter Umstanden gar nicht rdeteh die Zeichen der Ana-
lysis, sondern nur noch durch Worte bezeichnet werden korifihe andere Erweiterung
bestand darin, dass man als Argumente und demzufolge asi¢fuattionswerthe comple-
xe Zahlen zuliess. In diesen beiden Richtungen bin ich wgiégangen. Wahrend namlich
bisher die Zeichen der Analysis einerseits nicht immereaiokten, kamen sie andererseits
nicht alle bei der Bildung von Functionsnamen zur Verwemngjindem man z. B.§* = 4°
und £ > 2' nicht als Namen von Functionen gelten liess, wie ich dag tiamit ist aber
zugleich gesagt, dass der Umkreis der Functionswerthé aidtzahlen beschrankt bleiben
kann; denn wenn ich als Argument der Functi@ﬁ = 4' der Reihe nach die Zahleh 1, 2,

3 nehme, so erhalte ich keine Zahlen.

,02=4"
12 =4"
22 =4"
, 32 =4"

sind Ausdriicke von theils wahren, theils falschen Gedanlkénspreche | dies so aus: der
Werth der Functiort? = 4 ist entweder detahrheitswerth des Wahren oder der des
Falsched’. Man sieht hieraus schon, dass ich noch nichts behauptgmweiin ich nur eine
Gleichung hinschreibe, sondern dass ich nur einen Wabvaithbezeichne ebenso wie
ich nichts behaupte, wenn ich ni2?: hinschreibe, sondern nur eine Zabhézeichne Ich
sage: dieNamen,2? = 4‘ und ,3 > 2‘ bedeutendenselben Wahrheitswerth, den ich kurz
dasWahre nenne. Ebensbedeutenmir ,32 = 4‘ und ,1 > 2' denselben Wahrheitswerth,
den ich kurzdas Falschenenne, gerade so, wie der Nan2é‘,die Zahl Vier bedeutet Ich
nenne demnach die Zahl Vier dd&deutungvon ,4‘ und von 22, und ich nenne das Wahre
die Bedeutung von3, > 2'. Ich unterscheide aber von dBedeutungeines Namens seinen
Sinn. ,22* und ,2 + 2* haben nicht denselbeBinn, noch haben2? = 4 und ,2 + 2 = 4*
denselberSinn. Den Sinn des Namens eines Wahrheitswerthes nenn&édanken Ich
sage ferner, ein Nandriicke ausseinen Sinn untiedeuteseine Bedeutung. Idbezeichne
mit dem Namen das, was er bedeutet.

Die Function £2 = 4 kann also nur zwei Werthe haben, namlich das Wahre fir die
Argumente2 und —2 und das Falsche fiir alle Ubrigen Argumente.

Auch der Umkreis dessen, was als Argument zugelassen wirds mrweitert und auf

2"Dies habe ich in meinem Aufsatkéeber Sinn und Bedeutungn der Zeitschrift f. Philos. u. phil. Kritik, 100.
Bd., eingehender begrundet.



Gegenstande Uberhaupt ausgedehnt wef@egenstéandestehen den Functionen gegeniber.
Zu denGegenstandenmechne ich demnach Alles, was nicht Function ist, z. B. Zahgahr-
heitswerthe und die weiter unten einzufihreuden Werttuégl Die Namen von Gegenstan-
den, dieEigennamen fiihren also keine Argumentstellen mit sich, sie sind degatie die
Gegenstande selbst.

8 3. Ich brauche die Worte

x<die Function®(¢) hat denselbekVerthverlauf wie die Function¥ (¢)*
allgemein als gleichbedeutend mit den Worten

xdie Functionen®(¢) und ¥ (&) haben fur dasselbe Argument immer denselben Werth.*

Wir haben diesen Fall bei den Functiong€n= 4 und3 - ¢ = 12, wenigstens wenn als
Argumente Zahlen genommen werden. Wir kénnen uns aber dié&eder Quadrirung und
Multiplication auch so definirt denken, dass die Function

(€=4)=(3-=12)

fur jedes beliebige Argument als Werth das Wahre hat. Hienkain auch ein Ausdruck der
Logik gebraucht werden: ,der Begri@uadrat- | wurzel aud hat denselben Umfang wie
der Begriff etwas, dessen dreifaches Quadtatist‘. Bei solchen Functionen, deren Werth
immer ein Wahrheitswerth ist, kann man demnach statt ,Werthuf der Function' sagen
,Umfang des Begriffes, und es erscheint zweckméasBegriff geradezu eine Function zu
nennen, deren Werth immer ein Wahrheitswerth ist.

8 4.Bisher war nur von Functionen eines einzigen Arguments dgeRwir kénnen aber
leicht zuFunctionen mit zwei Argumenteniibergehen. Diese simviefacherganzungsbe-
durftig in der Art, dass eine Function mit einem Argumente erhaltéd,whachdem eine
Ergadnzung durch ein Argument bewirkt ist. Erst durch einehnealige Ergénzung gelan-
gen wir zu einem Gegenstande, und dieser heisst Wienth der Function fir die beiden
Argumente. Wie uns bei den Functionen mit einem ArgumenteBdehstabe §' diente,
so gebrauchen wir hier die Buchstab&huynd ,{*, um die zwiefache Ungesattigtheit der
Functionen mit zwei Argumenten anzudeuten wie in

C(EFO?HC

Indem wir fur (', z. B.,1°, einsetzen, sattigen wir die Function so, dass wifdn- 1)? + 1
nur noch eine Function mit einem Argumente haben. Diese dbebsweise der Buchsta-
ben £' und ,{* muss immer im Auge behalten werden, wenn ein Ausdruck wie Felnc-
tion (¢, ()" vorkommt (vergl. die 2. Anm. in § 1). Ich nenne die Stellem, @enen &'
steht,£-Argumentstellen und die, an denen; steht, (-Argumentstellen. Ich sage, di€-
Argumentstellen seien einandegrwandt und ebenso die-Argumentstellen, wahrend ich
eine¢-Argumentstelle nichterwandt nenne eine¢-Argumentstelle.

Die Functionen mit zwei Argumenteh= ¢ und¢ > ¢ haben als Werth immer einen

Wabhrheitswerth (wenigstens wenn die Zeichehynd ,>" in geeigneter Weise erklart sind).
Solche Functionen werden wir zweckmassig Beziehungenemern der ersten Beziehung
steht z. B. diel zu derl, Uberhaupt jeder Gegenstand zu sich selbst, in der zwéébhz B.
2 zul. Wir sagen, der Gegenstafidtehe zudem Gegenstandg in der Beziehung¥ (¢, ¢),
wenn¥(I", A) das Wahre ist. Ebenso sagen wir, der Gegenstaffialle unter den Begriff
® (&), wenn®(A) das Wahre ist. Vorausgesetzt ist hierbei natirlich, desgdnctiond (&)
ebenso wiel (¢, ¢) als Werth immer einen Wahrheitswerth h&be

28Hjer ist eine Schwierigkeit vorhanden, die leicht die waBeehlage verdunkeln und dadurch Misstrauen in die

S.8
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| Zeichen von Functionen.

8 5. Schon oben ist gesagt, dass in der blossen Gleichung nodteigar Behauptung
liegen soll; es ist mit24-3 = 5' eben nur ein Wahrheitswerth bezeichnet, ohne dass gestagt i
welcher von beiden es ist. Auch wenn ich schrief2e; 3 = 5) = (2 = 2)‘ und voraussetzte,
man wisste, dass= 2 das Wabhre ist, so wirde ich doch damit nicht behauptet halzess,
die Summe vor2 und 3 5 ist, sondern ich hatte nur den Wahrheitswerth davon bezetch
dass 2 + 3 = 5' dasselbe bedeute wi@ = 2'. Wir bedirfen also noch eines besonderen
Zeichens, um etwas als wahr behaupten zu kénnen. Zu dieserkédasse ich dem Namen
des Wahrheitswerthes das Zeichehyorhergehen, so dass z. B. in

, F22 =420
behauptet wird, dass das Quadrat \®b#r sei. Ich unterscheide dadrtheil vom Gedan-
ken in der Weise, dass ich untélrtheil die Anerkennung der Wahrheit ein€edankens
verstehe. Die begriffsschriftliche Darstellung eineshgits mittelst des Zeichens, nenne
ich Begriffsschriftsatz oder kurzSatz Diesesl-* sehe ich an als zusammengesetzt aus dem
senkrechten Striche, den iththeilstrich nenne, und dem wagerechten, den ich jetzt einfach
denWagerechtennennen wilf®. Der Wagerechte wird meist mit andern Zeichen, wie hier
mit dem Urtheilstriche verwachsen vorkommen und dadurclidgoVerwechselung mit dem
Minuszeichen geschutzt sein. Da, wo er gesondert vorkommuss er zur Unterscheidung
etwas langer als dadinuszeichengemacht werden. Ich fasse ihn als Functionsnamen auf in
der Weise, dass
—A
das Wahre ist, wenh das Wahre ist, dass es dagegen das Falsche ist, &eamoht das
Wabhre istl. Demnach ist
—¢
eine Function, deren Werth immer ein Wahrheitswerth isgérathch | unserer Festsetzung
ein Begriff. Unter diesen Begriff fallt das Wahre und nursiie. Es bedeutet also
,—22=4"
dasselbe wie2? = 4‘, namlich das Wahre. Um Klammern entbehrlich zu machertjihese
ich namlich, dass Alles, was rechts vom Wagerechten stshGanzes aufzufassen ist, das
an der Argumentstelle der Function &steht, sofern nichKlammern das verbieten. Es
bedeutet
—22 5"

Richtigkeit meiner Auffassung erregen kann. Wenn wir dendiusk ,der Wahrheitswerth davon, dadsunter den
Begriff (&) fallt', vergleichen mit ®(A)‘, so sehen wir, dass den®( )* eigentlich entspricht ,der Wahrheits-
werth davon, dass () unter den Begriff¢) fallt' und nicht ,der Begriff ®(£)‘. Die letzten Worte bezeichnen also
eigentlich nicht einen Begriff (in unserem Sinne), obwoslrach der sprachlichen Form so aussieht. Ueber die
Zwangslage, in der sich hier die Sprache befindet, vergl. emeftufsatz Ueber Begriff und Gegenstand.

29Ich benutze hier vielfach die Bezeichnungen der Summe, dehuBts) der Potenz vorlaufig, obwohl sie hier
noch nicht definirt sind, um bequemer Beispiele bilden zu kévumd durch Winke das Verstandniss zu erleichtern.
Es muss aber im Auge behalten werden, dass nichts auf die Beden dieser Bezeichnungen gegriindet wird.

30Friiher nannte ich ihinhaltsstrich, als ich noch unter dem Ausdrucke ,beurtheilbarer Inhait dusammen-
fasste, was ich nun unterscheiden gelernt habe als Wadwleeth und Gedanken. Vergl. meinen Aufsatz Ueber Sinn
und Bedeutung.

31selbstverstandlich darf das Zeicheh*,nicht bedeutungslos sein, sondern muss einen Gegenstaeditee.
Bedeutungslose Namen durfen in der Begriffsschrift nichkemmen. Die Festsetzung ist so getroffen, dass\—
unter allen Umsténden etwas bedeutet, sofern Aulefwas bedeutet. Sonst wiirde &kein scharfbegrenzter Be-
griff, also in unserm Sinne Uberhaupt kein Begriff sein.defrauche hier digrossen griechischen Buchstabeals
Namen so, als ob sie etwas bedeuteten, ohne dass ich die Begleumgebe. In den Begriffsschriftentwickelungen
selbst werden sie ebenso wenig weynd ,¢* vorkommen.



das Falsche, also dasselbe wié = 5‘, wohingegen
,— 2

das Falsche bedeutet, also etwas von der Zalgrschiedenes. Wenfd ein Wahrheitswerth
ist, so ist —A derselbe und mithin ist dann

A= (—A)
das Wabhre. Es ist dies aber das Falsche, wrkein Wahrheitswerth ist. Wir kénnen also
sagen, dass

A=(—A)
der Wahrheitswerth davon ist, da&sein Wahrheitswerth sei.

Die Function —&(¢) ist danach ein Begriff, und die Function ¥4¢, () ist eine Bezie-

hung, einerlei, ol® (&) ein Begriff und¥ (¢, ¢) eine Beziehung ist oder nicht.

Von den beiden Zeichen, aus denehzusammengesetzt ist, enthalt nur der Urtheilstrich
die Behauptung.

8 6. Wir brauchen kein eignes Zeichen, um einen Wahrheitswdstlilas Falsche zu
erklaren, wenn wir nur ein Zeichen haben, durch welchegs jadrheitswerth in den entge-
gengesetzten verwandelt wird, das auch sonst unentlierstidch setze nun fest:

Der Werth der Function

- ¢
soll fur jedes Argument das Falsche sein, fir das der Wertkalection

—¢
das Wabhre ist, und soll fur alle andern Argumente das Watine se

Wir haben demnach in

=&
eine Function, deren Werth immer ein Wahrheitswerth isisesin Begriff, unter den alle
Gegenstande fallen mit einziger Ausnahme des Wahren. iidtdgt, dass+ A' immer
dasselbe bedeutet wie,(— A)‘ und wie ,—— A’ und wie ,—— (— A)‘. m—Ich nenne
,— ‘dasVerneinungszeichen—w®? #8Den Uebergang vor (— A)‘ oder von ,—— A
zu,— A'sowie denvon,——A'zu,— A’ nenne ich dieverschmelzungder Wagerechten.
|

Nach unserer Festsetzung-st2? = 5 das Wabhre; also

- 2% =5,
in Worten:22 = 5 ist nicht das Wahre; oder: das Quadrat 2dst nicht5.
So aucht- - 2

8 7. Wir haben zwar das Gleichheitszeichen schon beilaufig ZduBg von Beispielen
benutzt; aber es ist ndthig, Genaueres hiertiber festarsetz

,T=A"

bedeute das Wahre, wehrdasselbe ist wié\; in allen andern Fallen bedeute es das Falsche.

32Wir sehen darum~ * als zusammengesetzt an aus dem kleinen senkrechten Stth&/germeinungstriche,
und den beiden Theilen des wagerechten Striches, von deden §lsWagerechterin unserm Sinne aufgefasst
werden kann.
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S.12

Um Klammern entbehrlich zu machen, bestimme ich, dass Alas links vom Gleich-
heitszeichen bis zum nachsten Wagerechten steht, als &daggeArgument der Function
¢ = ( bedeute, sofern niciKlammern es verbieten; dass Alles, was rechts vom Gleich-
heitszeichen steht bis zum nachsten GleichheitszeicheGanzes dag-Argument jener
Function bedeute, sofern niditammern es verbieten (vergl. S. 10).

8 8. Wir betrachteten in § 3 den Fall, dass eine Gleichung wie
, B(x) = ¥(z) "

immer einen Namen des Wahren ergiebt, was fur einen Eigeemavir auch fir ' ein-
setzen mogen, sofern dieser nur wirklich einen Gegenstaddutet. Wir haben dann die
Allgemeinheit einer Gleichheit, wahrend wir iB% = 4‘ nur eine Gleichheit haben. Dieser
Unterschied macht sich dadurch bemerklich, dass wir inneRalle einen nur unbestimmt
andeutenden Buchstaberi haben, wéahrend in22 = 4‘ jedes Zeichen eine bestimmte Be-
deutung hat. Um einen Ausdruck fur die Allgemeinheit zu Bemg kénnte man auf den Ge-
danken kommen, zu definiren: ,Untgb(z)’ werde das Wahre verstanden, wenn der Werth
der Function®(¢) flur jedes Argument das Wahre ist; sonst bedeute es das E&la4r-
ausgesetzt wirde hierbei wie bei allen unsern Betrachtuéigslicher Art sein, das®,¢)’
immer eine Bedeutung gewinne, wenn wir in ihghgurch einen Namen ersetzen, der einen
Gegenstand bedeutet. Sonst wiirded®gl) nicht Function nennen. Danach bedeutete dann
o+ (r —1) = 22 — 1* das Wahre, wenigstens wenn die Bezeichnungen der Méifitin,
Subtraction und Quadrirung auch fir Gegenstande, die dighlien sind, so definirt wéaren,
dass die Gleichung allgemein galte. Dagegen bedeutetds; — 1) = 2?‘ das Falsche,
weil wir als Bedeutung das Falsche erhalten, wenn wir £ir 1* einsetzen, obwohl wir das
Wabhre erhalten, wenn wif); einsetzen. Aber bei dieser Festsetzung wéare das Gebiéllder
gemeinheit nicht geniigend begrenzt. Man wére z. B. im ZWeife,— 2+3-x =5-z"als
Verneinung einer Allgemeinheit oder als AllgemeinheitegiNerneinung aufzufassen ware;
genauer: ob dies | den Wahrheitswerth davon bedeuten da#is nicht fiir jedes Argument
der Werth der Functio + 3 - £ = 5 - £ das Wahre sei, oder ob es den Wahrheitswerth davon
bedeuten solle, dass fur jedes Argument der Werth der Fameti2 + 3 - ¢ = 5 - £ das
Wabhre sei. Im ersten Falle wirde ,2 + 3 - x = 5 - ' das Wahre bedeuten, im andern das
Falsche. Es muss aber sowohl die Allgemeinheit der Vermejnals auch die Verneinung der
Allgemeinheit ausdriickbar sein. Ich driicke nun jene so aus:

,Va[- 2+3-a=5-q]"
und die Verneinung der Allgemeinheit so:
, 7 Va2+3-a=5-q"
und die Allgemeinheit selbst so:
,Va24+3-a=5-d]".
Dies bedeutete das Wahre, wenn fir jedes Argument der Wertluhctio2 +3-£ =5- ¢
das Wahre wére. Da dies nicht der Fall ist, so ist
Va2+3-a=5-q
das Falsche, und darum ist
-~ Va[24+3-a=5-4]
das Wahre.
Va[- 2+3-a=5-q]
ist das Falsche, weil nicht fir jedes Argument der Werth derckion— 2+ 3-£ =5- £ das



Wabhre ist; denn flr das Argumehist er das Falsche. Mithin ist
~Va[-m2+3-a=5-q
das Wahre, und
, F=Val-24+3-a=5-q]"
besagtes giebtmindestens eine Lésung der Gleichugt 3 - = 5 - x'. Ebenso:
F - Va[- a2:1];
in Worten:es giebtmindestens eine Quadratwurzel dudvian erkennt hieraus, wie das ,es
giebt' in der Begriffsschrift wiedergegeben wird.

Wenn wir nun erklaren:
es bedeute
, Va [®(a)] !

das Wahre, wenn der Werth der Functid(y) fiir jedes Argument das Wahre ist, und

sonst das Falsche;
so bedarf dies einer Ergdnzung, indem genauer anzugehevelshes in jedem Falle die-
se Function®(¢) sei. Wir wollen sie diezugehdrigeFunction nennen. Es kénnen namlich
Zweifel entstehenA = A ist sowohl der Werth der Functioh = &, als auch der Werth der
Function¢ = &, beide Male fir das Argumemt. So kdnnte man vola [a = a] ausgehend
als zugehdrige Functiof = a, a = £ oderé = £ annehmen | wollen. Aber bei unserm S.13
Gebrauche der deutschen Buchstaben hatten wir in den &esthen Fallen gar keinéunc-
tion, weil ,£ = a' und ,a = &' immer bedeutungslos bleiben, was man auch §tieinsetzen
mdge; denn der deutsche Buchstabi@larf ausser inya' selbst nicht ohne vorgesetztes,
vorkommen. Hier kann also ngr= ¢ als zugehdrige Function in Betracht kommen. Nicht
so einfach ist die Sache bei einem Ausdrucke wie

Va[((la+a=2-a)=(Vala=a]))]".
Wenn man blindlings vorginge, kdnnte man in

(E+E=2-0)=(¥[£=¢)°
die zugehdrige Function zu haben meiner.Wir wollen nun sagen,q’ stehe in ¥a' hinter
demAllguantor . Die Stelle hinter dem Allguantor ist nie eimggumentstelle; das hinter
dem zweiten Allquantor stehende' wird also mindestens zu bewahren seim® # Da
aber auf Ya‘' immer eine Zeichenverbindung folgen muss, dieenthélt, so mussa’ auch
mindestens an einer der beiden Stelleraie=, a* bewahrt bleiben. Man kénnte demnach auf
folgende Functionen als zugehdrige rathen

(€+&=2-§) = (Vall+a]),

€+&=2-8) = (Vala+¢]),

(+&=2-&) = (Vala+a]);
aber den ersten beiden Auffassungen widerspricht, dagedieutung des in

Val((a+a=2-a)=Vala+ad]))]"
vorkommendenYa [a = a] schon feststeht und nicht wieder in Frage gestellt werdeh d
m—Wir nennen nun das auf einen Allquantor mit eindeutschen Buchstaberolgen-

de, das mit eben diesem Allguantor zusammen den Namen deb&iatverthes dafir bildet,
dass der Werth der zugehdrigen Function fir jedes Argumehitdahre sei, daSebietdes

hinter dem Allquantor stehenden deutschen BuchstaberzugiehdrigeFunction wird nun
durch die Regel bestimmt:

33wir wollen nun sagen,qa* stehe in Ya' iiber derHéhlung. Die Stelle tiber der Hohlung ist nie eidegument-
stelle das tber der zweiten Hohlung stehendewird also mindestens zu bewahren sein.
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1. Alle Stellen, an denen ein deutscher Buchstabe in seinebieG jedoch weder in
einem eingeschlossenen Gebiete desselben Buchstabehintteinem Allquantor
vorkommt, sind verwandte Argumentstellen, und zwar diezdgiehdrigen Function.

<_.34 #10

Wenn man aber den Wahrheitswerth davon bezeichnen wib, diag-unction

(+&=2-¢ = (Va[f =ad])
fur jedes Argument das Wahre als Werth habe, so wird man @indern deutschen Buchsta-
ben wahlen:
Vel[(e+e=2-¢)=(Va[e=a])]
S.14 |

Ich fasse dies in die Regel:

2. Wenn in dem Namen einer Function schon deutsche Bucimstabemmen, in deren
Gebieten Argumentstellen dieser Function liegen, so wétde einen von diesen
verschiedenen, um den zugehérigen Allgemeinheitsaukarubilden.

Nach unsern Bestimmungen ist im Allgemeinen ein deutscliehBtabe so gut wie ein
anderer, jedoch mit der Beschrankung, dass die Verschiedtattieser Buchstaben wesent-
lich sein kann. Fir einige deutsche Buchstaben werden \diiesgine etwas abweichende
Verwendungsweise festsetzen.

, Va [©(a)]*
bedeutet dasselbe wie
, Va [(—2(a))]*
und wie
,— (Va [@(a)]) "

m— Deshalb kdnnen wir durch diderschmelzungder Wagerechten von den Formen (¥a[®(a)])"
und Ya [(— ®(a))] sogleich ubergehen zig [®(a)]". «—w*® #11

8 9.WennVa [®(a) = ¥(a)] das Wahre ist, so kénnen wir nach unserer frilhern Bestim-
mung (8 3) auch sagen, dass die Functidg) denselben Werthverlauf habe wie die Function
U (¢); das heisst: wir kdnnen die Allgemeinheit einer Gleichireéine Werthverlaufsgleich-
heit umsetzen und umgekehrt. Diese Mdéglichkeit muss al$ogiisches Gesetz angesehen
werden, von dem ubrigens schon immer, wenn auch stillscfemei, Gebrauch gemacht ist,
wenn von Begriffsumfangen die Rede gewesen ist. Die garizeizeboolesche rechnende
Logik beruht darauf. Man kénnte diese Umsetzung vielleithtinwichtig oder gar fir ent-
behrlich halten. Dem gegentiber erinnere ich daran, dass mkinen Grundlagen der Arith-
metik die Anzahl als Umfang eines Begriffes definirt und scdamals darauf hingewiesen

34Wir nennen nun das auf eine Héhlung mit einéeutschen BuchstaberFolgende, das mit eben dieser Hohlung
zusammen den Namen des Wahrheitswerthes dafir bildet, dagf&ederder zugehdrigen Function fur jedes Argu-
ment das Wahre sei, d&ebiet des Uber der Hohlung stehenden deutschen Buchstabeau@etdrigeFunction
wird nun durch die Regel bestimmt:
1. Alle Stellen, an denen ein deutscher Buchstabe in seinelie6 jedoch weder in einem eingeschlossenen
Gebiete desselben Buchstaben noch uber einer Héhlungmankasind verwandte Argumentstellen, und
zwar die der zugehdrigen Function.

3%Ich fasse darum die wagerechten Striche links und rechtsleomdhlung in Ya' als Wagerechtein unserm
besondern Sinne des Wortes auf, sodass wiMenischmelzungder Wagerechten von den Formen #a [®(a)])*
und Ya [(— ®(a))]' sogleich Ubergehen zia [®(a)]'.
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habe, dass auch die negativen, irrationalen, kurz alleefiahlls Umfange von Begriffen zu
definiren sind. Wir kdnnen fur einen Werthverlauf ein eifes Zeichen setzen, und so wird
z. B. der Name der Anzahl Null eingefuhrt werden. tfu [®(a) = ¥(a)]' dagegen kon-
nen wir nicht fur ®(a)‘ ein einfaches Zeichen setzen, weil der Buchstab@mmer in dem
vorkommen muss, was etwa fiib(a)‘ gesetzt wird.

Die Umwandlung der Allgemeinheit einer Gleichheit in einerkiverlaufsgleichheit
muss auch in unsern Zeichen ausfuihrbar sein. So schreilze BzHiir

,Vaf@*—a=a-(a—1)]"
,exte (62 —¢g) =exta(a- (a—1))",
indem ich unterexte (2 — £)‘den Werthverlauf der Functiog? — ¢, unter | exta (- (o — S.15
1))‘den Werthverlauf der Functiofi- (¢ — 1) verstehe. Ebenso iskte (¢? = 4) der Werth-
verlauf der Functiorg? = 4, oder, wie wir auch sagen kénnen, der Umfang des Begriffes
Quadratwurzel aus Vier

Wenn ich allgemein sage:
es bedeute
, exte (P(e)) !

den Werthverlauf der Functioh(¢),
so bedarf dies ebenso einer Ergénzung, wie oben unserergléion Va [©(a)]'. Es fragt
sich namlich, welche Function in jedem Falle algyehdrigeFunction®(¢) anzusehen sei.
Dassexte (¢2—¢) der Werthverlauf der Functic§t —¢ und nicht vor¢® —e noch vone® —¢ ist,
versteht sich von selbst, weil bei unserer Verwendung®eaéskleinen griechischen Vo-
kalbuchstabenweder £ —¢* noch ,e2 —¢* fiir irgendeinen Gegenstand, dessen Namegiir
eingesetzt wirde, eine Bedeutung gewanne, oder, wie wir dath sagen kénnen, weil jene
Zeichenverbindungen keine Functionen bedeuten, sonéérenmt von demexte ()* bedeu-
tungslos sind. Eine Zeichenverbindung wéets (¥ (e, exte (X(¢))))* muss ahnlich wie in §

8 ,Va [¥(a,Va [X(a)])]* beurtheilt werdenm—Die Stelle hinter dem Werthverlaufszeichen
ist ebensowenig einArgumentstelle wie die hinter dem Allquantor. Nennen wir das auf
einenkleinen griechischen Vokalbuchstabemmit dem Werthverlaufszeichen Folgende, das
mit diesem zusammen den Namen des WerthverlaufzugehorigenFunction bildet, das
Gebietdieses griechischen Buchstaben, so kdnnen wir die Regstkediah:

1. Alle Stellen, an denen ein kleiner griechischer Vokahsiiabe in seinem Gebiete,
jedoch weder in einem eingeschlossenen Gebiete dessellmfistBben noch hinter
einem Werthverlaufszeichen vorkommt, sind verwandte Argutstellen, und zwar
die der zugehdérigen Function.

Diese wird hierdurch bestimmt.a*® #12Demnach isexte (¢ = exte (¢2 —¢)) der Werth-
verlauf der Functiorf = exte (¢2 — ¢), und es isexta (o = exte (¢ = «)) der Werthverlauf
der Functiorf = exte (¢ = £). Fir die Bildung eines Werthverlaufnamens gilt also diedkeg

2. Wenn in dem Namen einer Function schon kleine griechiSokalbuchstaben vor-
kommen, in deren Gebieten Argumentstellen dieser Fundiggen, so wahle man

38Die Stelle unter dem Spiritus lenis ist ebensowenig éirgumentstelle wie die iiber der Hohlung. Nennen wir
das auf einerkleinen griechischen Vokalbuchstabermit dem Spiritus lenis Folgende, das mit diesem zusammen
den Namen des Werthverlaufs dargehdrigen Function bildet, dassebiet dieses griechischen Buchstaben, so
kénnen wir die Regel aufstellen:

1. Alle Stellen, an denen ein kleiner griechischer Vokaltatabe in seinem Gebiete, jedoch weder in einem
eingeschlossenen Gebiete desselben Buchstaben noch nfipietus lenis vorkommt, sind verwandte Ar-
gumentstellen, und zwar die der zugehdrigen Function.

Diese wird hierdurch bestimmt.
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S.17

einen von diesen verschiedenen, um den Namen des Wertlfgedi@ser Function
zu bilden.

Nach unsern Bestimmungen ist im Allgemeinenldiiner griechischerVokalbuchsta-
be so gut wie ein anderer, jedoch mit der Beschrankung, das¥atgchiedenheit dieser
Buchstaben wesentlich sein kann.

Die Einfuhrung der Bezeichnung fur die Werthverlaufe soheiir | eine der folgen-
reichsten Erganzungen meiner Begriffsschrift zu sein icheseit meiner ersten Veroéffent-
lichung Uber diesen Gegenstand gemacht habe. Hiermit gdeizhh der Umkreis dessen
erweitert, was als Argument einer Function auftreten kds.ist z.B.exte (¢2 — ¢) =
exta (a-(a—1)) der Werth der Functiog = exta (o (a—1)) fur das Argumengxte (2 —¢).

8 10.Dadurch, dass wir die Zeichenverbinduegts (®(c)) = exta (¥(«))" als gleich-
bedeutend mitya [®(a) = ¥(a)]* hingestellt haben, ist freilich die Bedeutung eines Nasnen
wie ,exte (®(g))' noch keineswegs vollstéandig festgestellt. Wir haben riorMittel, einen
Werthverlauf immer wiederzuerkennen, wenn er durch einaméh wie exte (®(¢))* be-
zeichnet ist, durch welchen er schon als Werthverlauf erkanist. Aber weder kdnnen wir
bis jetzt entscheiden, ob ein Gegenstand, der uns nichbklkes gegeben ist, ein Werth-
verlauf sei, und welcher Function er etwa zugehére, nocmédwir im Allgemeinen ent-
scheiden, ob ein gegebener Werthverlauf eine gegebenadtiyaft habe, wenn wir nicht
wissen, dass diese Eigenschaft verbunden sei mit eineng&gpaft der zugehdérigen Functi-
on. Nehmen wir an, es sei

X(&)
eine Function, welche niemals denselben Werth fir verdelie Argumente erhélt, so gilt
fir die Gegensténde, deren Namen die FaXitexte (®(¢)))* haben, ganz dasselbe Kennzei-
chen zur Wiedererkennung wie fur die Gegenstande, derem&eidie Formexte (®(e))"
haben. Es ist dann ndmlich aucR(exte (®(¢))) = X(exta (¥(a)))' gleichbedeutend mit
,Va [®(a) = ¥(a)]'3". Hieraus geht hervor, dass durch die Gleichsetzung deruBeag von
,exte (®(g)) = exta (¥(«a))' mit der von Va [®(a) = ¥(a)]* die Bedeutung eines Namens
wie ,exte (®(e))" keineswegs vollig bestimmt ist, wenigstens, wenn es egiehe Functi-
onX(¢) giebt, deren Werth fir einen Werthverlauf als Argument elieselbst nicht immer
gleich ist. Wie wird nun diese Unbestimmtheit aufgehobea®ddch, dass fir jede Functi-
on bei ihrer Einfihrung bestimmt wird, welche Werthe sie\Werthverlaufe als Argumente
erhalt, ebenso wie fir alle andern Argumente. Thun wir dieslie bisher betrachteten Func-
tionen! Es sind folgende:

Die letzte kann ausser Betracht bleiben, da als ihr Argunmemter ein Wahrheitswerth be-
trachtet werden kann. Es macht ja bei ihr keinen Unters¢hlubdnan als Argument einen
Gegenstand nimmt oder den Werth, den die Functiof fér diesen Gegenstand als Argu-
ment hat. Wir kdnnen nun noch die Functioné&auf die Functionf = ¢ zurtckfuhren.
Nach unsern Festsetzungen hat namlich die Fungtiea (¢ = &) fur jedes Argument
denselben Werth wie die Function &denn der Werth der Functioh = £ ist fur jedes
Argument das Wahre. Daraus folgt, dass | der Werth der Famgti= (¢ = &) nur fur
das Wahre als Argument das Wahre ist, und dass er fir allera#dgumente das Falsche
ist, grade wie bei der Function < Nachdem so Alles auf die Betrachtung der Function

3’Damit ist nicht gesagt, dass der Sinn derselbe sei.



& = ( zurlckgefuhrt ist, fragen wir, welche Werthe diese habeynwein Werthverlauf als
Argument auftritt. Da wir bisher nur die WahrheitswerthelWerthverlaufe als Gegenstéan-
de eingefiihrt haben, so kann es sich nur darum handeln, ebdsgn Wahrheitswerthe etwa
ein Werthverlauf sei. Wenn das nicht der Fall ist, so ist deanch entschieden, dass der
Werth der Functiorf = ¢ immer das Falsche ist, wenn als eins ihrer Argumente ein Wahr
heitswerth und als anderes ein Werthverlauf genommen Wahn andrerseits das Wahre
zugleich der Werthverlauf der Functioh(¢) ist, so ist damit auch entschieden, was der
Werth der Functiort = (¢ in allen Fallen ist, wo als eins der Argumente das Wahre ge-
nommen wird, und d&hnlich so verhélt es sich, wenn das Falsahleich der Werthverlauf
einer gewissen Function ist. Die Frage nun, ob einer der Médtswerthe ein Werthverlauf
sei, kann unmdglich daraus entschieden werden, dass(®(c)) = exta (¥(a))* dieselbe
Bedeutung haben soll wi&q [®(a) = ¥(a)]". Es ist moglich, allgemein festzusetzen, dass
ext’' n (®(n)) = ext’a (¥(«))" dasselbe bedeuten solle widg, [®(a) = ¥(a)]', ohne dass
daraus die Gleichheit vosxte (®(2)) und ext'n (®(n)) erschlossen werden kann. Wir hatten
dann etwa eine Klasse von Gegensténden, die Namen von dar,&xi’ ) (®(n))* hatten
und fiir deren Unterscheidung und Wiedererkennung dasEelezeichen gélte wie fir die
Werthverlaufe. Wir kdnnten nun die Functiot{¢) dadurch bestimmen, dass wir sagten, ihr
Werth solle das Wahre sein fur ext{A(n)) als Argument und er solle exj’'(A(n)) sein fir
das Wahre als Argument; der Werth der Funcfio(g) solle ferner das Falsche sein fiir das
Argument extn (M(n)) und er solle exth (M(n)) sein fur das Falsche als Argument; flr
jedes andere Argument solle der Werth der Funcfdé) mit diesem selbst zusammenfal-
len. Wenn nun die Functionef(¢) undM (&) nichtimmer fir dasselbe Argument denselben
Werth haben, so hat unsere Funct®(t) fur verschiedene Argumente nie denselben Werth,
und daher ist dann aucK(ext' n (®(n))) = X(ext'« (¥(«)))' immer gleichbedeutend mit
,Va [®(a) = ¥(a)]'. Die Gegensténde, deren Namen die Foiiext'n (®(n)))" hatten,
wirden dann also durch dasselbe Mittel wiedererkannt vae/dérthverlaufe, und es wéare
X(ext'n (A(n))) das Wahre un& (ext'n (M(n))) das Falsche. Ohne also mit der Gleichset-
zung von exte (®(g)) = exte (¥(g))' mit, Va [®(a) = ¥(a)]' in Widerspruch zu gerathen,
ist es immer maoglich zu bestimmen, dass ein beliebiger Wertauf das Wahre und ein be-
liebiger anderer das Falsche sein solle. Setzen wir denfeatidassexte (—¢) das Wahre
und dasexte (¢ = (— Va [a = a])) das Falsche sein sollekte (—e) ist der Werthverlauf
der Function —¢, deren Werth nur dann das Wabhre ist, wenn das Argument dase\Wah
und deren Werth fur alle andern Argumente das Falsche is. FAinctionen, von denen
dies gilt, haben | denselben Werthverlauf und dieser idt naserer Festsetzung das Wah- S.18
re. Demnach ist —exte (®(£)) nur dann das Wahre, wenn die Functid(t) ein Begriff ist,
unter den nur das Wabhre fallt; in allen andern Féllen istxte (®(¢)) das Falsche. Ferner
ist exte (¢ = (- Va[a = a])) der Werthverlauf der Functiof = (- Va [a = a]), deren
Werth nur dann das Wabhre ist, wenn das Argument das Falschmdsderen Werth fir alle
andern Argumente das Falsche ist. Alle Functionen, vonrdeles gilt, haben denselben
Werthverlauf, und dieser ist nach unserer Festsetzungalashe. Jeder Begriff also, unter
den das Falsche und nur dieses fallt, hat als Begriffsumfasdralsch®.

38Es liegt nahe, unsere Festsetzung so zu verallgemeinem jaties Gegenstand als Werthverlauf aufgefasst
werde, namlich als Umfang eines Begriffes, unter den er aldgen Gegenstand fallt. Ein Begriff, unter den der
Gegenstand\ als einziger féllt, istA = £. Wir versuchen die Festsetzung: es@gie (A = ¢) dasselbe wie\.
Eine solche ist fur jeden Gegenstand mdglich, der uns unafp&on Werthverlaufen gegeben ist, aus demselben
Grunde, den wir bei den Wahrheitswerthen gesehen habenehbavir diese Festsetzung allgemein machen durfen,
fragt es sich, ob sie nicht in Widerspruch mit unserm Wiedemnungszeichen der Werthverlaufe stehe, wenn wir
fir A einen Gegenstand nehmen, der uns schon als Werthverladegeggt. Es geht namlich nicht an, sie nur
fur solche Gegenstéande gelten zu lassen, welche uns nickifeathverlaufe gegeben sind, weil die Weise wie ein
Gegenstand gegeben ist, nicht als dessen unveranderlighesEhaft angesehen werden darf, sintemal derselbe
Gegenstand in verschiedener Weise gegeben werden kazenSet also fur A*, exta (®(«))" ein, so erhalten
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Wir haben hiermit dieWerthverlaufe so weit bestimmt, als es hier moglich ist. Erst
wenn es sich ferner darum handeln sollte, eine Functioruiihzen, welche auf die bisher
bekannten Functionen nicht ganz zuriickflhrbar ist, kornmerfestsetzen, welche Werthe
sie fur Werthverlaufe als Argumente haben solle; und diemkdann ebenso wohl als eine
Bestimmung der Werthverlaufe wie jener Function angeselerden.

8 11.In der That bediirfen wir noch solcher Functionen. Wenn sielGleichsetzung
von ,exte (A = €)' mit, A allgemein hatte aufrecht erhalten las¥erso hatten wir in der
Form exte (®(e))* einen Ersatz fiir den | bestimmten Artikel der Sprache. Awgemen
namlich, es war@(£) ein Begriff, unter den der Gegenstasdund nur dieser fiele, so wére
Va [@(a) = (A = a)] das Wahre und mithin wére auekts (®(c)) = exte (A = ¢) das
Wahre und zufolge unserer Gleichsetzung vexts (A = €)' und ,A* ware exte (®(e))
dasselbe wie\; d. h. in dem Falle, das®(¢) ein Begriff ist, unter den ein und nur ein
Gegenstand féllt, bezeichnetexte (®(¢))" diesen Gegenstand. Dies ist nun freilich nicht
mdglich, weil jene Gleichsetzung in ihrer Allgemeinheitda gelassen werden musste; aber
wir kénnen uns helfen, indem wir die Function

1€
mit der Bestimmung einflihren, dass zwei Félle unterschiegerden:
1) wenn es zu dem Argumente einen Gegenstamigr Art giebt, dassxte (A = ¢) das
Argument ist, so sei der Werth der FunctignA selbst;

2) wenn es zu dem Argumente keinen Gegenstarder Art giebt, dasexte (A = )

das Argument ist, so sei das Argument selbst der Werth destiemné.

Danach istexte (A = ¢) = A das Wahre, und es bedeutaixte (®(¢))' dann den unter
den Begriff®(¢) fallenden Gegenstand, werdr{¢) ein Begriff ist, unter den ein und nur ein
Gegenstand féllt; in allen andern Fallen bedeutetts (®(<))* dasselbe wieexte (®(e))".
Soistz. B2 = 7exte (¢ +3 = 5) das Wahre, weik der einzige Gegenstand ist, der unter den
Begriff

was um3 vermehrt ergiebt
fallt — eine geeignete Definition des Pluszeichens dabeiusgesetzt —. Es iskte (2 =
1) = 7exte (2 = 1) das Wahre, weil unter den Begrifuadratwurzel aus nicht nur ein
einziger Gegenstand féllt. Es istte (- ¢ = ¢) = 71exte (- ¢ = ) das Wahre, weil unter

wir
, exte (exta (®(a)) =€) = exta (P(w)) *
und dies ware gleichbedeutend mit
s Va[(exta(®(a)) = a) = 2(a)]

was aber nur dann das Wahre bedeutet, we(§) ein Begriff ist, unter den nur ein einziger Gegenstand, nemli
exta (P(a)) fallt. Da dies nicht nothwendig ist, so kann unsere Festisetin ihrer Allgemeinheit nicht aufrecht
erhalten bleiben.

Die Gleichung exte (A = ¢) = A‘, mit der wir jene Festsetzung versuchten, ist ein besomdeal von
,exte (Q(e, A)) = A’, und man kann fragen, wie die Functié¥(¢, ¢) beschaffen sein misse, damit allgemein
bestimmt werden durfe, es solle dasselbe sein wiexte (Q(e, A)). Dann muss auch

exte (e, exta ((a)))) = exta (P(a))
das Wahre sein, mithin auch
Va [Q(a, eXta (P(a))) = ®(a)],

was auchb(¢) fur eine Function sei. Eine Function von dieser Eigenschiaftien wir spater ig s ¢ kennen lernen;
aber wir werden sie mit Hilfe des Werthverlaufs definiren,assdsie uns hier nichts niitzen kann.
3%Vergl. Anm. 1.



den Begriffsich selbst ungleickein Gegenstand fallt. Es iskte (¢ + 3) = 7exte (¢ + 3),
weil die Function¢ + 3 kein Begriff ist.

Hierin haben wir einen Ersatz fiir den bestimmten Artikel 8prache, der dazu dient,
aus Begriffswortern Eigennamen zu bilden. Wir bilden z. & den Worten

,positive Quadratwurzel aus 2',
die einen Begriff bedeuten, den Eigennamen
,die positive Quadratwurzel aus 2'.

Hier ist eine logische Gefahr. Denn wenn wir aus den Wortema@atwurzel aus 2' den
Eigennamen ,die Quadratwurzel akisilden wollten, begingen wir einen logischen Fehler,
weil dieser Eigenname ohne weitere Festsetzung zweid@uiigl eben darum bedeutungs-
los wére. Wenn es keine Irrationalzahlen gabe, was ja bédiauprden ist, so wéare auch der
Eigenname ,die positive Quadratwurzel aus 2*' bedeutusgsienigstens | dem unmittelba- S.20
ren Wortsinne nach, ohne besondere Festsetzung. Und gabdiesem Eigennamen eigens
eine Bedeutung, so hatte diese keinen Zusammenhang nat ldung, und es dirfte nicht
geschlossen werden, dass sie eine positive Quadratwuiszehgire, und doch waren wir nur
zu geneigt, das zu folgern. Diese Gefahr des bestimmteResstist hier nun ganz vermie-
den, daexte (®(g))" immer eine Bedeutung hat, mag nun die Functiefg) kein Begriff
sein, oder ein Begriff, unter den mehr als ein oder kein Gsigenl fallt, oder mag sie ein
Begriff sein, unter den ein und nur ein Gegenstand fallt.

8 12.Um nun die Unterordnung der Begriffe und andere wichtigei@amgen bezeich-
nen zu kénnen, fuhre ich die Function mit zwei Argumenten

(—=¢

durch die Bestimmung ein, dass ihr Werth das Falsche sdinvamin als¢-Argument das
Wahre und alg-Argument irgendein Gegenstand genommen wird, der nichVdahre ist;
dass in allen andern Fallen der Functionswerth das Wahnessdli Nach dieser und den
friheren Festsetzungen ist der Werth dieser Function audWérthverlaufe als Argumente
bestimmtm—Es folgt, dass

A—T
dasselbe ist wie
—((—=4) = (=),
und wir kdnnen daher in
yA—T

die wagerechten Striche weglassen. Wir sprechen hier \ifefrvon deMerschmelzung

401ch nehme dabei als zugestanden an, dass es negative uitthal@Zahlen gebe.
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der Wagerechten Den Pfeil nenne icBedingungspfeil —a*! #13
Es gelten die Satze
, F3>2-32>2"
,F2>2-22>2"
L F1>2-512>20
Die Function— ({ — &) oder— ¢ — £ hat als Werth immer das Wahre, wenn die Function
¢ — ¢ als Werth das Wahre hat und umgekehrt. Also-istA — T') | dann und nur dann
das Wahre, wenrh das Wahre und' nicht das Wahre ist. Folglich
F- (2+3=5—2>3),
in Worten:2 ist nicht grésser al8 und die Summe vor2 und3 ist 5.
F= (2+3=5—-3>2),
in Worten:3 ist grosser al€ und die Summe vor2 und3ist5. = (24+3=5— = 3 > 2)
ist ndmlich der Werth der Function (¢ — &) fur das¢-Argument— 3 > 2 und das(-
Argument2 + 3 = 5.
Fo (- 12 =2 523 =37),
in Worten: weder ist die dritte Potenz vod die zweite Potenz vof, noch ist die zweite
Potenz vorl die erste Potenz va
Statt der Satze

, F-3<3-32>3"
, F-2<3-522> 3",
,Fo1<3-12>3"
hat man die folgenden
, F-0 2 (-3<3-32>3)",
L Fam (m2<3522>3)
,Fa = (n1<3—-12>3)"

Danun—- (- 1< 3 — 12 > 3) der Wahrheitswerth davon ist, dass weder das Quadrat von
1 grosser al$, noch1 kleiner als3 sei, so wird durch unsern letzten Satz dies verneint, also
behauptet, mindestens eins von beiden sei wahr, dass dasaQuanl grosser al$ oder
dassl kleiner als3 sei. Man sieht aus diesen Beispielen, wie dawd; der Sprache, wenn

es Satze verbindet, dageder — noch und das pder' zwischen Satzen wiedergegeben
werden.

41Es folgt, dass

dasselbe ist wie
—((—A4) = (=),
und wir kdnnen daher in
,A—=T

den wagerechten Strich voA, sowie die beiden Theile, in die der obere wagerechte Sttigich den senkrechten
zerlegt wird, al8Vagerechtein unserm besondern Sinne auffassen. Wir sprechen hieriifierfvon dekerschmel-
zung der Wagerechten Den senkrechten Strich nenne Bledingungstrich. Er kann nach Bedurfniss verlangert
werden.

#13Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!



In,A — & kann fur ,£' irgendein Eigenname eingesetzt werden, also auch zA B,
©'. m— Wir erhalten so
A= (A—0O) .
—m*? #14 | Dies bedeutet das Falsche, wekidas Wahre und — © nicht das Wahre ist; S.22
d. h. in diesem Falle, wenft — © das Falsche ist. Das ist aber dann und nur dann der Fall,
wennA das Wahre un@® nicht das Wahre ist. Demnach ist
A— (A—0O)
das Falsche, wenfA und A das Wahre sind, wahrer nicht das Wahre ist; in allen andern
Fallen ist es das Wahre. Hieraus folgt die Vertauschbavikait\ und A: es ist

A— (A—0O)
derselbe Wahrheitswerth wie
A—(A—0O)
m— Es mbgenin
A= (A—0)"

,0' Hinterglied, ,A* und ,A‘ Vorderglieder heissen. Wir kdnnen aber auciy — ©)*
als Hinterglied und ,A* allein als Vorderglied auffassen. Die Vorderglieder sind demnach
vertauschbar.—a*® #*15Ebenso erkennt man, dass

E—-(A—-(A—-0)
dann und nur dann das Falsche ist, wenn sowghdls auchA, als auch= das Wahre ist,
wahrendO nicht das Wahre ist. In allen andern Fallen ist es das Wahireh&en auch hier
wieder diem— Vertauschbarkeit der Vorderglieder—a** #16— A*, — A‘, — Z*. Diese
Vertauschbarkeit muss eigentlich fir jeden vorkommenddhriachgewiesen werden, und
ich habe dies in meinem Buchlein ,Begriffsschrift fur ejei Falle gethan, sodass es leicht
sein wird, danach jeden Fall zn behandeln. Um nicht in zusgr&¥eitlaufigkeiten verstrickt
zu werden, will ich hier diese Vertauschbarkeit als allgenzeigestanden annehmen und in
Zukunft ohne weitere Erinnerung davon Gebrauch machen. | 23 S.

" E—-(A—-(A—-9)
ist dann und nur dann das Wahre, wenn sowbhhbls auchA, als auch= das Wabhre ist,
wahrendO nicht das Wahre ist. Demnach
F-(4>2—-03>2—-(1<2—-3<2))),
in Worten: 3 ist nicht kleiner al2 und 1 ist kleiner als2 und 3 ist grosser al® und 4 ist

42Wir erhalten so
A= (A—0)
wo wir nun die Wagerechteverschmelzerkénnen:

J A= (A—0O)".

43Es mogen in
A= (A—0)

,— ©' Oberglied, ,— A*und ,— A* Unterglieder heissen. Wir kbnnen aber auch ,— ©" als Oberglied und
— A" allein alsUnterglied auffassen. Die Unterglieder sind demnaeitauschbar.
44vVertauschbarkeit der Unterglieder
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grosser alg;

Fo4>2—-(3>2—--1<2)),
in Worten:1 ist kleiner al2 und3 ist grésser al und4 ist grosser al8. Man kann sich dies
so zerlegt denken

, Fod>2--(-d>2—--1<2))

o #17

2 (4>2--=23>2--1<2)
den Werth der Function (¢ — — &) fur das¢-Argument— (3 > 2 — = 1 < 2) und das

¢-Argument4 > 2, wo nun— (3 > 2 — - 1 < 2) der Werth derselben Function fiir das
&-Argumentl < 2 und das-Argument3 > 2 ist.

8 13.s—Um die Benennung ,Bedingungspfeil zu rechtfertigen, weéch darauf hin—w*®
#18 dass die Namen3, > 2 — 32 > 2,2 > 2 — 22 > 21 > 2 — 12 > 2" aus
& > 2 — £2 > 2t dadurch hervorgehen, dass figf , 3, , 2", , 1* gesetzt werden. Gebrau-
chen wir nun das Zeichen>, so, dass1' > A‘ das Wahre bedeutet, werdhund A reelle
Zahlen sind und” grdsser alsA ist, und dass in allen andern Falldn > A' das Falsche
bedeutet; nehmen wir ferner an, dass die Bezeichnifigsp erklart sei, dass sie immer eine
Bedeutung habe, werlhein Gegenstand ist, so ist der Werth der Function

£>2-¢2>2
| fiir jedes Argument das Wahre; also
FVala>2—a®>2],
in Worten:wenn etwas grésser alsist, so ist auch sein Quadrat grosser2alSo auch
Fvala?=1—a’ =1],
in Worten:wenn das Quadrat von etwdsist, so ist auch dessen vierte PotdnMan kann
aber auch sagefjede Quadratwurzel aus ist auch vierte Wurzel aus oder:alle Quadrat-
wurzeln aud sind vierte Wurzeln aus*’. Hier haben wir didJnterordnung eines Begriffes
unter einen Begriff, eineallgemein bejahenden Satz. Wir haben Begriff eine Function mit
einem Argumente genannt, deren Werth immer ein Wahrheitivigt. Solche Functionen
sind hieré* = 1 und¢? = 1; diese ist deuntergeordnete jene deriibergeordneteBegriff.
Aus diesen Begriffen als Merkmalen ist (¢ = 1 — - ¢t = 1) zusammengesetzt. Unter
diesen Begriff fallt z. B. die Zahl —:
P ()P =1 (=) =),

in Worten: —1 ist Quadratwurzel au$ und vierte Wurzel aud. Wir haben in § 8 ge-
sehen, wie das ,es giebt' der Wortsprache wiedergegebeh Wiir wenden das an, um
auszudriicken, dass es etwas giebt, was Quadratwurzél ang vierte Wurzel aug ist:
F-=Va[- - (a> =1 — = a* = 1)]. m—Offenbar heben sich hier zwei Verneinungszei-
chen gegenseitig auf:a*® #%- - Va[a2 = 1 — - a = 1]. Betrachten wir dies noch

45Die Verneinungsstriche zwischen den Bedingungsstrictereh sich und die Wagerechten lassen sich ver-
schmelzen. Wir haben in

46Um die Benennung ,Bedingungsstrich' zu rechtfertigen,sgéch darauf hin,

47"Man verbindet hiermit leicht den Nebengedanken, dass esgsie, was Quadratwurzel dusei. Dieser muss
hier ganz fern gehalten werden. Ebenso ist hier der Nebangedbzuwehren, dass es mehr als eine Quadratwurzel
ausl gebe.

480ffenbar heben sich hier zwei Verneinungsstriche gegtigsaif:
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von einer andern Seitéla [a? = 1 — — a* = 1] ist der Wahrheitswerth davon, dass, wenn
etwas Quadratwurzel ausist, es nicht vierte Wurzel aus sei, oder, wie wir auch sagen
kénnen, daskeine Quadratwurzel aus vierte Wurzel aud sei. Dieser Wahrheitswerth ist
das Falsche und folglich: = Va [a®> = 1 — = a? = 1]. Wir haben hier die Verneinung
einesallgemeinverneinenden Satzes, d. h. eingarticular bejahenden Sat?, fir den wir
auch sagen kénnereinige Quadratwurzeln aus | sind vierte Wurzeln aus, wobei aber
die Form des Plurals nicht so verstanden werden muss, dgssate mehre sein missen.

F-Vaa®=1—-a'=1],

in Worten: es giebt mindestens eine dritte Wurzel dudie auch vierte Wurzel ausist;
oder:einige— oder mindestens doch eine — dritte Wurzel aust vierte Wurzel ausg.

In unsern Zeichen erscheint das Séatze verbindende ,undgerainfach als der Functi-
onsname( — &', wofur ein einfacher Wortausdruck fehlt. Das in der Wortsghe vorliegen-
de Verhéltniss scheint leicht das naturlichere und sackgsene zu sein, weil es das gewohn-
te ist.m— Was aber, vom logischen Standpunkte aus betrachtet, baifaei, ist nicht leicht
zu sagen: man kann mit ,und' und der Verneinung unger, &' erklaren, aber auch umge-
kehrt mit dem Functionsnamet — & und dem Verneinungszeichen das ,undw®® #200f-
fenbar besagtz. B,2+2 =4 — 2+3 = 5'wenigeralst - (24+3=4— - 243 =15)'
und kénnte darum flr einfacher gelten. Der eigentliche @fiindie Einflhrung des(, — ¢
ist die Leichtigkeit und Uebersichtlichkeit, mit der sichndit das Schliessen darstellt, zu dem
wir jetzt Gbergehn.

Schlusse und Folgerungen.

8 14.Aus den Satzer, A — I und - A' kann geschlossen werdekh: I'*; denn, ware
I nicht das Wahre, so ware, dadas Wahre ist; A — I" das Falsche. Ich werde nun jedem
in Begriffsschriftzeichen aufgestellten Satze, wenn étespzu einer weitern Beweisfiihrung
gebraucht werden soll, eidbzeichengeben, um ihn heranziehen zu kédnnen. Wenn nun so
der Satzl- A — I'*das Abzeichenq' und , A* das Abzeichen‘ erhalten hat, so schreibe

“9Der particular bejahende Satz besagt einerseits zwar weniger alaligemein bejahende, andererseits aber
auch, was leicht tbersehen wird, mehr, da er das ErfulltssiBdgriffe behauptet, wahrend die Unterordnung auch
bei leeren Begriffen und grade bei diesen immer stattfindehdida Logiker scheinen die Begriffe ohne Weiteres
als erfullt anzunehmen und den sehr wichtigen Fall des leBemiffes ganz zu tbersehen, vielleicht weil sie
leere Begriffe sehr mit Uurecht nicht als berechtiﬁtz? anerkennen. Daher kommt es, dass ich die Ausdriicke
,Unterordnung’, ,allgemein bejahend’, ,particulér bejaidé nicht ganz in demselben Sinne gebrauche, wie jene
Logiker, und zu Ausspriichen gelange, die jene mit UnrecHidiich zu halten geneigt sein werden.

50was aber, vom logischen Standpunkte aus betrachtet, barfaei, ist nicht leicht zu sagen: man kann mit ,und*
und der Verneinung unse¢ ,— &' erklaren, aber auch umgekehrt mit dem Functionsnanjer-, £ und dem
Verneinungsstriche das ,und'.
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ich den Schluss entweder so

FA—-T
(B8) =
, FT
mit Doppelkolon
oder so
FA
(a):
, T

mit einfachem Kolon.

S.26 |
Dies ist die einzige Schlussweise, die ich in meiner Beggihrift angewendet habe, und
man kann mit ihr auch auskommen. Das Gebot der wissendchafil Sparsamkeit wirde
nun eigentlich verlangen, es zu thun; aber dem treten pidiGriinde entgegen, denen ich
hier, wo ich lange Schlussketten bilden will, etwas naclkegemuss. Es wiirde sich namlich
eine zu grosse Weitschweifigkeit ergeben, wenn ich nichhr@gcige andere Schlusswei-
sen zulassen wollte, was ich schon in dem Vorworte jenesanadivlerkchens in Aussicht
genommen habe.
Wenn uns die Séatze
y FII—= (A= (A—=T))° (v
und
, FAY (B
gegeben sind, so kbnnen wir nicht unmittelbar wie oben esbéne—sondern erst, nachdem
wir, von der Vertauschbarkeit der Vorderglieder Gebraucitihend,—m°* #2Y{(~) umgewan-
delt haben in
, FA- T —(A—-T))".
Um aber Gibermassige Weitlaufigkeit zu vermeiden, schreibelas nicht ausdricklich hin,
sondern gleich
FI—-(A—-(A->T)) *

(8) =
, FOI— (A—T)
oder
FA S
(7) :
, FII— (A—T),

m— wo im Schlusssatze die Vorderglieder auch anders georditekgnnten—m? #22

m—Wenn ein Vorderglied eines Satzes sich von einem zweiten 3atnur durch
den fehlenden Urtheilstrich unterscheidet, so kann man auginen Satz schliessen,

51sondern erst, nachdem wir, von der Vertauschbarkeit degrglieder Gebrauch machend,
52wo im Schlusssatze die Unterglieder auch anders geordimetéenten.

#21Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!
#22Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!



der aus dem ersten durch Unterdriickung jenes Vordergliedefervorgeht.—w®3 #23
Wir ziehen auch zwei solche Schlisse zusammen, wie ausrietdgezu ersehen ist. Es
sei noch gegeben der Satz A (p*. Dann schreiben wir den doppelten Schluss so:

FI—-(A—-(A—-T)) *

(B, p) =
FII—T

8 15.Etwas weniger einfach ist folgende Schlussweisc. Aus difeheSatzen
, FA =T («
und
, FO - A" (6
kénnen wir auf den Satz,© — T schliessent- (© — T') ist ndmlich nur dann das Falsche,
wenn® das Wahre und' nicht das Wahre ist. Wenn abérdas Wahre ist, so muss auth
das Wahre sein, weil son&t — A das Falsche ware. Wenn aleidas Wahre ist unfl nicht
das Wahre | wére, so wate— I' das Falsche. Der Fall, wo — I' das Falsche wére, findet
also nicht statt und es i§t — I" das Wahre.
Diesen Schluss schreibe ich entweder so:

FA—-T
@) —— — — — — — —
, FO—-T
oder so
FO—A '
(@): — — — — — — — —
FO =T

Wenn wir statt des Satzea)(den in 8 14 mit dem Abzeichen/, versehenen als Praemisse
haben, so mussen wir eigentlich wie dort erst eine Umwamdian dem Schlusse vorneh-
men. Aber wir machen dies der Kirze halber wie oben im Kopfksahreiben

FOI—-A—=(A-=T)) °

, FII - (A— (©—-1)).
Esist— I' — — A das Falsche, wenn T" das Wahre und- A nicht das Wahre ist;
d. h. wenn —" das Falsche und\ das Wahre ist. In allen andern Fallenistl’ — = A

das Wahre. Dasselbe gilt aber auch vdn— T', sodass die Functionen ¢ — — ¢ und
¢ — & immer fur dieselben Argumente denselben Werth haben. Bideisen die Functionen

53Wenn ein Unterglied eines Satzes sich von einem zweiten Sataur durch den fehlenden Urtheilstrich
unterscheidet, so kann man auf einen Satz schliessen, dersadem ersten durch Unterdriickung jenes Unter-
gliedes hervorgeht.
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- & — ¢und— ¢ — & fur dieselben Argumente immer denselben Werth. Man flleget
auf den vorigen Fall zuriick, indem man fi§f , — ¢* setztm—und unmittelbar auf einander
folgende Verneinungszeichen aufheb#® #2*Auch die Functioned — - ¢ undé — — ¢
haben fur dieselben Argumente immer denselben Werth. Win&b also von dem Satze
,F A — I zudem Satzel; - I' — -~ A" ibergehen und umgekehrt von diesem zu jenem.
Wir schreiben diese Uebergange so:

FA—-T ¢
X

, F=T —-= A

und
F=-T—--A°

, FA—=T

Ebenso auch:
F-A—-T

, F-T —=A
und
FA—-T"*

X
, FT — = A

Falle, die auf den ersten zuriickfiihrbar sirddurch Aufhebung von Verneinungszeichem>®
#25 Wir konnen dies in eine Regel so fassen:

m— Man darf ein Vorderglied mit dem Hintergliede vertausch&ann man gleich-
zeitig die Wahrheitswerthe beidaemkehrt.—w®® #26

S.28 m— Wir nennen diesen Uebergakgntraposition.«a°’ #2” Es konnen aber auch mehre |

54und unmittelbar auf einander folgende Verneinungstrictiiaeht.

55durch Aufhebung von Verneinungstrichen.

56Man darf ein Unterglied mit dem Obergliede vertauschen, wean gleichzeitig die Wahrheitswerthe beider
umkehrt.

57wir nennen diesen Uebergaké¢endung.
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m—\orderglieder—a>® #28vorhanden sein. So haben wir den Uebergang
FOI—-(—-A—=(A->T)) *

X
m—Indem wir von der Vertauschbarkeit der Vordergliederstiiweigend Gebrauch machem®

#29 kdnnen wir aber auch schreiben:
FI—-(-A—=(A-=T)) '

X

, FII = (=T —= (A—A)).
m—Durch zweimalige Kontraposition gelingt es, alle Vorde¥dér in eins zusammenzufas-
sen, wie folgt;—m® #30

FO—-(-A—>(A—=>T))

X
F-T—-(M— (- A—=A))

X

m—Wir fassen namlich bei der zweiten Kontraposition
y H — (—\ A — A) !

als Hinterglied und + I als Vorderglied aut—a®' #3! Nennen wir zur Abkiirzung den
Wabhrheitswerth

,©'! Der vorletzte Satz geht dann tber in - I' — ©°, woraus folgt - = © — I'". Setzen
wir dann fur ©* den ausfiihrlichen Ausdruck wieder ein, so erhalten wir 8ehlusssatz.
Wie aus dem § 12 zu ersehen ist, haben wir in

- (II— (= A— = A))
den Wahrheitswerth davon, dadsdas WahreA nicht das Wahre unfl das Wahre sei.

58Unterglieder

59Indem wir von der Vertauschbarkeit der Unterglieder stillseigend Gebrauch machen,
60Durch zweimalige Wendung gelingt es, alle Unterglieder ise@iusammenzufassen, wie folgt:
61wir fassen namlich bei der zweiten Wendung

,H—>(—\A—>—| A)‘

als Oberglied und- I als Unterglied auf.
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Nehmen wir die Séatze
FII—-(A—(A—=T))" (v
und
, FEX > (- E2=>(A—=A)" (e

als gegeben an, so kénnen wir so folgarnaswir fassen zunéchst die Vorderglieder vai (
zusammen:-u®2 #32

FX—o(-Z—=(A—=A) °

S.29

X
I (A= (A—=(E—-(-E=10))
Dies kdnnen wir dadurch vereinfachen, dass Wi nur einmal schreiben:
FI— (A= (S— (- E=D)5
denn
A—(A-T)

ist immer derselbe Wahrheitswerth wke— T'.

n—

Ein zweimal auftretendes Vorderglied braucht nur einmaktbeeben zu werden.
Wir nennen dies diserschmelzunggleicher Vordergliedes—m®® #34

62wir fassen zunéchst die Unterglieder vai fusammen:

63wir kénnen jetzt wie im Anfange dieses Paragraphen scleliesta dieser Satz dieselbe Form hat wie dt (
64— Wir [6sen jetzt das zusammengesetzte Vorderglied wiederaiP. #33

66

Ein zweimal auftretendes Unterglied braucht nur einmal gésioén zu werden.
Wir nennen dies di&erschmelzunggleicher Unterglieder.
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Ich schreibe nun diesen Uebergang abgekirzt so:
e FX=(-EZ—=(A—=A)

M: == === ===
, FIL— (A = (8 — (- E—1)))
oder so:
v FI-A—-(A-T)) *
) — — — — — — — —

. FI—-(A—-(X—(-Z2-1)))
und stelle fur ihn folgende Regel auf:
m—Wenn dieselbe Zeichenverbindung in einem Satze als Hinteligd und in ei-
nem andern als Vorderglied auftritt, so kann man auf einen S& schliessen, in wel-
chem das Hinterglied des zweiten als Hinterglied und alle Mfaerglieder beider ohne
das genannte als Vorderglieder erscheinen Doch brauchen Xéerglieder, die in bei-
den vorkommen, nur einmal geschrieben zu werder-a®’ #3°

In ahnlicher Weise wie in 8§ 14 konnen wir hier zwei Schlisssammenziehen. Es seien

z. B. ausserd) die Satze

, 0P @
und

, FIT° (n
und

, FPO—->A—-(A->D)" (¢

gegeben, so kénnen wir schreiben |
t FP>IT—-A—=(A->T1))) *

FO—(A—(A—-T)).

8 16.Nehmen wir an, es seien die Satze
 FA=(E—= (= 0—=4))° (<
und
 FXo (- E=(A—=A)" (e

67Wenn dieselbe Zeichenverbindung in einem Satze als Obergiieind in einem andern als Unterglied auf-

tritt, so kann man auf einen Satz schliessen, in welchem das @lyglied des zweiten als Oberglied und alle
Unterglieder beider ohne das genannte als Unterglieder echeinen Doch brauchen Unterglieder, die in bei-

den vorkommen, nur einmal geschrieben zu werden.
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gegeben, so kbénnen wir diesen Fall auf den eben behandaeltigckfiihren, und zwar so:
e FE¥E-(-E—=(A—A) '

, FEX—=(A— (= 0 —=A4A)).

m—Diese beiden Kontrapositionen haben den Zweck, durch Warstzung gleicher Vordergliedem®®
#36 — A* einmal wegzuschaffen. Dass A — A immer derselbe Wahrheitswerth ist wie

— A, kann auch unmittelbar eingesehen werden; denn es i&t— A das Falsche, wenn

= A das Wahre und\ nicht das Wabhre ist, sonst das Wahre. In der letzten Bedmggin

die erste enthalten. Es ist aber auch\-das Falsche, wenf nicht das Wahre ist, sonst das
Wabhre. Wir schreiben nun diesen Uebergang abgekirzt so:

e FX>(-EZ=(A—=A) °
, FY—>(A— (-0 —=A)
und sprechen die Regel so aus:

m—\Wenn zwei Satze in den Hintergliedern tUbereinstimmen, wakend ein Vor-
derglied des einen sich von einem Vordergliede des andern ndurch das davor ste-
hende Verneinungszeichen unterscheidet, so kénnen wir agfnen Satz schliessen, in
welchem das Ubereinstim- | mende Hinterglied als Hintergéd und alle Vorderglie-
der beider mit Ausnahme der beiden genannten als Vorderglider erscheinen. Dabei

brauchen Vorderglieder, die in beiden vorkommen, nur einma hingeschrieben zu
werden (Verschmelzung gleicher Vordergliederw®® #37

8 17. Sehen wir nun zu, wie der in der Logik ,Barbara‘ genannte G&sisich hier
einreiht! Aus den beiden Satzen:
,alle Quadratwurzeln aus 1 sind

vierte Wurzeln aus 1
und

68Diese beiden Wendungen haben den Zweck, durch Verschmetjteioher Unterglieder

6%Wenn zwei Satze in den Obergliedern tibereinstimmen, wahrendin Unterglied des einen sich von einem
Untergliede des andern nur durch den davor stehenden Vernaingstrich unterscheidet, so kdnnen wir auf
einen Satz schliessen, in welchem das Ubereinstim- | mende é@glied als Oberglied und alle Unterglieder
beider mit Ausnahme der beiden genannten als Untergliederrscheinen. Dabei brauchen Unterglieder, die in
beiden vorkommen, nur einmal hingeschrieben zu werdeVerschmelzung gleicher Unterglieder).

#36Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!
#3MTextkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!



,alle vierte Wurzeln aus 1 sind

achte Wurzeln aus 1°
kénnen wir schliessen:
,alle Quadratwurzeln aus 1 sind

achte Wurzeln aus 1'

Wenn wir nun die Praemissen so schreiben:

, FVaje®>=1—a*=1]"

und

, FValal=1—-a®=1]",

so kdnnen wir unsere Schlussweisen nicht anwenden, wohhaben wir sie so schreiben:
,Fat=1—-at=1"
und
,Fat=1—-a28=1"

Wir haben hier den Fall des § 15. Wir versuchten schon fridierAllgemeinheit mittels
eineslateinischen Buchstaberin dieser Weise auszudriicken, kamen aber davon wieder ab,
weil wir bemerkten, dass das Gebiet der Allgemeinheit ngemtigend abgegrenzt ware. Wir
begegnen diesem Bedenken nun durch die Festsetzung, desebdateinischen Buchsta-
ben dasGebiet Alles umfassen solle, was in dem Satze ausser dem Urthiaikstvorhanden
ist’%. Mit einem lateinischen Buchstaben kann man demnach ni¥edigeinung der Allge-
meinheit ausdriicken, wohl aber die Allgemeinheit der Vienmeg. Eine Zweideutigkeit ist
also nun nicht mehr vorhandes—Man sieht aber, dass der Ausdruck der Allgemeinheit
mit deutschen Buchstaben und Allquantor dadurch nichtflilssig wird—a’* #38 Unsere
Festsetzung Uiber d&ebieteinedateinischen Buchstabersoll dieses nur nach unten, nicht
nach oben abgrenzen. Es bleibt also erlaubt, ein solchegi@eth mehrere Satze auszudeh-
nen, und das macht die lateinischen Buchstaben geeigimat3ohliessen Dienste zu leisten,
welche die deutschen bei der strengen Abgeschlossentest@ebietes nicht leisten kénnen.
Wenn wir die Pramissert, (z2 = 1 — 2% = 1)'und , (22 = 1 — 2* = 1)" haben und
auf den Satzh; (z* = 1 — 2® = 1)‘ schliessen, so erweitern wir voriibergehend, um zu
schliessen, das Gebiet das auf beide Praemissen und den Schlusssatz, wobei jedoeh jed
dieser Satze auch ohne diese Erweiterung gilt.

Wir sagen von einem lateinischen Buchstaben nicht, dassen &egenstandedeute
sondern dass er einen Gegenstandeute | Ebenso sagen wir auch, ein deutscher Buch-
stabedeute einen Gegenstarah da,m—wo er nicht bei einem Allquantor stehtm’? #3°

Ein Satz mit einem lateinischen Buchstaben kann immer uragdelt werden in einen
solchen mit einem deutschen Buchstalendessen Allquantor direkt hinter dem Urtheil-

"OHiermit ist der Gebrauch der lateinischen Buchstaben nuidarFall erklart, dass ein Urtheilstrich vorhanden
ist. Das ist aber in einer reinen Begriffsentwickelung immer Eall; denn wir schreiten dabei immer von Satz zu
Satz fort.

“IMan sieht aber, dass der Ausdruck der Allgemeinheit mit daets@uchstaben und Héhlung dadurch nicht
Uberfliissig wird.

“2wo er nicht liber einer Héhlung steht.
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striche steht—m"® #0Wir schreiben einen solchen Uebergang so:
Fo(x) !

N—

, FVa[®(a)].
Hierbei ist die zweite Regel des § 8 zu beachten, wie im falganBeispiele, wo als neu
einzufuhrender deutscher Buchstabe niehgewahlt werden darf.

FVela>e—a>e’] = (a>0—1>a)
N—

FVa[Ve[a>e—a>e’] — (a>0—1>a).

Bei dem Uebergange von einem lateinischen zu einem deutdg8behstaben muss noch
folgender Fall erwéhnt werden. Betrachten wir den Sat¥g [I' — ®(a)]‘, worin ,I* ein
Eigenname und®(¢)‘ ein Functionsname seifa [I' — &(a)] ist das Falsche, wenn die
FunctionT" — ®(&) fur irgendein Argument das Falsche als Werth hat. Das ish atan
Fall, wennI" das Wahre ist und der Werth der Function®) flr irgendein Argument das
Falsche ist. In allen andern Fallen ¥&t [’ — ®(a)] das Wahre. Es besagt alstu,[[' —
®(a)], dassI" nicht das Wahre sei, oder dass der Werth der Fundti@n fir jedes Argument
das Wahre sei. Vergleichen wir hiermit — Va [®(a)]! Dies bedeutet das Falsche, wekin
das Wahre unfa [®(a)] das Falsche ist. Das ist aber der Fall, wenn fur irgendeimnavent
der Werth der Function (&) das Falsche ist. In allen andern Fallenlist— Va [®(a)]
das Wahre. Der Satz,I' — Va [®(a)]* besagt also dasselbe wie Va [I' — ®(a)]". Wenn
fur ,I" und ,®(&)* Zeichenverbindungen gesetzt werden, welche einen Gegehsind eine
Function nicht bedeuten, sondern nur andeuten, indemtsiaileche Buchstaben enthalten,
so gilt das eben Gesagte doch, wenn fir jeden lateinischehsBaben ein Name gesetzt
wird, welcher dies auch sei, also allgemein.

Um mich genauer ausdriicken zu kdnnen, will ich folgende Gpreise einflihrenNa-
mennenne ich nur solche Zeichen und Zeichenverbindungenhwedtwas bedeuten sollen.
Lateinische Buchstaben und Zeichenverbindungen, in deakfe vorkommen, sind also
keineNamen weil sie nur andeuten. Eine Zeichenverbindung, welchsrneche Buchsta-
ben enthalt und welche immer in | einen Eigennamen libergenty wir jeden lateinischen
Buchstaben durch einen Namen ersetzen, willlathinische Gegenstandsmark&ennen.
Und eine Zeichenverbindung, welche lateinische Buchstamhalt und welche immer in
einen Functionsnamen ubergeht, wenn wir jeden lateinis€hehstaben durch einen Na-
men ersetzen, will ickateinische Functionsmarkeoderlateinische Marke einer Function
nennen.

Wir kdnnen nun sagen: der SatzT" — Va [®(a)]' besagt immer dasselbe wie der Satz
,F Va [I' — ®(a)]* nicht nur, wenn ®(£)* ein Functionsname und’; ein Eigenname ist,
sondern auch wenrb(£)‘ eine lateinische Functionsmarke urid gine lateinische Gegen-
standsmarke ist.

Wenden wir dies an auf folgenden Fall!

FVele>2—e?>4] — (2-a>4—a® >4)

N—r

“dessen Hohlung von dem Urtheilstriche nur durch einen Veaipéen getrennt ist.
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FVelVele>2—e2>4] — (2-e>4—e¢?>4) ™
Nach dem eben Gesagten kénnen wir fir den letzten Satz ahilsen
, FVe[e>2—e? >4 —»Ve2-e>4—e2>4]"
Es ist klar, dass nur solcle-Vorderglieder—a’®> #**aus dem Gebiete des neu einzufiihren-

den deutschen Buchstaben entlassen werden kdnnen, welclze érsetzenden lateinischen
Buchstaben nicht enthielten. Ich will solche Uebergangscéwoeiben:

FVele>2—e2>4 - (2-a>4—a®>4)
N—r

L EVele>2—e2>4] - Ve[2-e>4 — e > 4]

Statt mehre deutsche Buchstaben nach einander einzufi@cteeiben wir gleich unter das
Zeichen ,~—* das Endergebniss hin.
Wir fassen dies in folgende Regel:

Es ist erlaubt, in einem Satze einen lateinischen Buchstabdiberall, wo er vor-
kommt, durch einen und denselben deutschen Buchstaben zu stzen.m—Dieser
muss dann zugleich bei einem Allquantor vor einem solchen Htergliede ange-
bracht werden, ausserhalb dessen der lateinische Buchstammicht vorkommt«—m’®
#4277 \Wenn in diesemm—Hintergliede—a’® #44 das Gebiet eines deutschen Buch-
| staben enthalten ist und in diesem Gebiete der lateinischBuchstabe vorkommt, S.33
so muss der fur diesen einzufihrende deutsche Buchstabe vignem verschieden
gewahlt werden(zweite Regel des § 8).

8 18.Wir wollen nun mit lateinischen Buchstaben einige allgamdbesetze aufstellen,

von denen wir spater Gebrauch machen missen. Nach 8 12 wére

- (A-T)
nur dann das Falsche, welinund A das Wahre wéren, wahreftnicht das Wahre ware.
Dies ist unmaoglich; also

Fa— (b—a) (1
Die I ist diesem Satze als Abzeichen (8§ 14) gegeben, undesal@n auch fernerhin Abzei-
chen den Satzen beigelegt werden. Wenn wir sbafts’ schreibenm—kdnnen wir gleiche
Hinterglieder verschmelzens® ##®sodass wir in- « — «' einen besondern Fall von (1)
haben, der auch ohne Erinnerung mit unter (1) verstandedemesoll.

"Die zweite Regel des § 8 verbietet hier nicht den nochmaligebr&ich des;, weil , a* in dem ersten Satze
nicht im Gebiete dese; vorkommt.

“SUnterglieder

"®Dieser muss dann zugleich iiber einer Héhlung vor einem sol€hieergliede angebracht werden, ausserhalb
dessen der lateinische Buchstabe nicht vorkommt

“"a—Wenn also der lat. Buchstabe in jedem Vordergliede vorkommingss der ganze Satz ohne den Urtheil-
strich als Hinterglied aufgefasst werden, und der Allqoantit dem deutschen Buchstaben muss dann direkt hinter
dem Urtheilsstriche stehenm’8 #43

"90bergliede

80kdnnen wir gleiche Unterglieder verschmelzen,
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— A und - A sind immer verschieden und Wahrheitswerthe. Da nuii -ebenfalls
immer ein Wahrheitswerth ist, so muss er entweder mih-eder mit— A zusammenfallen.
Daraus folgt, dass: (—T') = (= A) — (—T) = (—A) immer das Wabhre ist; denn
es wirde nur dann das Falsche sein, wenf—T') = (-~ A) das Wahre, d. h—T) =
(= A) das Falsche, ung—T") = (— A) nicht das Wahre, d. h. das Falsche wére. Mit andern
Worten:— (—TI') = (- A) — (—TI') = (—A) waére nur dann das Falsche, wenn sowohl
(—T) = (—A), alsauch—TI') = (= A) das Falsche wére, was, wie wir eben gesehen,
nicht mdglich ist. Also

F=(—a)=(=b) = (—a)=(—D) (v
Auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens konnten ldimiern allenfalls entbehrt wer-
den.

Aus der Bedeutung des Functionsnamen& 11) folgt

Fa=1exte(a=c¢) \

Erweiterung der Allgemeinheitsbezeichnung.

8 19.Bisher ist die Allgemeinheit nur in Hinsicht auf Gegenstéadisgedriickt worden.
Um dasselbe fur Functionen thun zu kénnen, sondern wir deh&aben f*, , ¢', , ', , F",
,G',, H und die entsprechenden deutscherfalactionsbuchstabernvon den andern ab, die
wir Gegenstandsbuchstabenennef!, sodass sie nie wie diese Gegenstande, sondern nur
Fnnctionen andeuten sollen. Zu d8egenstandsbuchstabenechnen wir auch die kleinen
griechischen | Vokalbuchstabai~da sie ohne das Werthverlaufszeichen nur an solchen
Stellen vorkommen, wo auch Eigennamen stehen korasfi. #4¢ Auf einen Functions-
buchstaben folgt Uberall in seinem Gebiete édteemmer, deren Innenraum eine Stelle oder
zwei durch ein Komma getrennte Stellen enthdlt, jenachdenBdchstabe eine Function
mit einem oder mit zwei Argumenten andeuten soll. Eine solstelle dient zur Aufnahme
des einfachen oder zusammengesetzten Zeichens, das eiméwgbedeutet oder andeutet
oder, wie die kleinen griechischen Vokalbuchstaben, dguArentstelle einnimmt. Es ist klar,
dass ein Functionsbuchstabe in seinem Gebiete Uberalimeit@der Uberall mit zwei Argu-
mentstellen vorkommen muss. D@ebietumfasst bei den lateinischen Functionsbuchstaben
Alles, was ausser dem Urtheilstriche im Satze vorhandem-isbei den deutschen wird es
begrenzt durch einen Allquantor mit dem dahinterstehedeetschen Buchstabenm®® #47
Hierin stimmt der Gebrauch der Functionsbuchstaben gahzlemi der Gegenstandsbuch-
staben Uberein. Zunachst mag dies an Beispielen erlautediew.

8§ 20. Va [®(a)] ist nur dann das Wahre, wenn der Werth der zugehdrigen Fumcti
®(¢) fur jedes Argument das Wahre ist. Dann muss ak$b) ebenfalls das Wahre sein.
Daraus folgt, das§a [®(a)] — @®(I") immer das Wahre ist, was audi(&) fur eine Func-
tion mit einem Argumente sein mag. Hierbei ist die erste Redgs § 8 zu beachten, um
die zugehorige Functiof®(£) zu erkennen. Schriebe man z. Ba,[¥(a, Va [X(a, a)])] —

U (T, Va [X(T',a)])’, m—so hatte man nur scheinbar im Hinter- und Vordergliede deméia
derselben Function; in Wahrheit ware das Vorderglied mit @enctionsnamen (£, Va[X(a, a)])*

81mit Ausnahme von}/*, das einem besondern Zwecke vorbehalten bleibt.
82da sie ohne den Spiritus lenis nur an solchen Stellen vorkormweeauch Eigennamen stehen kénnen.
83pei den deutschen wird es begrenzt durch eine Héhlung mit dleinstiehenden deutschen Buchstaben.
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und das Hinterglied mit dem Functionsnam@$, Va[X (¢, a)])* gebildet«—u®* #8Wir ver-
stehen nun untewf [Va [f(a)] — f(I')]' den Wahrheitswerth davon, dass man stets einen
Namen des Wahren erhalte, welchen Functionsnamen man audle &telle von {' in

,Va [f(a)] — §(T)* einsetze. Dieser Wahrheitswerth ist das Wahre, was alicfiif einen
Gegenstand bedeute:vj [Va [f(a)] — §(a)]. m—Insbesondere gik:-m® #49

Fvalf(a)] = f(a) (la
Man kodnnte dies Gesetz in Worten etwa so wiedergeben: Waallem Gegenstanden gilt,
gilt auch von irgendeinem.

Nach § 7 hat die Function mit zwei Argumentegr- ¢ als Werth immer einen Wahrheits-
werth, und zwar das Wahre dann und nur dann, wenrg glagument mit deng-Argumente
zusammenfallt. Wenii = A das Wahre ist, so ist auch¥f [f(A) — §(T")] das Wahre; d.
h. wennI" dasselbe ist wie\, so falltI" unter jeden Begriff, unter deA fallt, oder, wie
man auch sagen kann, so gilt jede Aussage Nodie vonA gilt. Aber auch umgekehrt:
wennI' = A das Falsche ist, so gilt nicht jede Aussage Voulie vonA gilt; d. h. dann ist
v [f(A) — f(I')] das Falsche. Es féllt z. B nicht unter den Begriff = A, unter denA
fallt. Es ist alsol’ = A immer derselbe Wahrheitswerth wi¢ [f(A) — f(I')]. Folglich fallt
v [f(A) — §(T')] unter jeden Begriff, unter deln = A féllt; also

= g(a=0b) — g(v§[i(b) — f(a)]) (n
Wir sahen (8§ 3, 8 9), dass eine Werthverlaufsgleichheit inimeine Allgemeinheit einer
Gleichheit umsetzbar ist und umgekehrt:
F (exte (f(e)) = extar (g(a))) = (Va [f(a)] = g(a)) v

Hierbei sind die ersten Regeln der §8§ 8 und 9 zu beachten.

8 21.Um nun den Gebrauch der Functionsbuchstaben allgemeiérenkizu kénnen,
bedirfen wir noch einer Benennung, die jetzt erklart werstdh
Betrachten wir die Namen

o Valo (a® =4)]"
, o Va[= (a>0)]"

, - Ya[- - (a>0—-a?=1)]"
so erkennen wir leicht, dass wir sie aus Ya [- ®(a)]*® erhalten, indem wir den Functi-
onsnamend(¢)* der Reihe nach ersetzen durch die Namen der Functighea 4, ¢ > 0,
- (£ > 0 — = & = 1). Es ist klar, dass nur Namen von Functionen mit einem Argu-
mente, nicht Eigennamen oder Namen von Functionen mit zngirAenten eingesetzt wer-
den konnen; denn die einzusetzende Zeichenverbindung imussr offene Argumentstel-
len haben zur Aufnahme des Buchstabei’, und wenn wir einen Namen einer Function

8450 héatte man nur scheinbar im Ober- und Untergliede den Nameselden Function; in Wahrheit wa-
re das Unterglied mit dem Functionsnameh(¢, Va [X(a, a)])* und das Oberglied mit dem Functionsnamen
,P (€, Va[X(E, a)]) gebildet.

85Da hier die Héhlung mit demf, vom Urtheilstriche nur durch einen Wagerechten getresitso kénnen wir
auch unter Wegfall der Hohlung statt des deutschen eineimisthen Buchstaben schreiben:

86\ergl. § 13.

87Dass Functionen, wi¢ = ¢ odere? — ¢ - ¢, die fiir jedes Argument denselben Werth haben — man kénnte
sie Constante nennen —, doch von diesem Werthe (Gegengtmidst zu unterscheiden sind, habe ich in meinem
Vortrage Uber Function und Begriff (S. 8) gezeigt.
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mit zwei Argumenten einsetzen wollten, so wirden ¢fidrgumentstellen etwa unausge-
fullt bleiben. Um z. B. den Namen der Functigf{¢, ¢) einzusetzen, mdchte man vielleicht
schreiben+ Va[— ¥(a,a)]’; aber dann hétte man in Wahrheit nicht den Namen der Functi-
on ¥ (¢, () eingesetzt, sondern den der Function mit einem Argum&iifes) (1. Regel des

§ 8). Wollte man schreiben-, Ya [- ¥(a,2)]', so wirde man auch nur den Namen einer
Function mit einem Argumentel (¢, 2) einsetzen. Man kdnnte etwa d&s stehen lassen:
,— Va[- ¥(a, ()] und hétte hier eine Function, deren Argument duCtangedeutet ware.
Wir fassen dies in der Betrachtung zusammen mit dem FalledagoArgumentzeichen in
,X(€)" ersetzt wird durch®(¢)":, X(®(£))*. Man spricht hier gewdhnlich von einer | Func-
tion von einer Function, aber ungenau; denn, wenn wir unardarinnern, dass Functionen
von den Gegenstanden grundverschieden sind, und dass dtr &eer Function fur ein
Argument von dieser selbst zu unterscheiden ist, so erkewire dass ein Functionsname
niemals die Stelle eines Eigennamens einnehmen kann, wigite Stellen entsprechend
der Ungeséttigtheit der Function mit sich fihrt. Wenn wiyesa,die Functionb(¢)*, so dur-
fen wir nie vergessen, das§ nur in der Weise zum Functionsnamen gehort, dass es die
Ungesattigtheit erkennbar macht. Als Argument der Functi¢¢) kann also niemals selbst
wieder eine Function auftreten, wohl aber der Werth einarckan flr ein Argument, et-
wa ®(2), wobei dann der Werth is€(®(2)). Wenn wir X(®(£))* schreiben, so deuten wir
durch @(¢)* das Argument nur an, wie wir es ifX,(¢)‘ durch ,¢* andeuten. Der Functions-
name ist eigentlich nur ein Theil vo® (&), sodass die Function hier nicht als Argument von
X(€) auftritt, weil der Functionsname nur einen Theil der Argumitséelle ausfillt. So kann
man auch nicht sagen, dass iq Ya [- ¥(a,()]* der Functionsname{ (¢, ()" die Stelle
des Functionsnamen®(&)‘ in, - Va [~ ®(a)]' einnehme; denn er fillt nur einen Theil da-
von aus, wahrend ein anderer Theil, namlich die Stelle de:och fur einen Eigennamen
offen ist. Functionen mit zwei Argumentensind vonFunctionen mit einem Argumente
ebenso grundverschieden wie diese von @egenstandenDenn wahrend diese gage-
sattigt sind, sind die Functionen mit zwei Argumenten weniger gaegagls die mit einem
Argumente, die auch schamgesattigtsind.

Wir haben also iny Va[— ®(a)]' einen Ausdruck, in dem wir den Namen der Function
® (&) durch Namen von Functionen mit einem Argumente ersetzenésiiraber weder durch
solche von Gegensténden, noch durch solche von Functioiterwei Argumenten. Dies
veranlasstuns; Va[— (a? =4)], - Va[= (a > 0)],~ Va[= = (a>0— = a?=1)]als
Werthe derselben Function Va [= ¢(a)] fur verschiedenérgumente aufzufassen. Die-
se Argumente sind hier aber selbst wieder Functionen, chndiie Functionen mit einem
Argumente¢® = 4, & > 0, - (£ > 0 — - & = 1); und nur Functionen eines Argu-
ments kdnnen Argumente unserer Functioiva [~ ¢(a)] sein. Wenn wir sagen ,die Func-
tion = Va [- ¢(a)]', so vertritt ,¢' ebenso das Argumentzeichen, wé in dem Ausdrucke
,die Function¢? = 4‘ einen Eigennamen vertritt, der als Argumentzeichen eisem konn-
te. Ebensowenig wi€t; im letzten Falle gehortg’ in unserm mit zur Function. Wir nennen
nun die Functionen, deren Argumente GegenstandeBurditionen erster Stufe die Func-
tionen dagegen, deren Argumente Functionen erster Stude sidgernFunctionen zweiter
Stufeheissen. Der Werth unserer Functioriva[— ¢(a)] istimmer ein Wahrheitswerth, wel-
che Function | erster Stufe wir auch als Argument nehmen mdgé&Jebereinstimmung mit
dem Fruhern werden wir sie demnach Begriff nennen, und Beariff zweiter Stufe zum
Unterschiede von deBegriffen erster Stufe die Functionen erster Stufe sind.

Unsere Function Va [~ ¢(a)] hatte fur die vorhin genommenen Argumente als Werth
das Wahre. Nehmen wir nun als Argument die Functioié > 0 — — & = —1), so
erhalten wir in- Va [- = (a > 0 — - a® = —1)] das Falsche, weil es keine positive
Cubikwurzel aus-1 giebt. Ebenso ist der Werth unserer Function fir das Argaihen3
das Falsche; denn wir kbnnenva [- (a + 3)] immer ersetzen durch Va [~ (—a+ 3)],



und dies ist das Falsche, weil der Werth der Functiog +3 immer das Falsche ist, wenn
wir ndmlich das Pluszeichen so erklart voraussetzen, dasein Argument der Werth der
Function¢ + 3 das Wahre ist.

§ 22.Eine andere Function zweiter Stufe haben wir in
va [p(a) — Ve [6(e) — a = ¢]]
wo ,¢" wieder das Zeichen des Arguments vertritt. Ihr Werth ist tahre fir jeden Begriff
erster Stufe als Argument, unter den nicht mehr als ein g@@mZsegenstand féallt. Demnach
FVaja+1=3—>Vele+1=3— a=¢
FVYa[ma=a—Ve[- e=¢e—a=¢
Dagegen:
F-Vala?=1—-Vel[e?=1—a=¢]]
Eine Function zweiter Stufe haben wir auchd(®). Die Werthe dieser Function sind
theils Wahrheitswerthe, wie z. B. fur die Argumegte- ¢ = £ - &, £ + 1 = 4, denen die

Werthe2 + 2 = 2.2 und2 + 1 = 4 entsprechen, theils andere Gegenstande, wie z. B.

die Zahl3 fiir das Argument + 1. Diese Function zweiter Stufe ist von der blossen 2ahl
verschieden, da sie wie alle Functionen ungesattigt ist.

Die Function zweiter Stufe —&(2) unterscheidet sich von der vorigen dadurch, dass ihr
Werth immer ein Wahrheitswerth ist. Sie ist also ein Begniffeiter Stufe, den wir Eigen-
schaft der ZahR nennen kdnnen; denn jeder Begriff, unter den die 2afilllt, fallt unter
diesen Begriff zweiter Stufe, und alle andern FunctionesteerStufe mit einem Argumente
fallen nicht unter diesen Begriff zweiter Stéife

Auchin

- (Valp(a) —a=2]— - ¢(2)
haben wir einen Begriff zweiter Stufe, den wir nennen kénnteigenschaft der Zatt,
welche dieser ausschliesslich zukommt.

Ein Begriff zweiter Stufe ist auctia [¢(a)]. Eine Function zweiter Stufe, die kein Begriff
ist, haben wir irexte (¢(¢)).

Um ein Beispiel aus der Analysis | zu haben, betrachten wirifferentialquotienten
einer Function. Wir sehen diese als Argument an. Nehmeningr lgestimmte Function, z.
B. ¢% als Argument, so erhalten wir zunachst wieder eine Funetister Stufe2 - ¢, und
erst, wenn wir als Argument dieser einen Gegenstand, z.e&Zall3 nehmen, erhalten wir
als Werth einen Gegenstand: die ZéhDer Differentialquotient ist demnach als Function
mit zwei Argumenten anzusehn, von denen das eine eine Bunetster Stufe mit einem
Argumente, das andere ein Gegenstand sein muss. Wir kéhneteshallungleichstufige
Function mit zwei Argumenten nennen. Aus dieser erhaltereime Function zweiter Stufe
mit einem Argumente; indem wir sie mit einem Gegenstandsaemte — z. B. der Zatd
— sattigen; d. h. indem wir bestimmen, dass der Differeqtiatient fiir das Argumer
gebildet werden solf8.

Eine ungleichstufige Function mit zwei Argumenten habenawith in —¢(¢), wo &'
die Stelle des Gegenstandsarguments yrid‘, die des Functionsarguments einnimmt und
kenntlich macht. Da der Werth dieser Function stets ein W&itswerth ist, kdnnen wir sie

88\ergl. Anm. S. 8.

89Es muss hierbei wie bei allen der Arithmetik entnommenen Bdipierausgesetzt werden, dass die Zeichen
der Addition, Multiplication u.s.w. sowie das des Diffetiaguotienten so definirt seien, dass ein aus ihnen und
Eigennamen rechtméssig gebildeter Name immer eine Bedeutuegwabfreilich die tblichen Definitionen nicht
leisten, weil dabei immer nur auf Zahlen Bedacht genommen wirdsteres ohne dass gesagt wirde, was Zahl sei.
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ungleichstufige Beziehung nennen. Es ist die Beziehung €degenstandes zu einem Be-
griffe, unter den er fallt.

Gleichstufige Beziehungen zweiter Stufe haben witdf)(a) — ¢(a)] und— Va[y(a) —
- ¢(a)],wo,¢'und ' die Argumentstellen kenntlich machen. In der letzten Bhzng ste-
hen z. B. die Begriff¢® = 1 und¢? = 1; denn wir habemr -~ Va[a®> =1 — - a® = 1],in
Worten: mindestens eine Quadratwurzel aust auch Cubikwurzel aus.

8 23.1n den bisher gegebenen Beispielen hatten wir als Argunfeumetionen mit ei-
nem Argumenter Va Ve [~ ¢(a,e)] ist ein Begriff zweiter Stufe, dessen Argument eine
Function mit zwei Argumenten sein muss. Unter diesen Biefgilien alle Beziehungen, fir
welche es Gegenstande giebt, die in ihr stehn. Man kann dauaalich Beziehungen angeben
— man konnte sie leere nennen —, in denen keine Gegenstéandeander stehen, z. B.
~(=(—2-¢£=2-();denn- - = VaVe[~ - (a=e—2-a=2-¢)].

Um noch ein Beispiel fur diesen Fall zu haben, suchen wiEdheeutigkeit einer Bezie-
hung auszudriicken. Darunter verstehen wir, dass es fis §eflegument nicht mehr als ein
¢-Argument gebe der Art, dass der Werth unserer Functioni¢Bang)X (¢, ¢) das Wahre
wird. Wir kénnen auch sagen: wenn daraus, daga b in dieser Beziehung steht und dass
a zucin | dieser Beziehung steht, allgemein folgt, dassit ¢ zusammenfalle, so sagen
wir, diese Beziehung sei eindeutig. Oder: wenn daraus, ¥&6s3) das Wabhre ist und dass
X(a, c) das Wahre ist, allgemein folgt, dass= b das Wahre ist, so nennen wir die Function
X(¢, ¢) eine eindeutige Beziehung, sofern sie eine Beziehung ist.

Ve Vo [X(e,0) — Va [X(e,a) — 0 = d]]
muss das Wabhre sein, wenn die Beziehun&{& ¢) eindeutig sein soll. Setzen wir fiK;
das Argumentstellen kenntlich machengg so erhalten wir in

, Ve Vo [¢(e,0) — Va[p(e,a) 0 =a]]"
den Namen einer Function zweiter Stufe, die als Argumerg Eunction mit zwei Argu-
menten verlangt. Diese Function zweiter Stufe ist ein Begweiter Stufe, unter den alle
eindeutigen Beziehungen, aber auch solche Functigiien) fallen, fur welche —X(¢, ¢)
eine eindeutige Beziehung ist. Die Eindeutigkeit ist hiemier in der Richtung vorg- zum
¢-Argumente gemeint. Nehmen wir als Argument unserer Fanaweiter Stufe die Functi-
on&? = ¢, so erhalten wir als Functionswerth

VeVo [’ =0 —Val[e? =a—0=d
d. i. das Wahre, wahrend das Falsche als Functionswertheénscwenn wir als Argument
die Functior¢ = ¢? nehmen:
VeVoe=02 = Vale=a> -0=aq]] ®

Wir erkennen aus diesen Beispielen die grosse Manniafieiti der Functionen. Wir
sehen auch, dass es grundverschiedene Functionen giehi& Asgumentstellen grundver-
schieden sind. Diejenigen namlich, welche zur Aufnahme E@ennamen geeignet sind,
kénnen keine Namen von Functionen aufnehmen und umgekgikrArgumentstellen fer-
ner, welche Namen von Functionen erster Stufe mit einem rhegie aufnehmen kdnnen,
sind unféhig, solche von Functionen erster Stufe mit zwegjulmrenten aufzunehmen. Wir
unterscheiden demnach:

Argumente erster Art:

Gegenstande;

Argumente zweiter Art;

9Opei geeigneter Definition vog? fiir Argumente, welche nicht Zahlen sind.



Functionen erster Stufe mit einem Argumente;

Argumente dritter Art:

Functionen erster Stufe mit zwei Argumenten.
Ebenso unterscheiden wir:

Argumentstellen erster Art, die zur Aufnahme von Eigennamen geeignet sind;

Argumentstellen zweiter Art, die zur Aufnahme von Namen von Functionen erster Stufe
mit einem Argumente geeignet sind;

Argumentstellen dritter Art , die zur Aufnahme von Namen | von Functionen erster S.40
Stufe mit zwei Argumenten geeignet sind.

Eigennamen und Gegenstandsbuchstaben gisdendfir die Argumentstellen erster
Art; Namen von Functionen erster Stufe mit einem Argumeintd passendfir die Ar-
gumentstellen zweiter Art; Namen von Functionen erstefeStuit zwei Argumenten sind
passendr die Argumentstellen dritter Art. Die Gegenstéande unddfionen, deren Namen
passend sind fur die Argumentstellen des Namens einer iBanstndpassendeArgumen-
te fur diese Function. Functionen mit einem Argumente, félclve Argumente zweiter Art
passend sind, nennen whunctionen zweiter Stufe mit einem Argumente zweiter Ar{
Functionen mit einem Argumente, fir welche Argumente @riirt passend sind, nennen
wir Functionen zweiter Stufe mit einem Argumente dritter Art.

Wie wir in Va [a = a] den Werth der Function zweiter Stufe [¢(a)] fur das Argument
¢ = ¢ haben, so kénnen wirf [f(2) — f(1 + 1)] als Werth einer Functiodritter Stufe
ansehn fir das Argumen{(2) — ¢(1 + 1), das selbst eine Function zweiter Stufe mit einem
Argumente zweiter Art ist.

§ 24.Es ist nun moglich, den Gebrauch der Functionsbuchstalgamain zu erkléren.

m—Wenn auf einen Allquantor mit einem deutschen Functionsttaben—w®! *%ine
Zeichenverbindung folgt, zusammengesetzt aus dem Nanmen Eunction zweiter Stufe
mit einem Argumente und diesem Functionsbuchstaben, éeAdjumentstellen ausfiillt,
so bedeutet dies Ganze das Wahre, wenn der Werth jener éunzeteiter Stufe fir jedes
passende Argument das Wahre ist; in allen andern Féallerubsides das Falsche. Welche
Stellen Argumentstellen deaugehdrigenFunction zweiter Stufe sind, ist nach der ersten
Regel des § 8 zu beurtheilen. Auch die zweite Regel des § 8ihd&iunctionsbuchstaben
ebenso Geltung wie flr Gegenstandsbuchstaben.

Wir haben hiermit zwei Functionen dritter Stufe eingef{idgren Namen so

» VF [us (F06))]

und

aussehn maogen, indem wir miti;* und , . die Argumentstelle hier ebenso kenntlich
machen, wie wir die Argumentstellen zweiter und dritter it ,¢* und ,?* und die erster
Artmit, & und ,¢* kenntlich machen.y 3" und , 1. * sollen Gbrigens ebenso wenig wie jene
Buchstaben Zeichen der Begriffsschrift sein, sondern unsorlaufig dienen. Nehmen wir
als Argumente fir die erste dieser Functionen der Reihe digchunctionen zweiter Stufe
mit einem Argumente zweiter Axta[¢(a)], ¢(2), Va[p(a) — Ve[p(e) — a = ¢]], So erhalten
wir als Werthevf Va [f(a)], V§ [f(2)], Vi Va [f(a) — Ve [f(e) — a = ¢]].

| S.41

91Wenn auf eine H6hlung mit einem deutschen Functionsbucéistab
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8 25. Wir bedirfen noch einer Ausdrucksweise fiir die Allgemeinhisichtlich der
Functionen zweiter Stufe mit einem Argumente zweiter Ararkénnte meinen, dass dies
noch langst nicht gentigte; aber wir werden sehen, dass wiiesier auskommen, und dass
auch sie nur in einem einzigen Satze vorkommt. Es mag hieichst nur kurz bemerkt
werden, dass diese Sparsamkeit dadurch méglich wird, dagsidctionen zweiter Stufe in
gewisser Weise durch Functionen erster Stufe vertretedemetdnnen, wobei die Functio-
nen, die als Argumente jener erscheinen, durch ihre Wetthwfe vertreten werden. Doch
die dazu néthige Bezeichnungsweise gehdrt nicht zu demiinglichen der Begriffsschrift;
wir werden sie spater mittels unserer Urbezeichungen leiefil Da unsere Ausdrucksweise
nur in einem einzigen Satze gebraucht wird, ist es unnégiggganz allgemein zu erkléren.

Wir deuten eine Function zweiter Stufe mit einem Argumemteiter Art so an:

» Mp(6(8))"
mittels dedateinischen Functionsbuchstaben/‘ %, wie wir mit , f(£)* eine Function er-
ster Stufe mit einem Argumente andeutefy, )* macht hier die Argumentstelle kenntlich,
wie ,&' es in ,f(§)" thut. Der Buchstabeg' fullt hier in der Klammer die Stelle des Ar-
guments der als Argument auftretenden Function aus. DeraBeb von)Mg(4(3))" ist flr
Functionen zweiter Stufe ganz entsprechend dem ¥6§)', fir Functionen erster Stufe. Wir
bedienen uns dieses Allgemeinheitsausdrucks in folger@lesetze

=i [Mp(§(8))] — Mp(f(5)) (Iib

in Worten: Was von allen Functionen erster Stufe mit einegufrente gilt, das gilt auch von
irgendeiner. Dies Gesetz ist offenbar das fir unsere Fometi zweiter Stufe, was (l1a) fur
Functionen erster Stufe ist. Dem Buchstabgrin (lla) entspricht hier M, dem ,a'in (lla)
entspricht hier f* und dem g‘, f'. Es seiQg(¢(3)) eine Function zweiter Stufe mit einem
Argumente zweiter Art, dessen Stelle durghkenntlich gemacht ist. Dann istf [Q3(f(3))]
nur dann das Wahre, wenn fir jedes passende Argument den Weserer Function zweiter
Stufe das Wahre ist. Dann muss adth(®(3)) das Wahre sein. Mithin ist

Vi [Qs(5(8))] = Qs(2(9))
immer das Wahre, was audh¢) fur eine Function erster Stufe mit einem Argumente sein
moge, einerlei olvf [23(f(0))] das Wahre oder das Falsche ist; und das besagt unser Gesetz
(Ilb) allgemein fir jede Function zweiter Stufe mit einenmg@mente zweiter Art.

S.42 | 2. Definitionen.
Allgemeines.

8 26.Es sollen nun die bisher erklarten Zeichen benutzt werdenneue Namen ein-
zuftihren. Bevor ich jedoch auf die Regeln eingehe, die dabéiefolgen sind, wird es zur
Verstandigung dienlich sein, die Zeichen und Zeichenvehlmgen in Arten einzutheilen und
diese zu benenné&h

Die deutschen, lateinischen und griechischen Buchstaliléithvin der Begriffsschrift
nicht Namennennen, weil sie nichts bedeuten sollen. Dagegen nenne Bh¥a [a = af'
einenNamen weil es das Wahre bedeutet; es istieigenname Ich nenne als&igennamen
oderNameneines Gegenstandes ein Zeichen, welches einen Gegenstdeuatén soll, mag
es einfach oder zusammengesetzt sein, aber nicht ein splebkehes einen Gegenstand nur
andeutet.

92Djeser Buchstabe ist also keBegenstandsbuchstahe
Bvergl. § 17.



Wenn wir von einem Eigennamen einen Eigennamen, der eineih vdn jenem bildet
oder mit ihm zusammenfallt, an einigen oder allen Stellemewvorkommt, ausschliessen,
so jedoch, dass diese Stellen als durch einen und densedbebitpen Eigennamen auszufil-
len (alsArgumentstellen erster Art) kenntlich bleiben, so nenne ich das, was wir dadurch
erhalten,Namen einer Function erster Stufe mit einem Argumente. Ein sol®teme bil-
det zusammen mit einem Eigennamen, der die Argumentsimlisfiillt, einen Eigennamen.
Demnach haben wir auch ig‘,selbst einen Functionsnamen, wenn der Buchstébaur die
Argumentstelle kenntlich machen soll. Die hierdurch benarfrunction hat die Eigenschaft,
dass ihr Werth fir jedes Argument mit diesem zusammenfallt.

Wenn wir von einem Namen einer Function erster Stufe mitreidegumente einen Ei-
gennamen, der einen Theil von jenem bildet, an allen odgyexirStellen, wo er vorkommt,
ausschliessen, so jedoch, dass diese Stellen als durchwridedenselben beliebigen Eigen-
namen auszufullen (als Argumentstellen erster Art) kéecintlleiben, so nenne ich das, was
wir dadurch erhalterflameneiner Function erster Stufe mit zwei Argumenten.

Wenn wir von einem Eigennamen einen Namen einer Functidere®ufe, der einen
Theil von jenem bildet, an allen oder einigen Stellen, wo eikemmt, ausschliessen, so
jedoch, dass diese Stellen als durch einen und denselbiebigeh Namen einer Function
erster Stufe auszufiillen (als Argumentstellen zweiter adéter Art) kenntlich bleiben, so
nenne ich das, was wir dadurch erhaltilamen einer Function zweiter Stufe | mit einem
Argumente, und zwar zweiter oder dritter Art, jenachdemAtigumentstellen zweiter oder
dritter Art sind.

Namen von Functionen nenne ich kifunctionsnamen
Es ist nicht n6thig, diese Erklarungen von Namenarten wéitézusetzen.

Wenn wir in einem Eigennamen Eigennamen, die einen Theililmombilden oder mit
ihm zusammenfallen, durch Gegenstandsbuchstaben, Bosieimen durch Functionsbuch-
staben ersetzen, so nenne ich das, was wir dadurch eratgenstandsmarkeoderMar-
ke eines Gegenstandes. Geschieht jene Ersetzung nur dwgittidelhe Buchstaben, so nenne
ich die erhaltene Markkateinische GegenstandsmarkeAuch die Gegenstandsbuchstaben
sind also Gegenstandsmarken und die lateinischen Gegdabtachstaben sind lateinische
Gegenstandsmarken.

Ein Zeichen (Eigennamen oder Gegenstandsmarke), das autean Functionsnamen
¢ = ¢' und Eigennamen oder Gegenstandsmarken besteht, die deitkem Argumentstel-
len stehen, nenne idBleichung.

Wenn wir in einem Functionsnamen Eigennamen durch Gegedsttachstaben, Functi-
onsnamen durch Functionsbuchstaben ersetzen, so nentasicivas wir dadurch erhalten,
Functionsmarke, und zwarMarke einer Function derselben Art wie die, aus deren Namen
sie hervorgegangen ist. Geschieht jene Ersetzung nur tatethische Buchstaben, so nenne
ich die erhaltene Markéateinische Marke einer Function. Auch die Functionsbuchstaben
sind Functionsmarken und die lateinischen Functionsliabbs sind lateinische Functions-
marken.

Den Urtheilstrich rechne ich weder zu dslamennoch zu derMarken; er ist ein Zei-
chen eigner Art. Ein Zeichen, welches aus einem Urthailstriund einem mit einem Wa-
gerechten angefligten Namen eines Wahrheitswerthes hestahe ictBegriffsschriftsatz
oderSatz, wo kein Zweifel sein kann. Ebenso nenne Bégriffsschriftsatz (oderSat2) ein
Zeichen, das aus einem Urtheilstriche und einer mit einergeféechten angefihrten lateini-
schen Marke eines Wahrheitswerthes besteht.
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Zeichen wie

die zwischen den Séatzen stehn, um anzudeuten, wie der fidggéch aus dem vorhergehen-
den ergiebt, nenne ichwischenzeichen

8 27.Um nun neue Zeichen mit den schon bekannten einzufiihrerfirfeadwir des
m—Definitionszeichensdas als Gleichheitszeichen, dem ein Doppelpunkt auf diéz 8es
zu Erklarenden vorangestellt ist, als

erscheint und statt des Gleichheitszeicken¥ ! gebraucht wird, wo nicht geurtheilt,
sondern definirt werden soll. Wir filhren durch eiDefinition einen | neuen Namen ein,
indem wir bestimmen, dass er denselben Sinn und dieselbeuBetdy haben solle wie ein
aus bekannten Zeichen zusammengesetzter. Dadurch wirdasuneue Zeichen gleichbe-
deutend mit dem erklarenden; die Definition geht also safoginen Satz Gber. Wir durfen
daher eine Definition wie einen Satz>ansehen und dabei das Definitionszeichen durch das
Gleichheitszeichens® #2ersetzen.

n——u°® #3\ir wollen immer auf die linke Seite des Gleichheitszeichdas erkléaren-
de, auf die rechte das erklarte Zeichen schreiben. Jendsawé bekannten Zeichen zusam-
mengesetzt sein.

8 28.Fur die Definitionen stelle ich nun folgenden obersten Gsatmauf:

Rechtmassig gebildete Namen miissen immer etwas bedeuten.
Rechtmassiggebildet nenne ich einen Namen, wenn er nur aus solchenefelsteht, wel-
che ursprunglich oder durch Definition eingefuhrt sind, wethn diese Zeichen nur als das
verwendet sind, als was sie eingefihrt sind, also EigennatseEigennamen, Namen von
Functionen erster Stufe mit einem Argumente als solche w., sodass die Argumentstel-
len immer durch passende Namen oder Marken ausgeftllt durdechtmassigenBildung
gehdrt ferner, dass die deutschen und die kleinen grigudis8uchstaben immer nur so
verwendet werden, wie es ihrem Zwecke gemasaisttin deutscher Buchstabe darf also
hinter einem Allquantor nur stehen, wenn auch unmittellzaiadf eine Marke eines Wahr-
heitswerthes folgt-m®’ #>* zusammengesetzt aus dem Namen oder der Marke einer Func-

94Definitionsdoppelstriches der als verdoppelter Urtheilstrich mit einem Wagerechtnbanden in

erscheint und statt des Urtheilstriches

95anziehen und dabei den Definitionsstrich durch den Urttigits

9Eine Definition wird hier immer in der Form einer Gleichung mivdagesetztem:=" dargestellt.

97Ein deutscher Buchstabe darf also tiber einer Hohlung nhestevenn auf diese Héhlung unmittelbar eine
Marke eines Wahrheitswerthes folgt,
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tion mit einem Argumente und demselben deutschen Buchstabalen Argumentstellen.
Ein Functionsbuchstabe muss in seinem Gebiete Uberalleeletwmit einer oder mit zwei
Argumentstellen vorkommen— Hinter einem Allquantor darf nur ein deutscher Buchstabe
stehen. Ein deutscher Buchstabe darf an einer Argumdatat@el stehen, wenn ein Allquan-
tor mit demselben Buchstaben links davor steht, der seineGabgrenzt. Ein kleiner grie-
chischer Vokalbuchstabe darf hinter dem Werthverlau€smsi nur dann stehen, wenn sich
daran unmittelbar folgend eine Gegenstandsmarke scffias8 #°°zusammengesetzt aus
einem Namen oder einer Marke einer Function erster Stufeeimém Argumente und aus
demselben griechischen Buchstaben, der die Argumeetstalisfillt.m—Ein kleiner grie-
chischer Vokalbuchstabe darf an einer Argumentstelle telren, wenn derselbe mit dem
Werthverlaufszeichen sein Gebiet abgrenzend vorhergiifiier dem Werthverlaufszeichen
darf nur ein kleiner griechischer Vokalbuchstabe vorkommas®® #56

8 29.Wir beantworten nun die Frage: wann bedeutet ein Name etwasBeschranken
uns auf folgende Falle.

Ein Name einer Function erster Stufe mit einem Argumentelaah | eindBedeutung S.45
(bedeutetetwas, isbedeutungsvol), wenn der Eigenname, der aus diesem Functionsnamen
dadurch entsteht, dass die Argumentstellen mit einem Beyaen ausgefillt werden, immer
dann eine Bedeutung hat, wenn dieser eingesetzte Name leddestet.

Ein Eigenname hat einBedeutung wenn der Eigenname immer eine Bedeutung hat,
der dadurch entsteht, dass jener die Argumentstellen biedsutungsvollen Namens einer
Function erster Stufe mit einem Argumente ausfillt, undmaeer Name einer Function erster
Stufe mit einem Argumente immer eine Bedeutung hat, der rdadentsteht, dass der zu
prifende Eigenname digArgumentstellen eines bedeutungsvollen Namens einectieun
erster Stufe mit zwei Argumenten ausfllt, und wenn dagsallch fur di€-Argumentstellen
gilt.

Ein Name einer Function erster Stufe mit zwei Argumentendaain eineBedeutung
wenn der Eigenname immer eine Bedeutung hat, der aus diegeatidhsnamen dadurch
entsteht, dass die Argumentstellen mit einem bedeutungsvollen Eigennanmeidass auch
die ¢-Argumentstellen mit einem bedeutungsvollen Eigennanusgeftllt werden.

Ein Name einer Function zweiter Stufe mit einem Argumenteit®v Art hat eineBe-
deutung, wenn allgemein daraus, dass der Name einer Function &ttlr mit einem Ar-
gumente etwas bedeute, folgt, dass der durch seine Eingdtzdie Argumentstellen unserer
Function zweiter Stufe entstehende Eigenname eine Baughabe.

Folglich bildet jeder Name einer Function erster Stufe rimém Argumente, welcher mit
jedem bedeutungsvollen Eigennamen einen bedeutungs\eiigennamen bildet, auch mit
jedem bedeutungsvollen Namen einer Function zweiter Stitfeinem Argumente zweiter
Art einen bedeutungsvollen Namen.

Der Name Yf [u5(f(8))]" einer Function dritter Stufe ist bedeutungsvoll, wenrgedl
mein daraus, dass ein Name einer Function zweiter Stufe imgire Argumente zweiter

98Ein deutscher Buchstabe darf an einer Argumentstelle nbestevenn eine Hohlung mit demselben Buch-
staben links davor steht, die sein Gebiet abgrenzt. Ueber &l6hlung darf nur ein deutscher Buchstabe stehen.
Ein kleiner griechischer Vokalbuchstabe darf unter dennitsigilenis nur dann stehen, wenn sich daran unmittelbar
folgend eine Gegenstandsmarke schliesst,

99Ein kleiner griechischer Vokalbuchstabe darf an einer Argatstelle nur stehen, wenn derselbe mit dem Spiri-
tus lenis sein Gebiet abgrenzend vorhergeht. Mit dem 8pikinis darf nur ein kleiner griechischer Vokalbuchstabe
vorkommen.
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Art etwas bedeute, folgt, dass auch der durch dessen Himggiz die Argumentstelle von
Vf [ug(f(3))]" entstehende Eigenname eine Bedeutung habe.

8 30. Diese Satze sind nicht als Erklarungen der Worte ,eine Beuguhaben' oder
,etwas bedeuten' aufzufassen, weil ihre Anwendung immeawssetzt, dass man einige Na-
men schon als bedeutungsvolle erkannt habe; sie konnedahedienen, den Kreis solcher
Namen allméhlich zu erweitern. Es folgt aus ihnen, dass jede bedeutungsvollen Namen
gebildete Name etwas bedeutet. Diese Bildung geschietliss,ein Name Argumentstellen
eines andern ausflllt, die fir ihn passend sind. So entsielifigenname aus einem Eigen-
namen und einem Namen einer Function erster Stufe mit einegundente oder aus einem
Namen einer Function erster Stufe und einem Namen einertibun¢ zweiter Stufe mit
einem Argumente oder aus dem Namen einer Function zweibée 8tit einem Argumen-
te zweiter Art und dem Namervs [15(f(3))]' einer Function dritter Stufe. So entsteht der
Name einer Function erster Stufe mit einem Argumente aleneiBigennamen und einem
Namen einer Function erster Stufe mit zwei Argumenten. Digebildeten Namen kdnnen in
derselben Weise weiter zur Bildung von Namen verwendet &endnd alle so entstehenden
Namen sind bedeutungsvoll, wenn die urspriinglichen dieflaes sind.

Ein Eigenname kann nur dadurch bei dieser Bildung zur Vedweg kommen, dass er
die Argumentstellen einer der einfachen oder zusammetmjese~unctionen erster Stufe
ausfullt. Zusammengesetzte Namen von Functionen erstée 8htstehen in der angege-
benen Weise nur aus einfachen Namen von Functionen ersifer 18it zwei Argumenten
dadurch, dass ein Eigenname dieoder die(-Argumentstellen ausfillt. Die Ubrigbleiben-
den Argumentstellen des zusammengesetzten Functionesaimel also immer auch solche
eines einfachen Namens einer Function mit zwei Argumeridamaus folgt, dass ein Ei-
genname, welcher Theil eines so gebildeten Namens ist, waoi@T vorkommt, immer an
einer Argumentstelle eines der einfachen Namen von Furertierster Stufe steht. Wenn
wir nun diesen Eigennamen an einigen oder allen Stellerhceireen andern ersetzen, so ist
der so entstandene Eigenname ebenfalls in der oben angegeWéeise gebildet, hat also
auch eine Bedeutung, wenn alle dabei verwendeten einfagheren bedeutungsvoll sind.
Vorausgesetzt ist hierbei freilich, dass die einfachen &lamon Functionen erster Stufe mit
einem Argumente nur eine Argumentstelle haben, und dassirfechen Namen von Func-
tionen erster Stufe mit zwei Argumenten nur efaeind eine(-Argumentstelle haben. Wenn
dies nicht der Fall ware, so kdénnte es ja bei der angegebersatzing vorkommen, dass
verwandte Argumentstellen einfacher Functionsnamen engchiedenen Namen ausgefllt
wirden, und es fehlte fur diesen Fall eine Erklarung der Beowy. Aber das kann immer
vermieden werden und muss vermieden werden, um das Auftbetgeutungsloser Namen
zu verhindern. Es héatte ja auch gar keinen Zweck, bei deaieh Functionsnamen meh-
re ¢&-Argumentstellen und mehig Argumentstellen anzubringen. Setzen wir dies voraus, so
erkennen wir die Méglichkeit einer zweiten Bildung von Nam@n Functionen erster Stu-
fe. Wir bilden ndmlich zunéchst in der ersten Weise einen &aond schliessen dann von
ihm einen Eigennamen, der ein Theil von ihm ist (oder ganzimitzusammenfallt), an al-
len oder einigen Stellen aus, so jedoch, dass diese als Ampstellen erster Art kenntlich
bleiben. Der so entstehende Functionsname hat ebenfaligrimine Bedeutung, wenn die
einfachen Namen, aus denen er gebildet ist, etwas bedeugkann weiter zur Bildung von
bedeutungsvollen Namen in der ersten oder zweiten Weisewelet werden. |

So kdnnen wir z. B. in der ersten Weise aus dem Eigennaénnd dem Functions-
namen £ = (' den Functionsnamerd = (' bilden und weiter aus diesem und\; den
Eigennamen/ = A'. In der zweiten Weise bilden wir aus diesem den Functiomsra



,& = & und aus diesem und dem Functionsnamém[¢(a)]* in der ersten Weise den Eigen-
namen Ya [a = a]'.
Alle rechtmassig gebildeten Namen sind so gebildet.

8 31.Wir wenden dies an, um zu zeigen, dass die Eigennamen undriNand-unctio-
nen erster Stufe, die wir so aus unsern bisher eingefuhitésiceen Namen bilden kénnen,
immer eine Bedeutung haben. Nach dem Gesagten ist dazu thig,nén unsern urspring-
lichen Namen nachzuweisen, dass sie etwas bedeuten. Es sind

1. Namen von Functionen erster Stufe mit einem Argumente:

— &
y &S
1€
2. Namen von Functionen erster Stufe mit zwei Argumenten:
¢ &
&=q5
3. Namen von Functionen zweiter Stufe mit einem ArgumenteitarvArt:

, Va [p(a)]*
, exte (o(e))

4. Namen von Functionen dritter Stufe:

[ (F(B))]
2 [, (FB, )

von denen der letzte ausser Betracht bleiben mag, weil bt gabraucht werden wird.

Zundachst sei bemerkt, dass immer nur &fnand nur eing-Argumentstelle vorkommt.
Wir gehen davon aus, dass die Namen von Wahrheitswerthexs étedeuten, namlich ent-
weder das Wahre oder das Falsche. Wir erweitern dann alich&hén Kreis der als bedeu-
tungsvoll anzuerkennenden Namen, indem wir nachweisess, di@ aufzunehmenden mit
den schon aufgenommenen bedeutungsvolle Namen bildemidik einen an passende Ar-
gumentstellen der andern treten.

Um nun zunéchst zu zeigen, dass die Functionsnamegfi 4rd ,— &' etwas bedeuten,
haben wir nur nachzuweisen, dass die Namen bedeutungswlidie entstehen, wenn wir
fur ,£' einen Namen eines Wahrheitswerthes setzen (andere Gégdaskennen wir hier
noch nicht). Dies folgt unmittelbar aus unsern Erklarund@ie erhaltenen Namen sind wie-
der solche der Wahrheitswerthe.

Wenn wir in den Functionsnameg — ¢ und ,§ = ¢ fur, £ und fur ,¢' Namen von
Wabhrheitswerthen einsetzen, so erhalten wir Namen, dighE#tbwerthe bedeuten. Folglich
haben unsere Namen von Functionen erster Stufe mit zweirdegten Bedeutungen. |

Um zu untersuchen, ob der Name einer Function zweiter Stiafép(a)] etwas bedeu-
te, fragen wir, ob allgemein daraus, dass der Functionsnért@‘ etwas bedeute, folge,
dass Ya [®(a)]* bedeutungsvoll sei. Nun ha®(&)* eine Bedeutung, wenn fur jeden bedeu-
tungsvollen Eigennamen' , ®(A)‘ etwas bedeutet. Ist dies der Fall, so ist diese Bedeutung
entweder immer (was auch,; bedeute) das Wahre oder nicht immer. Im ersten Falle bedeu-
tet ,Va [®(a)]* das Wahre, im andern das Falsche. Es folgt also allgeme#mudadass der
eingesetzte Functionsnam@(£)‘ etwas bedeute, das¥q [®(a)]* etwas bedeute. Folglich
ist der Functionsnamé’/a [¢(a)]* in den Kreis der bedeutungsvollen Namen aufzunehmen.
In &hnlicher Weise folgt dies fui/f [u4(f(3))]".
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Weniger einfach ist die Sache bekie (¢(c))*; denn wir fiihren hiermit nicht blos einen
neuen Functionsnamen, sondern zugleich zu jedem NamenFainetion erster Stufe mit
einem Argumente einen neuen Eigennamen (Werthverlaufsmaain, und zwar nicht nur
zu den schon bekannten, sondern im voraus zu allen, die etwfaaingefihrt werden mo-
gen. Der Untersuchung, ob ein Werthverlaufsname etwasubederauchen wir nur solche
zu unterwerfen, welche aus bedeutungsvollen Namen vortieaea erster Stufe mit einem
Argumente gebildet sind. Wir wollen dies kuechte Werthverlaufsnamen nennen. Wir mis-
sen priifen, ob ein rechter Werthverlaufsname, an die Argtstedlen von .—¢' und ,— &'
gesetzt, einen bedeutungsvollen Eigennamen ergebe, unat,feb er, an di€- oder an die
¢-Argumentstellen vong, — £' und £ = (' gesetzt, je einen bedeutungsvollen Namen ei-
ner Function erster Stufe mit einem Argumente bilde. Sewierden Werthverlaufsnamen
.exte (®(g))' fur, ¢ in, & = (' ein, so ist also die Frage, ol .= exte (®(¢))" ein bedeu-
tungsvoller Name einer Function erster Stufe mit einem Argnte sei, und dazu ist wieder
zu fragen, ob alle Eigennamen etwas bedeuten, die hierausatehervorgehen, dass wir in
die Argumentstelle entweder einen Namen eines Wahrheitisegeoder einen rechten Werth-
verlaufsnamen setzen. Durch unsere Festsetzungen edasgl (¢)) = exte (®())' immer
gleichbedeutend sein solle mitg [¥(a) = ®(a)]', dass exte (—e)* das Wahre und dass
,exte (¢ = = Va [a = a])' das Falsche bedeuten solle, ist in jedem Falle einem Eyeen
von der Form " = A' eine Bedeutung gesichert, wenh' ,und ,A* rechte Werthverlaufs-
namen oder Namen von Wahrheitswerthen sind. Damit ist agkhrint, dass wir aus dem
Functionsnamerng, = (£ = &)' immer einen bedeutungsvollen Eigennamen erhalten, wenn
wir in die Argumentstellen einen rechten Werthverlaufsaarsetzen. Da nun gemass unsern
Bestimmungen die Function <fir dasselbe Argument immer denselben Werth hat wie die
Function¢ = (¢ = &), so ist auch von dem Functionsnamen §&bekannt, dass aus ihm
durch Einsetzung eines rechten Werthverlaufsnamens imim&igenname eines Wahrheits-
werthes hervorgeht. | Nach unsern Bestimmungen haben deMNa A‘und ,A — T*
immer dann Bedeutungen, wenn die Nameni~und ,— I'* etwas bedeuten. Da dies nun
der Fall ist, wennI™ und ,A‘ rechte Werthverlaufsnamen sind, so erhalten wir aus dec+u
tionsnamen— £ und,{ — &' immer dadurch bedeutungsvolle Eigennamen, dass wir in die
Argumentstellen rechte Werthverlaufsnamen oder NameWaimrheitswerthen setzen. Wir
haben gesehen, dass jeder unserer bisher als bedeutlraggrbnnten einfachen Namen
von Functionen erster Stufe & ,— &, ,¢ — &, ,& = (" durch Aufnahme von rech-
ten Werthverlaufsnamen an die Argumentstellen bedeutatigdNamen liefert. Die rechten
Werthverlaufsnamen dirfen also in unsern Kreis von bedgstollen Namen aufgenom-
men werden. Damit ist aber dasselbe fiir unsern Functioremamxiz (¢(c))* entschieden,
da nun allgemein daraus, dass ein Name einer Function Stsifermit einem Argumente et-
was bedeute, folgt, dass der durch dessen Einsetzuegtin(¢(c))‘ entstehende Eigenname
etwas bedeute.

Es fehlt von unsern urspringlichen Namen jetzt nur ngchwir haben nun bestimmt,
dass 1A' T bedeuten soll, wennA' ein Name des Werthverlaufsxte (¢ = T') ist, dass
dagegeniA* A bedeuten soll, wenn es keinen GegenstBrdker Art giebt, dassA' ein
Name des Werthverlauste (¢ = T') ist. Hierdurch ist fur alle Félle einem Eigennamen von
der Form yA* und damit dem Functionsnamert’, eine Bedeutung gesichert.

8 32. So ist gezeigt, dass unsere acht urspriinglichen Namen @deuBing haben,
und damit, dass auch von allen rechtméssig aus ihnen zusagesetzten Namen dasselbe
gilt. Aber nicht nur eine Bedeutung, sondern auch ein Sirmrkballen rechtmassig aus un-
sern Zeichen gebildeten Namen zu. Jeder solche Name eirfebdiawerthesdrickt einen



Sinn, einerGedanken aus Durch unsere Festsetzungen ist namlich bestimmt, uniehese
Bedingungen er das Wahre bedeute. Der Sinn dieses Name@edankeist der, dass diese
Bedingungen erflllt sind. Ein Begriffsschriftsatz bestetin aus dem Urtheilstriche und aus
einem Namen oder einer lateinischen Marke eines Wahrhgitsesm—Eine solche Mar-
ke verwandelt sich aber in den Namen eines Wahrheitswedtimes Einfuhrung deutscher
Buchstaben statt der lateinischen mit Vorsetzung von Aligaren nach § 17-a'%° #"Den-
ken wir dies ausgefihrt, so haben wir nur den Fall, dass derasia dem Urtheilstriche und
einem Namen eines Wahrheitswerthes zusammengesetztiist Binen solchen Satz wird
nun behauptet, dass dieser Name das Wahre bedeute. Da elgteiclzeinen Gedanken aus-
driickt, so haben wir in jedem rechtmassig gebildeten Biegdhriftsatze ein Urtheil, dass ein
Gedanke wahr sei; und | ein Gedanke kann nun gar nicht felefewird die Aufgabe des
Lesers sein, sich den Gedanken jedes vorkommenden Beghiffisatzes klar zu machen,
und ich werde mich bemiihen, dies im Anfange méglichst zudtiern.

Die einfachen oder selbst schon zusammengesetzten Namemausidenen der Name
eines Wahrheitswerthes besteht, tragen dazu bei, den Eadaniszudriicken, und dieser
Beitrag des einzelnen ist seBinn. Wenn ein Name Theil des Namens eines Wahrheitswert-
hes ist, so ist der Sinn jenes Namens Theil des Gedankendjatat ausdrickt.

8 33.Fiir die Definitionen sind folgende Grundsétze maassgebend.

1. Jeder aus den definirten Namen rechtméssig gebildete Narsg eine Bedeutung
haben. Es muss sich also immer ein aus unsern acht Urnamaemmengesetzter Name
angeben lassen, der gleichbedeutend mit ihm ist, und dieges bis auf die unwesentliche
Wahl deutscher und griechischer Buchstaben durch die Biefieh unzweideutig bestimmt
sein.

2. Daraus folgt, dass nie dasselbe doppelt definirt werdeinwail dann zweifelhaft
bliebe, ob diese Definitionen im Einklange mit einander \wére

3. Der definirte Name muss einfach sein; d. h. er darf nichbakannten oder noch zu
erklarenden Namen zusammengesetzt sein; denn sonstbhekfelhaft, ob die Erklarungen
der Namen mit einander im Einklange wéren.

4. Wenn wir in der Definitionsgleichung links einen Eigenmegmaben, der aus unsern
Urnamen oder definirten Namen rechtmassig gebildet istasalieser immer eine Bedeu-
tung, und wir werden rechts ein einfaches noch nicht veretsdZeichen setzen kdnnen,
das nun durch die Definition als gleichbedeutender Eigerrgingefihrt wird, sodass wir in
Zukunft dieses Zeichen Uberall, wo es vorkommt, durch detslstehenden Namen ersetzen
durfen. Selbstverstandlich darf es nie als Functionsnaeneendet werden, weil damit der
Rickgang auf die Urnamen abgeschnitten wére.

5. Ein Name, der fir eine Function erster Stufe mit einem Argate eingefuhrt wird,
darf nur eine einzige Argumentstelle enthalten. Bei mel#sumentstellen ware es mog-
lich, diese mit verschiedenen Namen auszufullen, und damdender definirte Name als der
einer Function mit mehren Argumenten gebraucht, wahrendtht als solcher definirt ware.
Wenn ein Name einer Function erster Stufe mit einem Arguendafinirt wird, miissen die
Argumentstellen auf der linken Seite der Definitionsgleiodp mit einem lateinischen Ge-
genstandsbuchstaben ausgefllt werden, der auch reeMgglimentstelle des neuen Func-
tionsnamens kenntlich macht. Die Definition besagt danes dier Eigenname, der rechts
durch | Einsetzung eines bedeutungsvollen Eigennameis Argumentstelle entsteht, im-

100ejne solche Marke verwandelt sich aber in den Namen eineshafiswerthes durch Einfiihrung deutscher
Buchstaben statt der lateinischen mit Vorsetzung von H@#omach § 17.
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mer gleichbedeutend sein solle mit dem links durch Einsgfaiesselben Eigennamens in
alle Argumentstellen entstehenden. Die eine Argumelhdsties erklarten Namens vertritt
also alle des erklarenden. Wo nun auch der definirte Fursteime weiterhin vorkommen

mag, immer muss seine Argumentstelle mit einem Eigennamensiner Gegenstandsmarke
ausgefullt sein.

6. Ein Name, der fur eine Function erster Stufe mit zwei Argaten eingefihrt wird,
muss zwei und darf nicht mehr Argumentstellen enthaltem. ubiter einander verwandten
Argumentstellen links miissen mit einem und demselbemiatdien Gegenstandsbuchsta-
ben besetzt sein, der auch rechts eine der beiden Argumigristenntlich macht; die nicht
verwandten Argumentstellen missen verschiedene latbimBuchstaben enthalten. Die De-
finition besagt dann, dass der Eigenname, der rechts dunsetzung von bedeutungsvollen
Eigennamen in die Argumentstellen entsteht, immer gleideltend sein solle mit dem links
durch Einsetzung derselben Eigennamen in die entspreeheadumentstellen entstehen-
den. Die eine Argumentstelle rechts vertritt also glargumentstellen links, die andere alle
¢-Argumentstellen.

7. Es darf also nie auf der einen Seite einer Definitionsgleig ein lateinischer Buch-
stabe vorkommen, der nicht auch auf der andern steht. WenGeljenstandsmarke auf der
linken Seite sich in einen rechtmassig gebildeten Eigemmaverwandelt, falls die lateini-
schen Buchstaben durch Eigennamen ersetzt werden, sodimtingern Festsetzungen der
erklarte Functionsname stets eine Bedeutung.

Andere als die eben besprochenen Falle werden weiterhim vackommen.

Besondere Definitionen.

8 34.Es ist schon im § 25 darauf hingewiesen worden, dass mardstaiunctionen
zweiter Stufe im weitern Fortgange Functionen erster Stafevenden kann. Dies soll nun
gezeigt werden. Wie dort angedeutet worden, wird dies ddédardglich, dass die Func-
tionen, die als Argumente der Function zweiter Stufe eliselme durch ihre Werthverlaufe
vertreten werden, naturlich nicht so, dass sie diesendfirifae Stelle einrdumen; denn das
ist unmoglich. Es handelt sich zun&chst nur darum, den WiethFunction® (&) fiir das
ArgumentA, also®(A) mittels , A‘'und undexte (®())* zu bezeichnen. Ich mache dies so:

, Agexte (B(e))

was gleichbedeutend mid{A)‘ sein soll. Der Gegenstarbl(A) erscheint also als Werth der
Function{ a ¢ mit zwei Argumenten furA als&-Argument unéxte (@ (<)) als¢-Argument.
Es muss nun abérs ¢ fur alle | moglichen Gegenstande als Argumente erklart arerDies
kann so geschehn:

agu :=1exta (- Vg [u = exte (g(e)) — — g(a) = a]) (A
Da hier eine Function mit zwei Argumenten definirt wird, koemewei lateinische Buchsta-
ben links und rechts vor. Obwohl der erklarende Ausdruckaeltannte Bezeichnungen ent-
halt, mdgen einige Erlauterungen nicht Uberfliissig seinhélen links eine lateinische Mar-
ke, die aus dem Eigennamemexta (— Vg [I' = exte (g(e)) — — ¢(©) = «])' dadurch her-
vorgeht, dass®‘ durch ,a' und ,I"* durch u ersetzt werden. Dieser Eigenname hat die Form
vonexta (®(«)). Es sind dabei nach § 11 zwei Félle zu unterscheiden, jeeatisich ein
Gegenstand\ angeben lasst, der als einziger unter den Begrifb&) fallt, oder nicht. Im
ersten Falle ist\ selbstiexta (P(«)). Auf unsern Fall angewendet, heisst dies, wenn es einen
Gegenstandh giebt, so dass Vg[I' = exte (g(¢)) — — ¢(©) = A] das Wahre ist, wéhrend
die Function~ Vg[I' = exte (g(¢)) — — g(©) = ] fur alle vonA verschiedenen Argumen-
te das Falsche als Werth hat, sodsselbstexta (= Vg [I' = exte (g()) — = g(0) = ).
Nunist— Vg [I' = exte (g(e)) — — ¢g(©) = A] das Wahre, wenn es eine Function erster



Stufe eines Arguments giebt, deren Werth fur das Arguretd ist und deren Werthverlauf

I' ist. Sonst ist~ Vg [I' = exte (g(¢)) — — g(©) = A] das Falsche. Nehmen wir aR,
sei ein Werthverlauf, so ist durdh bestimmt, welchen Werth eine Function, deren Werth-
verlaufI" ist, fir das Argumen® hat. Es giebt dann immer einen solchen Werth und nur
einen einzigen und dieser Werth iskta (- Vg [I' = exte (g(¢)) — — g(©) = a]) oder
Oa . Wenn aber" gar kein Werthverlauf ist, so hat die Functienvg [ = exte (g(¢)) —

- g(©) = &] fur jedes Argument das Falsche als Werth, und dann ist uRsstsetzung her-
anzuziehn, dassA* A selbst bedeuten soll, wenn es keinen Gegenstasher Art giebt, dass

A der Werthverlaubxte (A = ¢) ist. Demnach bedeute®,a ', wennT' kein Werthverlauf
ist, den Werthverlauf einer Function, deren Werth flr jedegument das Falsche ist, also
exte (- € =¢).

Fassen wir Alles zusammen, so mussen zwei Félle untergrhieerden, wenn der Werth
der Functiorg e ¢ bestimmt werden soll. Wenn dgsArgument ein Werthverlauf ist, so ist
der Werth der Functiofia ¢ der Werth der Function, deren Werthverlauf dasrgument ist,
fur das¢-Argument als Argument. Wenn dagegen daa&rgument kein Werthverlauf ist, so
ist der Werth der Functiogs ¢ fur jedesé-Argumentexte (—e = €).

| S.53

8 35. Wir sehen hier bestétigt, was wir den vorausgeschickteretlegungen entneh-
men kdnnen, dass der Functionsnae¢' eine Bedeutung hat. Dies allein ist fur die spatern
Beweisfuhrungen grundlegend; im Uebrigen kénnte unsdéaiterung falsch sein, ohne die
Richtigkeit jener Beweise in Frage zu stellen; denn nur diérition selbst ist die Grundlage
fur diesen Aufbau. Sie sollte, wie anfangs gesagt, daziediezine Function erster Stufe statt
einer zweiter Stufe verwenden zu kénnen. Sehen wir nun aspibén, wie dieser Zweck
erreicht wird! Wir haben in § 22 die Function zweiter Stgf@) angefihrt. Jetzt kbnnen wir
far,¢(2)" schreiben 28 exte (¢(g))". Dies ist noch immer der Name einer Function zweiter
Stufe; schreiben wir aber fuexte (¢(c))*, &', so haben wir in2a ¢ den Namen einer Func-
tion erster Stufe. Die Functiof(2) hat fur die Functior(¢) als Argument denselben Werth
®(2) wie die Functior2 s & fur exte (®(¢)) als Argument. Wenn als Argument der Function
29 ¢ ein Gegenstand genommen wird, der kein Werthverlauf ishaden wir kein entspre-
chendes Argument der Function zweiter Stif€) und die gegenseitige Vertretbarkeit der
beiden Functionen erster und zweiter Stufe hort auf.

Den Functionen zweiter Stufe

- Va[= ¢(a)]
und
Va[p(a) — Ve [o(e) — a=e]]
entsprechen in derselben Weise die Functionen erster Stufe
- Va[- (as )]
und
Valaag —Vel[eal — a=r¢]

8 36.Um andere Beispiele zu finden, suchen wir Functionen mit Avgumenten in
ahnlicher Weise durch Gegenstande vertreten zu lassewings bei Functionen mit einem
Argumente gethan haben. Ein einfacher Werthverlauf kaerzhifreilich nicht gebraucht
werden, sondern nur ein Doppelwerthverlauf, der das fig Eimction mit zwei Argumenten
ist, was jener fUr eine Function mit einem Argumente ist.
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Wir gehn beispielsweise aus von der Function mit zwei Argot@es + ¢. Nehmen wir
als¢-Argument z. B. die Zah8, so haben wir ir 4+ 3 nur noch eine Function mit einem Ar-
gumente, deren Werthverlaefte (¢ + 3) ist. Das Entsprechende gilt fiir jedésArgument,
und wir haben irexte (¢ + ¢) eine Function eines Arguments, deren Werth immer ein Werth-
verlauf ist. Denken wir uns d&s und das(-Argument sowie den Werth der Functignt ¢
als rechtwinklige Coordinaten im Raume dargestellt, sonk@inwir uns den Werthverlauf
exte (¢ + 3) durch eine Gerade veranschaulichen. Lassen wit ¢lagument sich stetig an-
dern, so verschiebt sich diese Gerade und beschreibt daketbene. In jeder ihrer Lagen
veranschaulicht sie einen Werthverlauf, den Werth der framexte (¢ + ¢) fUr ein gewisses
¢-Argument. Der Werthverlauf der Functierte (¢ + ) ist nun | exta exte (e + ), und dies
nenne ich eine®oppelwerthverlauf. Es ist nun

Agextaexte (e + a) = exte (e + A)
das Wahre und ebenso
I's (Asextaexte (¢ + o)) =T'aexte (e + A),
und da
Feexte (e +A)=T+A
das Wahre ist, so ist auch
I's (Asextaexte (e +a)) =T+ A

das Wahre. Hier sehen wir links einen Doppelwerthverlaaffdinction mit zwei Argumen-
ten rechts vertreten, freilich nicht so, dass das Vertrseatie Stelle des Vertretenen einfach
einnimmt, was unmdglich ist, sondern nur so, dass links inppg@bwerthverlaufe das Be-
sondere der Function rechts steckt, wodurch sie sich voerarielnctionen erster Stufe mit
zwei Argumenten unterscheidet. Wenn die Function mit zwgjunenten eine Beziehung
ist, sagen wir fur ,Doppelwerthverlauf' auckimfang der Beziehung'.

Man kann noch fragen, wdsa (A a ©) sei, wenn© kein Doppelwerthverlauf, sondern
entweder nur ein einfacher oder gar kein Werthverlauf seietsten Falle is\a © kein
Werthverlauf, und folglich ist daniia (A s ©) dasselbe wigxte (- ¢ = ¢). Im andern
Falle fallt Aa © mit exte (- € = ¢) zusammen, und

I's(AaB®)=Taexte(— € =¢)
ist das Wahre; mithin ist auchie (Aa®) = (= I' = I') das Wahre; d. H['a (A8 O) ist
dann das Falsche.

§ 37.Statt der Function zweiter Stufe
Ve V0 [p(e,0) — Va [p(e,a) — D = d]

(8 23) kénnen wir nun nun die Function erster Stufe

VeVo[ea (08&) — Valea (aa &) — o =d
betrachten. Wir fiihren daflr eine einfache Bezeichnungengin, indem wir definiren:

funk (p) := (Ve V0 [ea (Dap) — Va[ea (adp) — 0 = d]]) (r

Es ist nach § 23

VeVo[ea (00 A) = Valea(as A) — o =ad]]
der Wahrheitswerth davon, dass die Beziehunga{(a A) eindeutig ist; d. h. dass es fur
jedes¢-Argument kein oder nur eig-Argument giebt, fir das der Werth unserer Function
das Wahre ist, oder, wie wir auch sagen kdnnen, dass es zm je@genstande hdchstens

einen giebt, zu dem er in der Beziehung&s-(¢a A) steht. WennA kein Doppelwerth-
verlauf ist, so ist nach § 36 der Werth der Functfom({a A) entweder das Falsche oder



exte (- ¢ = ¢). Da dieses nicht das Wahre ist, so ist der Werth der Functigre{<a A)

immer das Falsche, wenh kein Doppelwerthverlauf ist; d. h. es ist danné&s-({a A) ei-

ne Beziehung, in der kein Gegenstand zu einem Gegenstagitte Bann istfunk (A) das

Wahre. Den Functionsnamefunk (£)* fihren wir besonders in Hinblick auf die Félle ein,

wo als Argument der Umfang einer Beziehung auftritt. Issdi®eziehundX(¢, ¢), so ist

funk (exta exte (X (g, «))) das Wahre, wenn die BeziehuXy¢, ¢) eindeutig ist (im Fort-

gange | vom¢- zum ¢-Argumente). Also z. Bl funk (extaexte (2 = «)). Nach unserer S.55
Definition darf funk ()* immer nur als Functionszeichen gebraucht werden, dassAtgm
mentzeichen oder dessen Vertreter vorhergeht.

8 38.Wir kénnen nun unserm Ziele, der Definition der Zahl nahekeiic Ich habe sie
in meinen Grundlagen der Arithmetik auf die Beziehung gedéi, die ich Gleichzahligkeit
genannt habe. Im § 72 (S. 85) meiner Grundlagen definire ich:

Der Ausdruck ,der BegriffF' ist gleichzahlig dem Begriffé&* sei gleichbedeutend mit
dem Ausdrucke ,es giebt eine Beziehumgvelche die unter den Begriff fallenden Gegen-
sténde den unter fallenden Gegensténden beiderseits eindeutig zuordnet'.

Was heisst es nun, dass die Beziehgndie unter den Begrifft’ fallenden Gegenstan-
de den unter den Begrifff fallenden zuordne? Es heisst (§ 71 der Grundlagen), dass jed
Gegenstand, der untét fallt, in der Beziehungp zu einem unter7 fallenden Gegenstande
stehe, oder genauer, dass die beiden Satf&llt unter F* und ,a steht zu keinem unte®
fallenden Gegenstande in der Beziehun§r kein a mit einander bestehen kénnen.

Wir nehmen nun als Begriff —¢a T, als BegriffG — ¢ A, als Beziehung —&a (Ca T).
Dann kdnnen wir das Gesagte in Begriffsschriftzeichen soldicken:

Yo[Vapa (ae ) — - aa A] — - 0o 10
Die Beziehung muss eindeutig sein. Fligen wir dies noch hszbhaben wir
- (funk(Y) - = Vo [Vapa (aaY) - - as Al - - daT))
(Ueber ,und* vergleiche man § 12.) Wir betrachten dies alstiVder Function mit zwei
Argumenten
= (funk(Y) — = Vo [Vapa (aaY) — - aa (] — — 0a¢g])
fur die Argumentd” und A. Diese Function ist eine Beziehung. Ihr Doppelwerthvéristu
extaexte [- (funk(T) — = Vo [Va[oa(aa T) — — asa] — — da¢])]
Wir sehen ihn an als Werth der Function
extaexte [- (funk(§) — — Yo [Va[po (adf) — — asa] — - doe])]
fur das Argumenf(’. Fur diese Function fihren wir durch folgende Definitionegirkurzen
Namen ein:

p:— = extaexte [- (funk(p) — - Yo [Va[oa (adp) — - asa] — - da¢])] (A
Der Werth dieser Function istimmer der Umfang einer Bezighias istnui's (Aa Y :—
)? Nach der Definition ist hierflr zu setzen

I's[Asextaexte [~ (funk(Y) — = Vo [Va[pa(aaY) — = asa] — — da¢])]]
| oder S.56

- (funk(Y) - = Vo [Vapa (adaY) - - as Al —» - 0aT))
Dies ist der Wahrheitswerth davon, dass die Beziehunge{¢a T) die unter den Begriff
—¢o T fallenden Gegenstande solchen, die unter den Begriffo-A fallen, eindeutig zu-
ordne. Wir wollen dafur den kirzern Ausdruck einfihren ,dieBeziehungbildet denT'-

101pem o' im Wortausdrucke entspricht hiev',
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Begriff in den A-Begriff ab’, indem wir allgemein einen Begriff, dessen Umfafigst, I'-
Begriff und eine Beziehung, deren Umfatigst, YT-Beziehungnennen.

8 39.Wenn nun Gleichzahligkeit zwischen den Begriffen bestedwh so muss es ei-
ne Beziehung geben, von der nicht nur das gilt, was wir ebendenT-Beziehung sagten,
sondern von deren Umkehrung auch das Entsprechende giWam#auschung der Rollen
vonT und A, sodass sie deA-Begriff in denI'-Begriff abbildet. Zu diesem Zwecke ist es
wiinschenswerth, einen Functionsnamgn'! einzufithren der Art, dass, werii der Um-
fang einer Beziehung isff ' der Umfang von deren Umkehrung ist. Zu diesem Zwecke

definiren wir

p~!:=extaexte (aa (0 p)) (E

Es ist dann die Beziehung
—¢a(¢a Y™t oder
—¢oa (Caextaexte (@ (ca X))
dieselbe wie <92 (£a ).

8 40.Um also dasselbe von der Umkehrung der Beziehurige-< @ Y) zu sagen, was
wir von ihr selbst gesagt haben, brauchen wir far durch ,Y~* zu ersetzen. Demnach
ist - (Ae(Te Y ! :» ) - = Ta(AaY :— )) der Wahrheitswerth davon, dass die
T-Beziehung der-Begriff in den A-Begriff, und dass deren Umkehrung diesen in jenen
abbilde, nattrlich in der Voraussetzung, dRasnd A Begriffsumfange seien uni ein Be-
ziehungsumfang. Damit nun diese Begriffe gleichzahligisginuss es eine solche Beziehung
geben. Es ist <8 (¢a T) immer eine Beziehung, was auch’,fir einen Gegenstand be-
deuten moége, und jede Beziehung lasst sich in der Forrie<€a Y)' bezeichnen, indem
man farY ihren Umfang nimmt. Danachist Vq[As Te g™ :— ) — - I'a (Asq:— )]
der Wahrheitswerth davon, dass die Begriffeted" und —¢a A gleichzahlig seien. Wir
konnen dies als Werth der Functienvq [As (£aq™! :— ) — = £a (Aaq:— )] fur das
Argumentl” ansehen. Diese Function ist ein Begriff, dessen Uméang(— Vq[Aa (caq~! :—
) — — ga(Aaq :— )]) ist. Und nach meiner Definition (Grundlagen § 68) ist dieser B
griffsumfang dieAnzahl, die dem Begriffe —¢a A zukommt. Statt ,Anzahl, die dem-
Begriffe zukommt' sage ich auch kurz ,Anzahl dasBegriffes'. Ich definire nun:

1

anz(u) :=exte (- Vqua(eaq " =) — - ea(uagq:—))) (z

8 41.Danach istinz(exts (- ¢ = ¢) #8) die Anzahl deexte (- ¢ = ¢)-Begriffes oder
die Anzahl, die dem Begriffe + ¢ = £ zukommt, und dies ist die Anzahl Null (Grundlagen
§ 74).m—Es ist wichtig, die Anzahl Null von der Zahl Null zu untersahen «—u'%? #9|ch
definire

anz(0) := anz(exte (- € = ¢€)) (®

102gp4ter wird es sich als nothwendig erweisen, die Anzahl Yarlder Zahl Null zu unterscheiden, und ich will
darum jene durch einen schrég durchgehenden Strich abseeic

#58m Original fehlt spiritus lenis [Fehlertyp: interp | Rethiel]
#59Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!



8 42.So definire ich auch (Grundlagen § 77)
anz(1) := anz(exte (¢ = anz(0))) (I
n——m% #%nz(1) ist danach die Anzahl, die dem Begriffe= anz(0) zukommt.
- Yu [~ (anz(u = TI))] ist der Wahrheitswerth davon, dass es einen Begriff gied) d
die AnzahII" zukommt, oder, wie wir auch sagen kénnen, dagsne Anzahl ist. Demnach
nennen wir die Functior Yu [- (anz(u = £))] den Begriff derAnzahl.

8 43.Es ist nun noch die Beziehung zu erklaren, in der ein Gliedhaeahlenreihe zum
nachstfolgenden steht. Ich flhre hier meine Definition (@fagen § 76) in etwas veranderter
Fassung wieder an:

Wenn es einen Begriff -<a I" und einen unter ihn fallenden Gegenstander Art giebt,
dass die Anzahl, die dem Begriffe £ I' zukommt, A ist, und dass die Anzahl, die dem
Begriffe - ((aT — & = A) zukommt,© ist, so sage ichA folgt in der Anzahlenreihe
unmittelbar au.

Wir haben nun in

- (anz(exte (- (el —e=A))) =0 — (AaTl — - anz(T') = A))

den Wahrheitswerth davon, dasslie Anzahl sei, die dem Begriffe <o I" zukomme, dass
A unter diesen Begriff falle und dagsdie Anzahl degxte (— (ca T — ¢ = A))-Begriffes
sei. Danach haben wir in

- VYuVa [anz(exte (- (cou—e=1a))) =0 — (adu — - anz(u) = A)]
den Wahrheitswerth davon, dadsn der Anzahlenreihe unmittelbar aufo folge. Wir be-
trachten dies als Werth der Function

- YuVa [anz(exte (- (cou—e=a))) =& — (aau — - anz(u) = ()]
fur die Argumente® und A. Der Umfang dieser Beziehung ist

extaexte [- YuVa [anz(exte (- (eau—e=a))) =¢ — (aau — - anz(u) = «o)]]
und dafir werde ein einfacher Name eingefuhrt:
nf := extaexte [~ VuVa [anz(exte (- (eau—e=a))) =¢ — (adu — - anz(u) = a)]]
(H

Danach driicktanz(0) @ (anz(1) a nf)* aus, dasanz(1) in der Anzahlenreihe unmittelbar auf
anz(0) folge.

8 44.Es mogen die sechs im § 78 meiner Grundlagen aufgefiihrtere S#tunsern
Zeichen folgen:

, Fanz(0)a (aanf) — a=anz(l)"
, Fanz(u) =anz(1) —» - Va[- (agu)]"

, Fanz(u) =anz(1) — (deu — (adu—d=a))’,
, FYopou—Valaau — a=0]] — (- Ve[~ edu] — anz(u) = anz(1)) *
Ich Uberlasse es dem Leser, sich den Sinn selbst klar zu maéle (nf )* driickt aus, dass

die nf-Beziehung eindeutig sei, mit andern Worten: dass es zu jaazahl nicht mehr als
eine einzige gebe, die auf sie unmittelbar in der Anzahlearéolge. funk (nf ~1)* drickt

103per schrage Strich irgnz(1) soll die Anzahl Eins von der Zahl Eins unterscheiden.

#60Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!

S.58



S.59

aus, dass es zu jeder Anzahl nicht mehr als eine einzige gabdie sie unmittelbar in der
Anzahlenreihe folge. Durch, = (funk (nf ~!) — — funk(nf))‘ wird der flinfte jener Satze
wiedergegeben.

, F= Vul- (anz(u) = a)] — (- a=anz(0) — - Va [~ (aa(aanf))])"
besagt, dass es zu jeder Anzahl mit Ausnahmeadef0) eine ihr in der Anzahlenreihe
unmittelbar vorhergehende gebe.

8 45.Die nf-Beziehung ordnet die Anzahlen, sodass eine Reihe ent®@ttaben nun
allgemein zu erklaren, was das heisst ,ein Gegenstand doigeinen Gegenstand in einer
Reihe’, wobei die Art dieser Reihe durch die Beziehung basti ist, in der stets ein Glied
der Reihe zum néachstfolgenden steht. Ich wiederhole die 7@ @einer Grundlagen und in
der Begriffsschrift gegebene Erklarung in etwas andernt&¥or

Wenn der Satz

.wenn jeder Gegenstand, zu defx in der T-Beziehung steht, unter den Begriff
— F(¢) fallt, und wenn daraus, dass ein Gegenstand unter dieseiffB&i, allge-
mein folgt, dass jeder Gegenstand, zu dem jener ifdBeziehung steht, gleichfalls
unter den Begriff —'(¢) falle, so fallt®© unter diesen Begriff*
allgemein fur jeden Begriff —£'(¢) gilt, so sagen wir: @ folgt in der T-Reihe auf A".
Danach ist

VE [Vo [§(0) — Va[pa(aa ™) — §(a)]] — (Va[As (aa T) — F(a)] — F(O))]
der Wahrheitswerth davon, da@sin der Y-Reihe aufA folge. Wir kdnnen dies ansehn als
Werth der Function
VE [Vo [§(0) = Vaoa (aa T) — §(a)]] — (Va[fa (aa 1) — F(a)] — F(())]
fur die ArgumenteA und©. Der Umfang dieser Beziehung ist
extaexte [VF V0 [F(0) = Vapoa (aa ) — F(a)]] — (Valea (aa Y) — F(a)] — F(a))]]
Wir kdnnen ihn als Werth der Function
exta exte [V [V0 [§(0) — Va[pa (aaé) — F(a)]] — (Valea (aa é) — F(a)] — F(a))]]
| fir das Argumenfl’ ansehen. Fir diese Function fihre ich einen einfachen Nagimen
indem ich definire:
<g'=
exta exte [V [V0 [§(0) — Va 0o (aa q) — F(a)]] — (Valea (avq) — F(a)] — F(a))]]
(K
Danach driicktAa (©a <) aus, das® aufA in derY-Reihe folge. UndAa (©a <pf
) driickt aus, das® auf A in der Anzahlenreihe folge.

Statt © folgt auf A in der T-Reihe' sage ich auchd geht dem© in der T-Reihe
vorher'.

8 46.- Aa(Ba <y) — © = A ist der Wahrheitswerth davon, da@sauf A in
der T-Reihe folge oder mitA zusammenfalle. Dafiir sage ich kiirzer, déssler mit A
anfangendenY-Reihe angehoéreoder das\ der mit®© endendenY-Reihe angehdrelch
betrachte dies als Werth der Functien{a (o <y) — ¢ = £ fur die ArgumenteA und
©. Der Umfang dieser Beziehung istta exte (- o (ad@ <y) — a = ¢). Diesen fasse ich
auf als Werth der Functioextaexte (- €8 (ad <¢) — a = ¢) flr das Argument’ und
fuhre einen einfachen Namen ein, indem ich definire:

<g=extaexte (- €a (a0 <) wa=¢) (A



Danach istAs (©a <y) der Wahrheitswerth davon, da€sder mit A anfangenden-
Reihe angehore. Dem zufolge @tz(0) e (©a <pf) der Wahrheitswerth davon, da@sder
mit anz(0) anfangenden Anzahlenreihe angehdre, woflr ich auch sags@dineendliche
Anzahl sei.

Im & 82 meiner Grundlagen erwédhne ich den Satz, dass die Anitaldem Begriffe

der mitn endenden Anzahlenreihe angehérend
zukommt, aufn in der Anzahlenreihe unmittelbar folgt, wemneine endliche Anzahl ist.
Wir kdnnen dies nun so wiedergeben:anz(0)a (na <pf) — na (anz((na <pt)anf))’
denn(®a <pf) ist der Umfang des Begriffeder mit© endenden Anzahlenreihe angehd-
rend

3. Abgeleitete Gesetze.

8 47. Wir haben eben gesehen, wie sich mit unsern Zeichen BegniffeGegenstan-
de bezeichnen lassen, mit denen wir uns spéter beschéaftigiglen. Aber dies wirde noch
wenig zu bedeuten haben, wenn sich nicht auch mit ihnen ezchesse, wenn sich nicht
Schlussreihen ohne Beimischung von Worten darstelleneBenflihren liessen. Wir haben
nun schon die Grundgesetze und die Schlussweisen kenregntgdle dabei zur Anwendung
kommen. Es sollen nun Gesetze aus ihnen abgeleitet wergenirdpater gebrauchen wer-
den, | um dabei zugleich die Art des Rechnens zu zeigen. Batédgen die Grundgesetze
und Regeln zusammengenstellt und einige Erganzungendefiryt werden.

Zusammenstellung der Grundgesetze.

Fa— (b— a),

Fa—a
(I (818)
= Va[f(a)] = f(a)
(lla (8 20)
= g(a=0b) — g(v [{(b) — f(a)])
(1 (8 20)
=V [Ma(f(8))) — Ms(f(8))
(Ilb (8 25)
o (—a)=(2b) = (—a)=(—D)
(IvV (8 18)
F (exte (f(e)) = exta (g())) = (Va [f(a) = g(a)])
(V (820)

Fa=1exte(a=c¢)
(VI (818)

S.60



8 48.zusammenstellung der Regeln.

1. Verschmelzung der Wagerechten.

m—Wenn als Argument der Function &der Werth dieser selben Function oder einer der
Functioner{ — &, - ¢ oderva [¥(a)] fiir ein Argument erscheint, so kénnen die Wagerech-
ten verschmolzen werden.

Gleiches gilt, wenn der Werth der Function&an einer Argumentstelle der Functionen
¢ — & — €oderVa [¥(a)] auftritt.—a'% #@—

2. Vertauschung der Vorderglieder.

Die Vorderglieder desselben Satzes kénnen beliebig naneler vertauscht werdens%
#63g_

3. Kontraposition.

Man darf in einem Satze ein Vorderglied mit einem Hintedgierertauschen, wenn man
zugleich die Wahrheitswerthe beider umkehm'6 #64
Zwischenzeichen: X .

n—
4. Verschmelzung gleicher Vorderglieder.

Ein mehrmals in demselben Satze auftretendes Vorderglagtht nur einmal geschrie-
S.61 ben zu werden-—m*0” #65 |

5. Verwandlung eines lateinischen Buchstaben in einen degisc

104\/enn als Argument der Function £-der Werth dieser selben Function fiir ein Argument erscheikdnnen
die Wagerechten verschmolzen werden.
Wagerechte in unserm Sinne sind die beiden durch den Vemgastrich getrennten Theile des wagerechten
Strichesin~ &'.
Wagifrgchte in unserm Sinne sind auch der untere und dierb&ideile des obern wagerechten Striches in
¢ = &
Wagerechte in unserm Sinne sind endlich die beiden an diduHglgefligten geraden Striche iviq [¢(a)]".
105

2. Vertauschung der Unterglieder.
Die Unterglieder desselben Satzes kénnen beliebig mit dararertauscht werden.
106

3. Wendung.

Man darf in einem Satze ein Unterglied mit einem Obergliedéauschen, wenn man zugleich die Wahrheits-
werthe beider umkehrt.

107
4. Verschmelzung gleicher Unterglieder.
Ein mehrmals in demselben Satze auftretendes Untergliedtirauceinmal geschrieben zu werden.
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Es ist erlaubt, in einem Satze einen lateinischen Buchstéberall, wo er vorkommt,
durch einen und denselben deutschen Buchstaben zu eraatderwar einen Gegenstands-
buchstaben durch einen Gegenstandsbuchstaben und eimgtioRsbuchstaben durch einen
Functionsbuchstabem— Dieser muss dann zugleich hinter einem Allquantor angéibrac
werden vor einem Hintergliede, ausserhalb dessen denilthe Buchstabe nicht vorkam.
Wenn in diesem Hintergliede das Gebiet eines deutschensBalmn ganz enthalten ist, in
welchem Gebiete der lateinische Buchstabe vorkam, so nemdgrddiesen zu setzende deut-
sche Buchstabe von jenem verschieden gewahlt werdefl® #66

Zwischenzeichenx—-.
Dies Zeichen wird auch angewendet, wenn mehre deutschesiilen in dieser Weise ein-
gefuihrt werden sollen. Wiewohl man gleich das Endergebmisschreibt, muss man doch
einen nach dem andern eingefiuihrt denken.

6. Schliessen (a).

m—Wenn ein Vorderglied eines Satzes sich von einem anderre Satzdurch den feh-
lenden Urtheilstrich unterscheidet, so kann man auf eimén&hliessen, der aus dem ersten
durch Unterdriickung jenes Vordergliedes hervorgeat®® #67
Zwischenzeichen: ( }——
und ()ii————;
zusammengezogene Schliisse mit

( , ):: [ —
7. Schliessen (b).

m—Wenn dieselbe Zeichenverbindung (Eigenname oder latdiaiSegenstandsmarke)

in einem Satze als Hinterglied und in einem andern als Vgt erscheint, so kann man
auf einen Satz schliessen, in dem das Hinterglied des an8dtzes als Hinterglied und alle
Vorderglieder beider ohne das genannte als Vordergliedeheinen. Dabei kdnnen gleiche
Vorderglieder nach Regel (4) verschmolzen werdest!© #68

Zwischenzeichen: (= — — —

und ()i— — — —;
zusammengezogene Schliisse mit

(,)_,: = = *und( ) I ——
8. Schliessen (c).

m—Wenn zwei Satze in den Hintergliedern tbereinstimmen, ardhein Vorderglied des
einen sich von einem Vordergliede des andern nur durch des deehende Verneinungszei-
chen unterscheidet, so kdnnen wir auf einen Satz schliegsdam das gleiche Hinterglied

108pjeser muss dann zugleich Uber einer Hohlung angebrachtewarar einem Obergliede, ausserhalb dessen
der lateinische Buchstabe nicht vorkam. Wenn in diesem Qibdeggdas Gebiet eines deutschen Buchstaben ganz
enthalten ist, in welchem Gebiete der lateinische Buclestaiokam, so muss der fiir diesen zu setzende deutsche
Buchstabe von jenem verschieden gewahlt werden.

109%/enn ein Unterglied eines Satzes sich von einem andern Satzieirch den fehlenden Urtheilstrich unterschei-
det, so kann man auf einen Satz schliessen, der aus dem arstérlthterdriickung jenes Untergliedes hervorgeht.

110wenn dieselbe Zeichenverbindung (Eigenname oder latéimi§egenstandsmarke) in einem Satze als Ober-
glied und in einem andern als Unterglied erscheint, so karm awé& einen Satz schliessen, in dem das Oberglied
des zweiten Satzes als Oberglied und alle Untergliedeebelthe das genannte als Unterglieder erscheinen. Dabei
kénnen gleiche Unterglieder nach Regel (4) verschmolzedever
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als Hinterglied und alle Vorderglieder beider mit Ausnalaeebeiden genannten als Vorder-
glieder erscheinep-m1! #69
Zwischenzeichen: (}i—-— - —-

9. Anziehen von Satzen. Ersatz der lateinischen Buchstaben.

Wenn wir einen Satz mittels seines Abzeichens anziehemeémwir damit einen ein-
fachen Schluss verbinden, indem wir jeden lateinischere@stgndsbuchstaben tberall, wo
er in dem Satze vorkommt, durch denselben Eigennamen oéeglbe lateinische Gegen-
standsmarke ersetzen. |

Desgleichen kdnnen wir dabei jeden der lateinischen Fomstiuchstabeny;, , ¢', , h',
JF, .G, , H' Uberall, wo er in dem Satze vorkommt, durch denselben Naoden dieselbe
lateinische Marke einer Function erster Stufe mit einenr adezwei Argumenten ersetzen,
je nachdem der lateinische Buchstabe eine Function mitreger mit zwei Argumenten
andeutet.

Wenn wir das Gesetz (IIb) anziehen, konnen wir das darinorarkendeMg* an beiden
Stellen durch denselben Namen oder dieselbe lateinischieehdéimer Function zweiter Stufe
mit einem Argumente zweiter Art ersetzen.

In Betreff der Worter ,denselben’ und ,dieselbe' im zweitendudritten Absatze die-
ser Regel ist zu beachten, dass das Argument nicht mit zutiBangehort, dass also ein
Wechsel des Argumentzeichens keine Aenderung des Fusgtarens ist. Damit hier und
da derselbe Functionsname vorkomme, ist erforderlicls diesverwandten Argumentstellen
sich entsprechen. Fur die Frage, was als verwandte Arggiie#lah anzusehn seien, sind die
Regeln zu beachten:

m—Alle Stellen, an denen ein deutscher Buchstabe in seinenetefedoch weder in
einem eingeschlossenen Gebiete desselben Buchstabénhinter einem Allquantor vor-
kommt, sind verwandte Argumentstellen der zugehérigerctom:—a''2 #70

alle Stellen, an denen ein kleiner griechischer Vokalbtatesin seinem Gebiete, jedoch
weder in einem eingeschlossenen Gebiete desselben Boehgia>noch mit dem Werthver-

laufszeichen vorkommt, sind verwandte Argumentstellenzigehorigen Function-m''3
#71

10. Anziehen von Séatzen. Ersetzung deutscher Buchstaben.

Wenn wir einen Satz mittels seines Abzeichens anzielerdAijrfen wir einen deut-
schen Buchstaben hinter dem Allquartas’'* #"2und zugleich an allen Argumentstellen
der zugehorigen Function durch einen und denselben andgedrzwar einen Gegenstands-
buchstaben durch einen solchen und einen Functionsbbetmsthurch einen solchen erset-
zen, wenn dadurch nicht ein deutscher Buchstabe, der imadeen eignen eingeschlossenen
Gebiete vorkommt, dem Buchstaben gleich wird, dessen Geéageingeschlossene ist.

11wenn zwei Satze in den Obergliedern Ubereinstimmen, wahiiendreerglied des einen sich von einem Un-
tergliede des andern nur durch den davor stehenden Vengasstiich unterscheidet, so kdnnen wir auf einen Satz
schliessen, in dem das gleiche Oberglied als Oberglied UadJaterglieder beider mit Ausnahme der beiden ge-
nannten als Unterglieder erscheinen.

112pJje Stellen, an denen ein deutscher Buchstabe in seinerie@efedoch weder in einem eingeschlossenen Ge-
biete desselben Buchstaben, noch lber einer Hohlung vorkosnrdtverwandte Argumentstellen der zugehdrigen
Function;

113noch mit dem Spiritus lenis vorkommt, sind verwandte Argumetitst der zugehérigen Function.

114dirfen wir einen deutschen Buchstaben tiber der Hohlung
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11. Anziehen von Satzen. Ersetzung der griechischen Vokaitalen.

Wenn wir einen Satz mittels seines Abzeichens anzialerdurfen wir einen griechi-
schen Vokalbuchstaben hinter dem Werthverlaufszeichét® #"3und zugleich an allen
Argumentstellen der zugehdrigen Function durch einen emdelben andern ersetzen, wenn
dadurch nicht ein griechischer Buchstabe, der in einem dgner eingeschlossenen Gebiete
vorkommt, dem Buchstaben gleich wird, dessen Gebiet dges@hlossene ist.

12. Anziehen von Definitionen.

Wenn wir eine Definition mittels ihres Abzeichens anzieldirfen wirm—das Definiti-
onszeichen durch das | Gleichheitszeichen ersetmé¥ #*’#und die Aenderungen vorneh- S.63
men, die nach (9), (10), (11) bei der Anziehung eines Satiaste sind.

Festsetzungen Uber den Gebrauch der Klammern.

13. Alles, was rechts von einem Wagerechten im Zusammeutstabt, ist als Ganzes
aufzufassen, das an der Stelle dgdn ,— &' steht, sofern nicht Klammern das verbieten.

14. Alles, was links vom Gleichheitszeichen bis zum nach®¥agerechten — diesen
ausgeschlossen — im Zusammenhange steht, ist als Ganze$aagén, das an der Stelle
des £'in, £ = (' steht, sofern nicht Klammern das verbieten.

Danach ist z. B.g = b = ¢' aufzufassen wie(a = b) = ¢'. Dajedoch ¢ = b = ¢'in
anderm Sinne gebrauchlich ist, werde ich in solchem Fafl&thmmern hinschreiben.

15. Alles was rechts von einem Gleichheitszeichen stel#isnachsten Gleichheits-
zeichen — dieses ausgeschlossen —, ist als Ganzes aufzyfdasean der Stelle deg'in
,& = (' steht, sofern nicht Klammern das verbieten.

16. Wir haben Namen von Functionen mit zwei Argumenten wig.z¢ = (', ,€a (',
welche ihre Argumentstellen links und rechts haben. Ichseiiche Functionszeichexzwei-
seitigenennen. Fir zweiseitige Functionszeichen mit Ausnahmé&tiishheitszeichens sei
Folgendes bestimmt.

Alles, was links von einem solchen Zeichen bis zum néchsterciheitszeichen oder
Wagerechten im Zusammenhange steht, ist als Ganzes asdeunfadas an der linken Ar-
gumentstelle steht, sofern nicht Klammern das verbietad,Alles, was rechts von einem
solchen Zeichen bis zum nachsten zweiseitigen Functitiezeim Zusammenhange steht,
ist als Ganzes aufzufassen, das an der rechten Arguméntgedit, sofern nicht Klammern
es verbieten.

17. Wir haben einfache Namen von Functionen erster Stufeimém Argumente bis-
her so gebildet und werden es auch in Zukunft thun, dass diementstelle rechts vom
eigentlichen Functionszeichen steht wie enk (€)', , & :— *, , & ', anz(€)', , <¢', , <¢".
Fur solcheeinseitigeFunctionszeichen mit Ausnahme des Wagerechten bestiniireoie
gendes.

Alles, was rechts von einem einseitigen Functionszeichedlusammenhange steht bis
zum néachsten zweiseitigen Functionszeichen, ist als Gaazizufassen, das an der Argu-
mentstelle steht.

18. Wenn ein Wagerechter links frei endet, so schliessefhwisammt seinem Argu-
mentzeichen in Klammern ein.

115dirfen wir einen griechischen Vokalbuchstaben unter deimitSplenis
118den Definitionsstrich durch den | Urtheilstrich ersetzen
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8 49. Leiten wir zun&chst einige Séatze aus (1) ab!
m—Ich werde nun (l) so anziehen, dass ich dabei nach Regel €98 d& fur p' , - '
S.64 schreibe—a''” #7>Aus dem Folgenden ist zu ersehen, wie ich einen Satz anZjehe.

| Fa—(-b—a)

X

F=a— (a—b) (la

(la) ist hiermit zum Abzeichen des neuen Satzes gemachteruldebergange vergleiche
man Regel (3)m—Hierbei ist auch von der Vertauschbarkeit der Vorderglie@ebrauch
gemacht nach Regel (2)a!1® #76

In der folgenden Ableitung ziehe ich (1) in der Weise an, delsgir ,a‘, — o' schreibe.

Il F=a—((b—-a)

X
F=(b—>=-a)—a (Ib
;;Bei der Anwendung der Regel (3) ist hiér — — o' als Hinterglied anzusehen.w'*®
Il Fa—(b—a)
X
F-=(b—a)——-a (Ic

la F—-a—(a—Db)

X

F-(a—b)—a (id

In der folgenden Ableitung ist (I) in der Fornt-,a — a' gedacht und nun statt;
,b — = a' geschrieben. Wenn man (I) in der urspriinglichen Form anmtimnd statt ¢'
,b — — a' schreibt, so erhalt man zunéachst
, Fb—=a)—»0b—>(b—-a)'
=—Wwo man nun die gleichen Vorderglieder nach Regel (4) versthen kann—a'?® #78

1171ch werde nun (1) so anziehen, dass ich dabei nach Regel % d8 fiir p*, — b* schreibe und nach Regel (1)
die Wagerechten verschmelze.

118Hjerbei ist auch von der Vertauschbarkeit der Unterglig@lebrauch gemacht nach Regel (2).

1198ej der Anwendung der Regel (3) ist hiér— — «' als Oberglied anzusehen.

1200 man nun die gleichen Unterglieder nach Regel (4) verschenedann.
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Auch so kann man das Folgende auffassen.

| F(b—a)— (b— a)
X
Fb—(a— = (b— - a) (le
| F(b—a)—>(b—a)
X

b—(—a— - (b—a)) (If

Man vergleiche hierzu das im 8 12 Uiber ,und' Gesagte.
Im Folgenden wird (le) so angezogen, dass &ty ¢' geschrieben wirds—und die glei-
chen Vorderglieder verschmolzen werdem!?! #79

le Fa— = (a— - a)

X

Fla——-a)—-a (lg

8 50. Es sollen nun die Hauptgesetze der Functjos: ¢ abgeleitet werdens—Wir
ersetzen zunachst nach Regel (9) 8 48 den Functionsbuehstain (111) durch den Namen
der Function —¢.«m!?? #80

I Fa=0b— Vi[j(b) — f(a)]
(IIb): — — — — — — — —
S.66

Fa=b— (f(b) — f(a)) (la
Der Uebergang geschieht hierbei nach Regel (7) und (llti idér Form

» FYEIF) = §(a)] = (f(b) = fla)*
herangezogen, indem nach Regel {@j(#(3))‘ durch die lateinische Marke einer Function
zweiter Stufe ¢(b) — ¢(a)" ersetzt ist.

HNa Fa=b— (f(b)— f(a))

X

F= f(a) — (f(b) = = a=0b) (b

121ynd die gleichen Unterglieder verschmolzen werden.
12njir ersetzen zunéchst nach Regel (9) § 48 den Functionstalmeits g in (111) durch den Namen der Function
— ¢ und verschmelzen die Wagerechten.
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m—In der folgenden Ableitung ist der Functionsbuchstafien (llla) durch die lateinische
Functionsmarke f(¢)' ersetzt—m!23 #81

Nla Fa=b— (= f(b) — — f(a))

X

Fa=b— (f(a) = f()) (lic
X

o () (f(a) - a=1b) (Iid

Wir kdnnen (llla) in Worten etwa so wiedergeben: Wenmit b zusammenfallt, so gilt Alles
von a, was vonb gilt. Aehnlich (llic). (llld) kénnen wir so aussprechen: Weeine Aussage
vona gilt, die vonb nicht gilt, so fallta mit b nicht zusammen.

In der folgenden Ableitung ist der Functionsbuchstagen (l11) durch den Functions-
namen ;- £ und,b* durch ,a' ersetzt.

N F=a=a— - Yf[i(a) — f(a)]

X
FVflf(a) = f(a)] = a=a (a
I+ fla) = f(a)
Vi [f(a) — f(a)] ]
() :
Fa=ua (e

Dieser Satz ist zwar nach nnserer Erklarung des Gleicldegitsens selbstverstandlich, aber
es ist der Mihe werth zu sehen, wie er aus (Ill) entwickeltdsarkann. Dabei bietet sich
Uberdies Gelegenheit, einiges zu bemerken, was auch fterepébleitungen gelten soll.
Der zweite Satz hat das Abzeicher erhalten. Ein kleiner griechischer Buchstabe, so ver-
wendet, soll nur innerhalb derselben Ableitung als Abzechnverandert gelten, sodass er
in einer andern Ableitung als Abzeichen fiir einen anderz §abraucht werden kann. Ei-

S.64 ne Ableitung endet mit einem Satze, der zuerst ein von eidemda griechischen Buch- |
staben verschiedenes Abzeichen erhélt. In unserer Abtefinigt unter dem Satzenf das
Zeichen

um anzuzeigen, dass wir hier die Schlussreihe abbrechesinadeue anfangen, die erst da,
wo wir (o) anziehen, mit jener verknlpft wird. Der Uebergang 2udrfolgt nach Regel (5),

123 der folgenden Ableitung ist der Functionsbuchstalfein (llla) durch die lateinische Functionsmarke
,— f(&)" ersetzt, und dann sind die Wagerechten verschmolzen.
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der von (3) zu (llle) nach Regel (6). Ersetzen wir nun in (Illa) den Fimgsbuchstabenf,
durch die lateinische Functionsmarke= ¢!

Ma Fa=b—(b=b—>b=na)
(I1Ie) :

Fa=b—b=a (mf
Der Schluss erfolgt nach Regel (6).

In der folgenden Ableitung sind in (llic) und (lllay; durch ,—a', , b durch ,— a' und
der Functionsbuchstabg’,durch den Functionsnamen ,£-ersetzt, und die Wagerechten
sind, wo es moglich ist, verschmolzen.

e F(—a)=(-a)—(a— - a)
X

Fa—n (—a)= (- a) (o

Ma F(—a)=(-a)— (- a—a)

X
Foa—- (—a)=(- a) 8
() 1
F-(—a)=(— a) (g

m—Bei den Uebergangen zu und (3) sind die gleichen Vorderglieder nach Regel (4)
verschmolzen—a*?* #82Der |etzte Schluss geschieht nach Regel (8).

In der folgenden Ableitung ersetzen wir den Functionsbtatien f* in (llic) durch die
lateinische Functionsmarkég(a) = f(&)".

e Fa=b— (f(a) = f(a) — f(a) = f(b))
(IIIe) :

Fa=b— f(a) = f(b) (llih

In der folgenden Ableitung istin () der Functionsbuddisé g ersetzt durch; F(— &)
und es sind die Wagerechten verschmolzen.

N F= F(—a=b)— - FVf[f) — f(a)])

= FVi[f(b) — f(a)]) = F(—a=1) («

124gej den Uebergéngen za) und (3) sind die gleichen Unterglieder nach Regel (4) verschmolzen
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FFla=b) - F(—a=10) (B

Fvflfla =b) — f(—a =10)] (v

X
Vi [f(a=1b) = f(—a=b)] - (—a=0b) = (a=1) ©
()
F(—a=b)=(a=0) (Il
S.65 Bei der zweiten Anziehung von (lll) isy; durch ,F* ersetzt. Bei der | letzten Anziehung

von (Ill) ist,g(€)  durch .= &', ,a' durch —a = b, , b durch ,a = V' ersetzt.

8 51.Es sollen nun einige Satze aus (IV) abgeleitet werden.

Mla F(—a)=(~b)— (= b— a)
X

FeCb—g = (—a) = () (@

e F(—a)=(-b)—(a——b)

X
Fa—(b— = (—a) = (= b)) &
s == === ===
Fa—((a—b) == (—a)= (= b)) 9
s == === ===
F=b—((-b—a)— ((a—b) =~ (—a)=(= b)) Q

Flb—=a)=(b—=(—a)=(=10) (e



Frb—a)=((a=b)—=(b—a) =~ (=a)=(=1b)

F(—a)—((a—b) = (—a)=(—b))
() ist hier bei seiner ersten Anwendung in der Form
, Fla—=b)—(a—b)"
bei seiner zweiten in der Form
y Fb—a)—=(-b—a)'
bei seiner dritten in der Form
, Fb—=a)—(b—a)'

©

(n

(IVa

zu denken. Man bemerke an den Uebergangen k&) und ) die Wirkung dieser Anwen-
dung von (I). So wird (I) noch oft gebraucht werden. Man veicie hierzu die Ableitung von
(le) in & 49. Der Satz (IVa) wird oft gebraucht, um | die Gldielt von Wahrheitswerthen

zu beweisen.

V Fe e = (o0 = (o= ()
X

Fo(=ag=Cag—=(=ag=( 0

(IIIg)

F(—a)= (-~ a)

(I11a) :

Ff(= - a) = f(—a)

Vb F(—a)= (- - a)
(IT1c) :

Ff(—a) = f(= —a)
Ein Beispiel fir die Anwendung von (IVa) haben wir im Folgend
fF Fb=a—a="%

(IVa):
Fla=b—b=a)— (—a=0b)=(—b=a)
(IIIf)
F(—a=b)=(—b=a)
(IIIc):
F(—a=b=(a=b)—(a=b)=(—b=na)
(I1I37) :

(ITIc) :

(IVb

(IVe

(Ivd

(6

(v

©
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F(—b=a)=(b=a)— (a=b=(b=a) (e

(I1I37) ::
Fa=b)=(b=na) (IVe
Beim Uebergange zwyj ist hier (llic) in der Form
v F(—a=b)=(@=b)—(—a=b)=(—b=a)— (a=b)=(—b=a))’

zu denken, indemf,(¢)‘ durch
) g = (_b = CL) ‘a
,a' durch ,(—a = b)', ,b" durch ,(a = b)' ersetzt ist. Fiir den Uebergang zt) haben wir
in (Ilic) , £(€)" durch ,(a = b) = &', ,a' durch ,(—b = a)', ,b" durch b = ' ersetzt zu
denken.

8 52.Es mégen endlich noch einige Sétze aus (V) und (V1) abgélsiteden.
V. (exte (f(e)) = exta (g(a))) = (Va [f(a) = g(a)])

(IIIa):
= Va[f(a) = g(a)] — exte (f(e)) = extr (g(a))
(IIIR): — — — — — — — —
Fva[f(a) = g(a)] — F(exte (f(¢))) = F(exta (g9())) (Va
Vo (exte (f(e)) = extar(g(a))) = (Va [f(a) = g(a)])
(ITIc)
Fexte (f(e)) = exta(g(a)) — Va[f(a) = g(a)] (a
(Ila): — — — — — — — —
- exte (f(6)) = exta (g(a)) — £(a) = g(a) (Vb

In (l1a) ist hier ,f () durch ,f (&) = g(&)* ersetzt zu denken.
Bei der folgenden Ableitung ist in (Vay(£)* durch ,a = &' ersetzt und zugleich flra,
,€' geschrieben nach Regel (11) § 48.

Va FVa[f(a)=(a=a)] —exte(f(e)) =exte (a =¢)
(Illa): — — — — — — — —
FVa[f(a) =(a=a)] — (a =7exte (a =€) — a =1exte (f(€))) (a

FVa[f(a) = (a=a)] — a=r1exte (f(e)) (Vla

Il. Beweise der Grundgesetze der Anzahl.

Vorbemerkungen

8 53.1n Beziehung auf die nun folgenden Beweise hebe ich herass die Ausfiihrun-
gen, die ich regelmassig unter der Ueberschrift ,Zerleguagausschicke, nur der Bequem-
lichkeit des Lesers dienen sollen; sie kénnten fehlen, alere Beweise etwas von seiner
Kraft zu nehmen, der allein unter der Ueberschrift ,Aufbau‘suchen ist.

Die Regeln, auf die ich mich in den Zerlegungen beziehe, streh in § 48 unter den
entsprechenden Nummern aufgeftihrt worden. Die zuletalaligten Gesetze findet man am



Schlusse des Buches mit den im 8§ 47 zusammengestellten gasgiden auf einer besondern
Tafel vereinigt. Auch die Definitionen des Abschnittes I,iflandere sind am Schlusse des
Buches zusammengestellt.

Zunachst beweisen wir den Satz:

Die Anzahl eines Begriffes ist gleich der Anzahl eines zeriBegriffes, wenn eine Be-
ziehung den ersten in den zweiten und wenn die UmkehrungrdB=ziehung den zweiten
in den ersten abbildet.

A. Beweis des Satzes

Vi) — (ua (vaq:— ) — anz(u) = anz(v))*

,Fva(uaqg™

a) Beweis des Satzes
,Fua(vagqg:—~)— (wa(uap:— ) —wa(va(gop):—))

8 54.Zerlegung.
Nach der Definition (Z) ist der Satz
, Fva(uaqg™!
eine Folge von
, Fve(uag ™t = )™ = (e (vogqg:i>) —
1

= ) — (ud (vaq:—» ) — anz(u) = anz(v)) * (

exte (- Vqua(eaq™ i—» ) — - ea(uaqg:—)]) =
exte (- Vqve(eaq ™ > ) —> - ca(vaq:~>)])) (B

Dieser Satz ist mit (Va) und nach Regel (5) abzuleiten aus Satzre |
1

1

, Fvea(uaqg " :—»)— (ua(vaqg:—»)—
1

(- Vqus(waq > )— - wa(uaq:—~)]) =

(- Valve(waq ') — - wa(vaq:>)])) ° (v
der mit (IVa) zu beweisen ist. Wir bedurfen dazu der Séatze

, Fve(uaqg =) — (ua(vaq:— ) —

(- Vqva(waq™':»)— - wa(veq:—») —

- Vqlus (weq ' i) — - wa(uag:—)]))" (6
und

, Fva(uaqg =) — (ua(veq:—»)—

(- Vquoe (waq ' =) — - wa(uaq:—~» ) —

- Vg[ve (weq ' i) = — wa(vegq:~ ) (e
Wenn wir in €) ,«' mit, v* vertauschen und fiirg: , g~ * schreiben, so erhalten wir

, Fua(va (g™ =) — (va(uaqg ™ =) —

(- Vqgvo(weq':=)— = wo(weq:=»)] —

— Vg [us (wag i) =~ wa (uaq:~)])" (<

Dieser Satz stimmt nahezu mi) (iberein. Um§) aus () nach Regel (7) abzuleiten, bedtirfen
wir des Satzes

71)71 .

, Fua(vagq:— ) —ua(val(g =) (n
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Wir suchen also zunachst den Saty{u beweiserm—Er geht durch Kontraposition (Regel
3) hervor aus dem Satzew'? #84

, Fve(uaqg i) — (ua(veq:— ) —

(Vg [ve (waq =) — - wa(vaq:— )] —

Vq[ua (weq i) — - wa(uaq:—)]))" (9
der nach Regel (5) folgt aus

, Fva(uaqgt:»)— (ua (voq:— ) —

(Vg ve (waq i) — - wa(vaq:— )] —

(ua (wop™t i) = ~ wa (uap =)’ T

Um den Sinn hiervon besser zu erkennenyerwandeln wir es durch Kontraposition-im! 26
#85

1

, Fvea(uaqg =) — (ua (vaq:—~» ) —

(wa (uep:— ) — (ua (woap !

1

T ) —

~Vqva(waq i) — - wa(vag:—)))))’ G
Des bequemern Ausdrucks halber sage ich nun statt ,Bedeffsen Umfang durch:, an-
gedeutet wird#®8 y-Begriff', statt ,Beziehung, deren Umfang durch angedeutet wird'
,p-Beziehung', statt ,durch dig-Beziehung werden die unter denBegriff fallenden Ge-
gensténde den unter derBegriff fallenden eindeutig zugeordnet’ ,djeBeziehung bildet
denw-Begriff in denu-Begriff ab‘. Wir kbnnen nunk) so in Worten wiedergeben:

,Wenn die Umkehrung des-Beziehung dem-Begriff in denw-Begriff abbildet und die
p-Beziehung denv-Begriff in denu-Begriff abbildet, wenn ferner dig-Beziehung den:-
Begriff in denv-Begriff und dieq—!-Beziehung dem-Begriff in denu-Begriff abbildet, so
giebt es | eine Beziehung, die denBegriff in denv-Begriff und deren Umkehrung den
v-Begriff in denw-Begriff abbildet'.

Eine solche Beziehung ist offenbar eine aus g&eziehung und aus derBeziehung
zusammengesetZté, wie folgendes Bild anschaulich macht

w —UuUu — v
p q

Ich fihre nun fir den Umfang einer aus geBeziehung und aus derBeziehung zusam-
mengesetzten Beziehung die abgekiirzte Bezeichnung',ein, indem ich definire

gop:=extaexte (- Ve[ta(aaq) — - ca(tap))) (B
Es wird nun auf den Satz ankommen
, Fua(veg:—~»)— (wa(uap:—» ) —wa (va(gop):—))" (A

in Worten:

\Wenn diep-Beziehung dem-Begriff in denu-Begriff abbildet und wenn dig-Beziehung
denu-Begriff in denv-Begriff abbildet, so bildet die aus beiden zusammengeséia p)-
Beziehung dem-Begriff in denv-Begriff ab'.

Ferner bedirfen wir des Satzes

1 1

, Fva(uag i) — (ua (wap™' i) —va(wa(gop)™' i) (u

125gr geht durch Wendung (Regel 3) hervor aus dem Satze
126yerwandeln wir es durch Wendung in
12%/ergl. Grundlagen S. 86.
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der auf \) zurtickgefuhrt werden kann mit dem Satze
, Fgop) Tt =plog ! (v
Wir versuchen zunéchst den Sal ¢u beweisen. Aus der Definitiod\] ist zu entnehmen,
dass zweierlei bewiesen werden muss, namlich erstens
, Fua(vaqg:—» ) — (wa(uap:— ) —
Vo [Valoa(aa(gop)) — - adv] — - daw])’ (¢
und zweitens
, F funk(p) — (funk(g) — funk(gop))" (o
(&) geht hervor aus

, Fusa(veagqg:—~»)— (wa(uap:— ) —

(Va[da (ad(¢op)) — - adv] —» - dow))' (m
nach Regel (5). Umx) in Worten auszusprechen, ist es bequemetihn zuvor durch Kon-
traposition in—m'?8 #87

, Fua(vaqg:—)— (wa(uap:—»)—

(dow — = Valda (ad(gop)) — — adv])) (p

zu verwandeln. Sagen wir nun statt ,Gegenstand, der duf@ngedeutet wird* kurzd’, so
lautet unser Satz in Worten so:

\Wenn d unter denw-Begriff fallt und wenn derv-Begriff durch diep-Beziehung in den
u-Begriff abgebildet wird und wenn der-Begriff durch dieg-Beziehung in den-Begriff
abgebildet wird, so giebt es einen Gegenstand, der untes-@ayriif fallt und zu dend in
der(q o p)-Beziehung steht'. |

Der Beweis wird sich stiitzen missen auf den Satz

, Fda(eap) — (ea(maq) —da(ma(gop)))" (o
in Worten:

\Wenn d zu e in der p-Beziehung steht und wennzu m in der ¢g-Beziehung steht, so
stehtd zum in der(q o p)-Beziehung'.

Dies wird abzuleiten sein aus dem Satze

, F (= Vr[ra(maq) — — da(vap)]) =da(ma(gop)) (r
der aus der DefinitionR) folgt. Um ihn zu beweisen, bedurfen wir des Satzes
. F f(a,b) = ad (baextaexte (f(e,a)))" (v

denn die linke Seite der Definitionsgleichurig) (st ein Doppelwerthverlaufzf) ist auf den
Satz

, F fla) = asexte (f(e)) (¢
zuriickzufuhren, der aus der Definitioft)(abzuleiten ist. Nach dieser ist zu beweisen
» F f(a) = rexta (= Vg [exte (f(e)) = exte (g(c)) — — g(a) =a]) (x
Das muss mit (VIa) geschehen und mit dem Satze
, FVa[(= Vg lexte (f(e)) = exte (9(c)) — = g(a) = a]) = (f(a) =a)] * (¥

indem man in (Vla) fur £(£)* nimmt

, 7 Vg [exte (f(e)) = exte (g(¢)) — — gla) = ¢]°
und ,a' durch ,f(a)" ersetzt. (/) geht nach Regel (5) hervor aus

, B (= Vg lexte (f(e)) = exte (g(¢)) — —~ a(a) = b)) = (f(a) = b) (w

128hn zuvor durch Wendung in
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was mit (IVa) zu beweisen ist. Dazu bedtrfen wir der Satze

, = fla) =b— = Vg exte (f(c)) = exte (g(¢)) — — gla) =] (o
unds—von denen der erste durch Kontraposition nach Regel (3) fnlg—w'?° #88
Vg [exte (f(2)) = exte (a(e)) —  a(a) = b] — — f(a) = b° (v

Schreiben wir nun (IIb) in der Form
, Vg [exte (f(e)) = exte (g(¢)) — — g(a) = b] —
(exte (f(e)) = exte (f(e)) — — fla) =)

so sehen wir, dass hieraus mit (llle))folgt. m—Der Satz (’) folgt durch Kontraposition

aus—-13° #89
» o fla) = b— Vg lexte (f(¢)) = exte (g(¢)) — — gla) = 0] (&
und dies nach Regel (5) aus
, B fla) = b— (exte (f(e)) = exte (g(¢)) — — g(a) = b)° (¢

Dieser Satz geht nach Regel (7) mit (Vb) hervor aus
, o fla) =b— (f(a) = gla) = = g(a) = b)*

das mitm— Vertauschung der Vordergliedem®** #*°nur ein besonderer Fall von (llic) ist.
Wir bauen nun hiernach den Beweis auf. Zu der Ableitung vyishoch zu bemerken, dass
| beider ersten Anziehung von (1) nach Regel (9%)‘ durch die Functionsmarkef(¢, b)*
ersetztist. (lllic) ist darauf in der Form

, Fexte (f(e,b)) =baextaexte (f(e,a)) — (f(a,b) = avexte (f(e,b)) —

f(a,b) =as (baextaexte (f(e,)))) "
zu denken. Bei der zweiten Anziehung von (1) ist dieses ir-dem

, Fexte (f(e,b)) = baextaexte (f(e,a))"

zu denken, indem statf (¢)* gesetztistexte (f(e,£))  und statt o', b und statt ¢, o' nach
den Regeln (9) und (11).

8§ 55. Aufbau.
Vb extz (f(2)) = exte (g(=)) — f(a) = g(a)

(IIlc): — — — — — — — —
F fla) = b — (exte (£()) = extz (g()) — ~ gla) = b) (a
F = fla) =b— Vg [exte (f(e)) = exte (g(¢)) — — g(a) = D] B

X

k= Vg [exte (f(g)) = exte (g(¢)) — — g(a) =b] — f(a) =0 (v

(IVa):

12%0n denen der erste durch Wendung nach Regel (3) folgt aus
130per Satz @) folgt durch Wendung aus
13lertauschung der Unterglieder
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- (f(a) = b— — Vg [exte (f(e)) = exte (g(e)) — — gla) = b]) —
(~ Vg [exte (f(e)) = exte (g(e) — — gla) = b) = (— fla) =b) (6

lle Fexte(f(e)) =exte(f(e))

(I1b):
=g [exte (f(e)) = exte (a()) — — g(a) =] — = f(a) =b (
X
= fla) =b— = Vg exte (f(¢)) = exte (g(c)) — — g(a) =] (©
(9) :
F (= Valexte (f(e)) = exte (g(€)) — — g(a) = b)) = (— f(a) = b) (0
(IIIa):
F(—f(a) =b) = (f(a) =b) —
(= Vo [exte (f(e)) = exte (g(¢)) — — g(a) = b)) = (f(a) =) ®
(ITi)
= (= Vg lexte (f(e)) = exte (g(¢)) — — gla) = b]) = (f(a) = b) (
S.75
FVa (- Vg lexte (f(e)) = exte (g(¢)) — — g(a) = a]) = (f(a) = a)] @
(VIa):
= f(a) = 7exta (= Vg [exte (f(e)) = exte (g(¢)) — — g(a) = o)) (A
(IIIa):
Faexta (— Vg [exte (f(e)) = exte (g(e)) — — g(a) = a]) = avexte (f(e)) —
fla) = asexte (f(e)) (n
(A) :

F f(a) = asexte (f(e)) (1

1 F f(a,b) = aaexte (f(e,b))

(I1Ic):
Fexte (f(e,b)) = ba extaexte (f(e,a)) —
f(a,b) = as (baextaexte (f(e,a))) («
(1) =
F f(a,b) = ad (ba extaexte (f(g,a))) (2
(IIIc):
Fextaexte (f(e,a)) = ¢ — f(a,b) =aa(bag) (3
F extaexte (- Ve[ta (aag) — - ca(tap)]) =qop (B

3):



F (= Ve[ta(magq) — — da(tap)]) =da(ma(qop)) 4

(IIIc):
F = Vefra (mag) — - da(rap)] — da(ma(gop)) (o
X
F—= da(ma(gop)) — Vr[ra(maq) — — da(rap) B
(IIa): — — — — — — — —
F— da(ma(gop)) — (ea(mag) — ~ da(eap)) (v
X
- da(eap) — (eda (maq) — da(ma(gop))) (5

S.73 |

8 56.Zerlegung.
Um nun den Satz
, Fua(veaqg:—» ) — (wa(uap:—~)— (Valda (ad(gop)) — - asv] —

- dow))" (o
(8 54,7) zu beweisen, missen wir auk) zuriickgehen. Daraus leiten wir den Satz
, Fwa(uap:—~»)— (Va[da (adp) — - adu] — - dow)’ (8

ab. Um von diesem ausa] zu erreichen, miissen wir den Satz
, FVa[da (aa(gop)) — - asv] — (ua (vaqg:—~» ) —
Va[de (adp) — — adu])’ (v
haben, der nach Regel (5) hervorgeht aus
, FValde(aa(qop)) — - adv] = (ud (vag:— ) — (da(eap) — — eaw)) ' (¢
Wir kdnnen nun den Satz] auch so schreiben:
, Fua(veaqg:—» ) — (Valea(aaq) — - agv] — - eau)’ (s
Um hieraus §) zu gewinnen, bedurfen wir des Satzes
, FValda (aa(gop)) — — asv] — (da(eap) —
Valea (asgq) — = adv])’ (e
der nach Regel (5) folgt aus
, FValda(aa(gop)) — - asv] — (da(eap) —
(ea(magq) — - mav))* (€

Dieser Satz ist leicht mit (lla) und (5) zu beweisen. Es koratab darauf an, den Satg)(
aus (A) abzuleiten. Das geschieht mit

. Fextaexte (f(e,a)) =q— (F(ad (baq)) — F(f(a,b))) (n
was aus (3) folgt.



8 57.Aufbau.
3 Fextaexte (f(e,a)) =q— f(a,b) =asa(baq)
(IIla): — — — — — — — —

F extaexte (f(e,a)) = ¢ — (F(aa (baq)) — F(f(a,b)))

A Fextaexte [ (funk(q) — - Vo [Vada(aag) — —~ asa] — — da¢])]=q:—

(6) :
Fuda (vag:— ) — — (funk(q) —
-~ Yo [Va[pa(aagq) — - adv] — - doul)

Fus(vaq:—~)— (Valea(aaqg) — - adv] — - edu)

5 Fda(eap) — (ea(magq) — da(ma(gop)))

FValda (as(gop)) — - asv] — (da(eap) —
(ea(meq)—>ﬁ mav))
-Valds (as(gop)) — - asv] — (da(eap) —

Valea (aoq) — - adv))

Fua(veagq:—~»)— (Valda(aa(qop)) — - adv] —
(da(eap) — — eaw))
Fua(vagqg:—~> ) — (Valda(aa (qgop)) — — asv] —

Va[da (aap) — - adu])

Fwa (uap:—)— (ua(vaqg:— ) —
(Va[da (ad (qgop)) — — adv] — - doaw))

N—

6

(7

(o

(8

(«

(6

(v

©

(e
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Fwa(uap:—)— (ua(vaqg:— ) —

Vo [Vaoa(aa(¢gop)) — - adv] — - daw)) 9
3 Fextaexte(f(e,a)) =q— f(a,b) =ad (bagq)
(IIle): — — — — — — — _
F extaexte (f(e,a)) = ¢ — (F(f(a,b)) — F(aa (baq))) (10

A Fextaexte [ (funk(¢) —» - Yo [Vada (aag) — —~ asa] —
- 0ae])) =g~

(10) :
F = (funk(q) — = Yo [Va 0o (agq) — - asv] — - daw]) —
wa (vagq:—) (o

F funk (¢) — (Vo [Va 0o (adq) —» — agv] —» - dow] —»wa(vag:—»)) (11

11 +funk(qop) — (Vo [Va[pa (aa(gop)) — —~ adv] — - daw| —
wd (va(gop) :—))

Ffunk(gop) — (wa (uap:— ) — (ua (veaqg:—~» ) —wa (va(gop):—)))
(12

§ 58.Zerlegung.
Wir mussen jetzt den Satz (8 549),
, I funk (p) — (funk(q) — funk(gop)) " (a

beweisen; d. h.: ,die aus dgfBeziehung und der-Beziehung zusammengesetzte Beziehung
S.76 ist eindeutig, wenn sowohl di¢Beziehung, | als auch dieBeziehung eindeutig ist'. Nach
der Definition () ist zu beweisen

, Ffunk(p) — (funk(g) — VeVo [ea (da(¢qop)) — Valea(aa(gop)) —o=4d]])" (B
was nach Regel (5) hervorgeht aus
. Ffunk(p) — (funk(¢) — (ed (da (gop)) — (ed (ad(gop)) = d=a)))" (v
Aus der Definition B) ist nun leicht zu folgern
, Fea(aa(gop)) = - Ve[ta(adq) — - ea(tap)]" (0
oder
, FVt[ta(aaq) — — ea(tap)] — — ea(aa(gop))" (e
Mit diesem Satze gelangt man von
, Ffunk(p) — (funk(q) — (ea (da (¢op)) = (- d=a —
Ve [ta (aa ) — - ea (rap))))" (¢
leicht zu dem Satze
, Ffunk(p) — (funk(q) — (ea (da (qop)) = (- d=a—— ed(ad(qop))))) " (n



m—aus dem+) durch Kontraposition folgt—a'3? #91Der Satz () geht nun nach Regel (5)
hervor aus

, Ffunk(p) — (funk(q) — (ea (da (¢op)) = (- d=a —

(ba(adq) — — ea(bap)))))" (0
Dieser Satz ist in ahnlicher Weise mit
, FVr[ta(dag) — — ea(rtap)] — — ea(da(gop))" (e

aus
, Ffunk(p) — (ea (bap) — (= d=a — (funk(q) — (ba (adq) —

(ca(daq) =~ ea(cap))))))’ C
abzuleiten wie ) aus ). Es wird dabei dasc; durch das ' zu ersetzen sein. Deshalb ist
die Verschiedenheit der Buchstabéhund ,c' nothwendig; sonst wirde nach Regel (5) das
,t" nicht nur an den Stellen einzufiihren sein, wo jetzsteht, sondern auch da, wi steht.
Nun folgt aus unserer Definitiod’}

, Ffunk(q) — (ba(dagq) — (ba(aaq) - d=ua))’ (r
und hieraus mit (llic)
, Fb=c— (funk(q) — (ca(dagq) — (ba(adgq) - d=ua)))" @)
Wendet man hierauf den Satz)(@n in der Form
, Ffunk(p) — (ea (bap) — (ea(cap) = b=2¢c))" (K
| so beweist man den Sat3,(von dem ausgehend wir zu unserm Satgegelangen kénnen, S.77

wie wir sahen.

§ 59.Aufbau.
I' - (VeVo[ea(dog) — Valea (adgq) — 0 =a]]) = funk(q)
(IlIa):
F funk (¢) — Ve Vo [ea (D0 q) — Valea (aag) — 0 = d] (a
(Ila): — — — — — — — —
F funk (¢) — Yo [ba (dagq) — Va[ba (aaq) — 0 = a]] (e]
(IIa): — — — — — — — —
F funk(¢) — (ba (doq) — Va[ba (adq) = d=a]) (v
(Ila): — — — — — — — —
F funk (q) — (ba (daq) — (ba (adq) — d = a)) (13

6 Fextaexte (= f(e,a)) =q— (ad(bagq) — ~ f(a,b))
X

Fextaexte (= f(e,a)) =q— (f(a,b) — = ad(bag)) (14

B Fextaexte (- Ve[ta(aag) — - ca(tap)]) =qop
(14) :

1323us dem) durch Wendung folgt.
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FVe[to (dag) — — ea(rtap) — — ea(da(qgop)) (15

I' F(VeVo[ea (dagq) — Vaea (adgq) — 0 = da]]) = funk(q)
(IIIc):

FVeVo[ea (00 ¢q) — Valea (aaq) — 0 = a]] — funk(q) (16

13 Ffunk(q) — (ba (daq) — (ba(adq) — d=a))

(IIIc):

Fb=c— (funk(q) — (ca(daq) — (ba(adq) — d = a))) (c

- funk(p) — (ea (bap) — (ea (cap) —
(funk (¢) — (ca (da g) — (ba (adq) — d =a))))) (B
X

F funk (p) — (ea (bap) = (- d=a —

(funk(¢) — (ba (a8 ¢) — (ca(dag) — — ea(cap)))))) Gl
F funk (p) — (ea (bap) = (- d=a —

(funk(q) — (ba (ad q) — Ve [ta (dag) — = ea(rap)])))) (0

S.80
F funk(p) — (ea (bap) = (- d=a—
(funk(q) — (ba (a0 q) — = ead (da(gop)))))) (e
X
F funk (p) — (ea (da(gop)) = (- d=a—

(funk(q) — (ba (ad q) — — ea (bap))))) (€

—



Ffunk(p) — (ea (da(gop)) = (- d=a—

(funk(q¢) — Ve [ta (a@q) — = ea (tap)]))) (n

kfunk (p) — (ed (da (gop)) — (= d=a — (funk(q) — — ed(ad(gop)))))
[

X
= funk (p) — (funk(¢q) — (ea (da (gop)) — (ea(ad(gop)) —d=a))) (

—r

F funk (p) — (funk (q) — Ve V0 [ea (08 (g o p)) —

Valea (ad (gop)) — 0 =ad]]) (s
(16): — — — — — — — —
F funk (p) — (funk (¢) — funk (g o p)) (17
7 Fus(vegq:—~»)— — (funk(q) —

- Yo [Va[pa (asq) — - asv] — - (deu)™?)
(Id): — — — — — — — —

Fua (vagq:— ) — funk(q) (18
17y: — - - — — — — —

F funk (p) — (ua (ve ¢ :— ) — funk(g o p)) (a
(18): — — — — — — — —

Fwoa (uap:—)— (ud(veq:— ) — funk(q o p)) G
(12): — — — — — — — —

Fwa(uap:—)— (ua(veq:— ) —wa(va(gop) :—)) (19

b) Beweis des Satzes

1

,Fva(uagqg " =) — (ua(vagqg:—~» ) —

(- Vq[us (wa gt

1

=) — - wd (uaq:—» )| —

-~ Vqve(waq  :—»)— - wa(vaqg:—))))

und Ende des AbschnittesA.
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Wir haben nun den Satz (§ 54)
,F(gop)t=plog ' (a
zu beweisen. Nach den Definitiondn)(und B) kommt dies darauf hinaus, den Satz
, Fextaexte (aa(ea(gop))) =

1

extaexte (- Ve [ta (aap ') — - ca(vag ™)) (B
abzuleiten. Wir kdnnen uns dazu des Satzes
, FYova[f(a,0) = g(a,0)] — extaexte (f(g,a)) = extaexte (g(e,a)) (v

bedienen, den wir auch sonst noch brauchen werden und dgr Zweimalige Anwendung
des Satzes (Va) bewiesen werden kann. Um diesen Satz hiewvanden, missen wir den
Satz

, Fba(aa(gop)) = (= Ve[ta(bap™) — - ad(raq ) ° (0
haben, der mit (4) aus
, F (= Ve[ta(aaq) — — ba(rap)]) =
(= Ve[ra(bap ') — -~ as(raqg™)]) (e
folgt. (¢) ist mit (IVa) zu beweisen. Wir bedurfen dazu der Satze
, FaVi[ta(bap™t) — - as(taqg )] —
- Vr[ra(adg) — — ba(rap)]’ (<
und
, F= Ve[ta(adq) — — ba(tap)| —
- Ve[ta(bap™!) — - as(raqg )"
Wir leiten sie aus dem Satze
, Fre(aaq)=as(roqg )" (v
ab, der leicht ausH) folgt. Den so bewiesenen Satz)(benutzen wir, wie in § 54 angedeutet
wurde, zum Beweise des Satzes (8 p#,

, Fva(uaqg =) — (ua(weap ') —=ve(wa(qgop) ™t :i=))" (¢
und leiten aus diesem und (19) den Satz (&34b.

(n

1

8 61.Aufbau.
Va FVa[f(a,d)=g(a,d)] — exte(f(e,d)) = exte (g(g,d))
(Ila):: — — — — — — — —
= Vo Va [f(a,0) = g(a,0)] — exte (f(e,d)) = exte (g(¢, d)) (a
F Yo Va[f(a,0) = g(a,0)] — Va [exte (f(g,a)) = exte (g(e, a))] (6]
Va): — — — — — — — —

FvoVa[f(a,0) =g(a,0)] — extaexte (f(e,a)) = extaexte (g(e,a)) (20

E F extaexte (aa(caq)) =q *

3):

Fro(aaq) =as(reqgt) (21

(ITIc):



F F(ra(aaq)) — F(aa(raq™)) (22

21 Fro(aaq)=aa(roq )
(I1a) :

F F(aa(raq™')) — F(ra(aaq)) (23

S.79

23 Faa(req ') —roa(aaq)

(ITa): — — — — — — — —
FVe[ra (adq) — — ba(rap)] —
(aa(rag™t) — - ba(rap)) (o
X
Fvefta (aagq) -~ ba(rap)] —
(ba(rap) — - as(rag™!)) 8
23): — — — — — — —

FVrta (agq) — — ba (vap)] —

(ro(bap™') — - aa(rag™")) O

-Vt [te (aoq) — - ba (rap) —

Velra (bap™l) — - as(rtaq b)) g
X

- Vefra (bap™!) — - as (tag )] —

= Ve[ta (adq) — — ba (tap)] (e

22 Fba(rep) —ra(bap )
(IIa): — — — — — — — —
Fve[ta (bap ) — - as(taq )] —
(ba(rap) — -~ as(rag™')) ©

X



(IVa):

(e) =

(ITIc):

(4) =

S.83

FVefra (bap ') — - ad(rtag ) —
(aa(req ') — = ba(rap))

FVefra (bapt) — - ad(rag )] —
(ro(asq) — — ba(rap))

- Ve [ve (bop™!) — = av (raq t)] —
Ve [va (asq) — - ba (rap)]

X
- Ve [re (adq) — — ba(rap)] —

- Vefra (bap t) — - ad (tagl)]

F (= Ve[ta(bap ') — = ad(taqg )] —
- Ve[ta (adq) — - ba(tap))) —
(= Vrra(adg) — — ba(rap)]) =

(= Ve[ta(bap ') — - aa(vag ')

F (= Veta(aaq) — — ba(tap)]) =
(= Ve[ra(bap ') — - as(raqg™ )]

F (= Veta(aaq) — — ba(tap)]) =ba(ad(qop)) —
ba (ad(gop)) = (= Ve[ta(bap™!) — = as(ragq ')

Fba(aa(gop)) = (= Ve[ta(bap™') — - aa(tag )

N—

(n

(0

O\

(

(v

(€



(20) :

(ITIc):

19

FYoValoa (aa(gop)) =

(- Ve[t (dap™') =~ ad (vaq !)])] (0

- extaexte (aa (ea (gop))) =

extaexte (- Ve[ta (aap™t) — - ca(vag™h))) (r
Fextaexte (- Ve[ta (aap ) = - coa(tag D) =p log ' —

extaexte (ad (o (qgop))) =p toqg! (p
- extaexte (aa (o (qop))) =p tog™? (o

- extaexte (aa (8 (gop))) = (gop) ™t — (gop) L =ptogt (7

F(gop)t=ptogt (24
Fva(wa(ptog ) i) —wa(wa(gop) i) (a
1;3 (;671;; )7H7(u3 (wap™t:>) —wva(walgop) ' :=)) (B
1\;vl [;ezw;qjl ; )7—>ﬁ wa (veq:— )] —

1

(va(uaq i) — (ua(wap =) — - wd(va(gop):—))) (v

Fwa(uap:—~»)— (ua(vaqg:—~» ) —wa(va(gop):—))

X
F- wa(va(gop):i—»)— (uds(vag:—~»)— - wa(uap:—)) ©
FVYqve (waq =) — - wa(voq:—)] —
(vo(uaq ' :—»)— (ue(vag:— ) —
(ud (wap™ i) = - wa(uap:—)))) (e

N—
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1

FVqve(waq ™ :—»)— - wa(vaq:>)] —

(vo(uaq™':—»)— (ue(vag:—)—

1

Vglua (waq =) — - wa(uaq:—)]))

X

1

Fove(uaqg ' :—» ) — (us (veagq:—~»)—

1

(- Vqua (waq™ :—)— - wa(uaq:— )] —

1

- Vqve(waq  :—»)— - wa(vaq:—>)])

8 62.Zerlegung.

Um nun den Satz (§ 54) aus (25) abzuleiten, bediirfen wir des Satzes (§;54,

, Fua(veqg:— ) —ua(wa(g ') =)’

Nach (11) haben wir dazu die Satze

, Fus(vaq:— ) —Yo[Vapa(aa (¢ ™) = = asv] — - dou
und

, Fua(wagq:— ) — funk((¢g1)™1)"
zu beweisen.f) geht nach Regel (5) hervor aus
, Fus(vaq:—)— (Valde(aa(¢')™") — - asv] » = dowu)’
Nach (8) haben wir nun
, Fusa(veqg:—)— (Valda(aag) » - adv] — - dau)’
Es bleibt also zu beweisen
, FValda (aa(¢"H)™) = = asv] — Va[de (aaq) — — asv]"
was nach Regel (5) folgt aus
, FValde (aa (¢ ™) — = asv] — (de (adq) — - adv)"

Schreiben wir (ll1a) so

, FVYalde (aa(¢H)™) = = asv] — (de(aa (¢ !)™!) — - asv)’

so sehen wir, dass der Satz
, Fda(aaq) —da(aa (¢ )™
abzuleiten ist, was mit (22) leicht geschehen kann.

8§ 63. Aufbau.
22 Fas(degq™t)—da(aa(g )™

#93m Original fehlt linkes Zeichen [interp | bonn]
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Fdoe (aaq) — da(aa (¢ )™ (26

(Ila): — — — — — — — —
FValde (as(¢')™!) — - asv] — (de(asq) — — adv) (a
FValda(aa(¢')™!) — - asv] — Va[da (a8 q) — = aa ] (3

Fua (veq:—~)— (Va[de (as (¢~ ")) — = agv] — - dou) (v
Fuo (vagq:— ) —

Yo [Vapa (aa (¢ ) ™) — - asv] — - dou (6

Ffunk ((¢1)™!) — (ua (veq:— ) —ua (va(g ) ' :=)) (27

8 64.Zerlegung.
Es fehlt uns noch der Satz (8 69, Wir beweisen zunéchst

, Ffunk(q) — funk ((¢~H) ™) (a
woraus dann mit (18) jener folgt. Nach (16) haben wir abzetei
, Ffunk(q) — VeVo[ea (00 (¢7') ™) = Valea(aa (¢ ) ™) —0=aq]]" (6
| oder S.82
| Ffunk(q) — (ea (da(¢7)™h) — (ea (aa(¢™)™Y) —d=a))" (v
Nun haben wir nach (13)
, Ffunk(q) — (ea(daq) — (ea(aaq) - d=ua))’ (6
Hieraus folgt {) mit dem Satze
Fea(aa(¢g"h)™t) —eoa(aaq) G

der aus (23) ahnlich folgt wie (26) aus (22). Nachdem wir so Slatz (8 62;/) bewiesen ha-
ben, benutzen wir ihm—um in (27) das Vordergliedynk ((g~*)~!)* durch Verschmelzung
der Vorderglieder verschwinden zu lassea!®® #4Darauf gelangen wir ans Ziel unseres
AbschnittesA, wie in § 54 angegeben worden ist.

8 65. Aufbau.
23 Fea(aa(g)')—as(eag )
(23): — — — — — — — —

133ym in (27) das Untergliednk ((¢g=1)~1)* durch Verschmelzung der Unterglieder verschwinden zielass
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Fea(aa(qg')™') = eoa(aaq) (28

F funk (q) — (ea (daq) — (ea (aa (¢7!)™!) — d=a)) («

- funk(q) — (ea (da(¢7)7") — (e (ad (™)) = d=a) (6

Ffunk (q) — VeVo[ea (00 (¢ 1)) = Valea(aa (¢ ")) —o=4d]] (v

F funk (q) — funk ((¢~*)™1) (29
Fua (veq:—~ ) — funk((¢~H)™h) (30
Fua (vaq:~)—ua(wa(g ') i) (31

1:—»)—>

Fua(vagqg:—)— (ve(uaq™

1

(wVqve(waq " :—»)— - wa(vaq:—>)] —

1

- Vglus(waq i) — - wa(uagq:i~)])) (o

1;—»)—>

Fua(vaqg:—)— (ve(uaq™

Vs )= - wa(uaq:— ) —

(= Vqlus (waq™

1

-~ Vgva(waq™ =) — - wa(vagqg:—)]) —

1

(- Vg[ua(wag™ =) = - wa(usg:—)]) =

1

(= Vg[ve(waq =) — - wa(vaq:—)]))) (3

1

Fve(uaqg " :—»)— (ua(vag:—>»)—

1

(= Vqus(waq " :—»)— - wa(uaq:—)]) =

1

(- Vgve(waq " =) — - wa(vaqg:—)])) (v

N—



S.86

1

Fve(uap™ =) — (ua(vagqg:—~> ) —

1

Va[(-= Vq[ua(asq " :—>»)— - asa(uaq:—)]) =

(- Vglve(aaq™ i) — - as(vag:—))) ©
Va): — — — — — — — —
Fva(uaqg ':—)— (ua(vag:—)—
exte (- Vqua(coq ' =) — - co(uaq:—)]) =
exte (- Vqva(caq =) — - ca(vaqg:—~)]) (e
(IIIc):
Fexte (- Vqua(caq ™! i) — - ca(uaq:—~)]) = anz(u) —
(va(uaq™':—+)— (us(vaq:—»)—
anz(u) = exte (- Vq[ve (caq ' i=) — - ea(vaq:—)]))) (¢
(Z) =
Fva(uaq™' =) — (us (vagq:—» ) —
anz(u) = exte (- Vq[ve (caq ! =) — - ca(vaqg:—)])) (n
(I11¢)
Fexte (- Vqva(caq 'i=)— - ca(voq:—)]) =anz(u) —
(ve(uaq ' i) — (ua(vag:—~ ) — anz(u) = anz(v))) O
(Z) =
Fva(uaq ' :—)— (ue(vagq:— ) — anz(u) = anz(v)) (32

B. Beweis des Satzes-,funk (nf )’

a) Beweis des Satzes
,FVYqVa[- ca(aaq!)] — (Va[- ba(aoq)] —
(z0 (waq?

(- caz— (- baw — — anz(w) = anz(z)))'

) = 2 wa(28q:> )] —

8 66.Zerlegung.

Um den Satz zu beweisen, dass die Beziehung einer Anzahézbstiolgenden eindeu-
tig sei, oder, wie man auch sagen kann, dass es zu jeder Anz&ihimehr als eine gebe,
welche auf sie unmittelbar in der Anzahlenreihe féfdehaben wir den Satz (16) zu benut-
zen und demnach

, FVevo[ea (danf) — Valea (aanf) =0 =aq]]" (a

13%/ergl. § 43.
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abzuleiten, was aus
, Fea(danf) — (ea(aanf) -d=a)’ (B
folgt. Aus der Definition H) ist nun leicht
, Fea(aanf) —

- VuVa[anz(exte (- (tou—e=a))) =e— (aau — - anz(u) = a)] (v

zu folgern. Demnach wére zu beweisen

, F = YuVa[anz(exte (- (cou—e=a))) =e— (aau— - anz(u) =d)] —

(- VuValanz(exte (- (edu—e=ua)))=e— (adu— - anz(u) = a)] —

d=a) ' (6
ein Satzm—der durch mehrfache Kontrapositiem!3®> #*5und Einfiihrung deutscher Buch-
staben hervorgeht aus

, Fanz(exte (- (edv—e=¢)))=e¢— (cov— (anz(v) =d —
(anz(exte (- (edu —e=10))) =e— (bau — (anz(u) =a —

d=a))))) (e
Dieser Satz kann abgeleitet werden aus

, Fcov— (anz(exte (- (eau—e=10))) =anz(exte (- (cav—e=c))) —

(bou — anz(u) = anz(v))) ¢
Nach dem eben bewiesenen Satze (32) brauchen wir hierzumauBeziehung nachzuwei-
sen, die deni-Begriff in denv-Begriff abbildet, und deren Umkehrung deiBegriff in den
u-Begriff abbildet. Dass es nun eine Beziehung giebt, dieden(— (cou — ¢ = b))-
Begriff in denexte (- (8 v — ¢ = ¢))-Begriff abbildet, folgt aus der Gleichheit der diesen
Begriffen zukommenden Anzahlen, was freilich noch zu beemsein wird. Nun unterschei-
det sich dew-Begriff seinem Umfange nach nur dadurch von deta (- (cav — & = ¢))-
Begriffe, dass unter ihn der Gegenstarfdllt, der unter diesen nicht fallt; und es unterschei-
det sich den-Begriff von demexte (- (e u — ¢ = b))-Begriffe seinem Umfange nach
nur dadurch, dass unter ihn der Gegenstafédlt, der unter diesen nicht fallt. Hieraus muss
nun geschlossen | werden kdnnen, dass es auch eine Bezgibbhglie den:-Begriff in
denv-Begriff abbildet. Nach dem, was bei den Mathematikerndlbist, mdchte man etwa
sagen: wir ordnen die Gegenstéande, die ausserideath unter den:-Begriff fallen, mit
der schon bekannten Beziehung den unter @&egriff noch ausser dem fallenden Ge-
gensténden zu, und wir ordnémemc zu. So haben wir den-Begriff in denv-Begriff und
umgekehrt diesen in jenen abgebildet. Also sind nach detmesoleewiesenen Satze die ih-
nen zukommenden Anzahlen gleich. Dies ist freilich vieladir als der nun folgende Beweis,
den Manche, die meine Absicht missverstehen, wegen seéimgrd tadeln werden. Was thun
wir denn eigentlich, wenn wir zum Zwecke des Beweises zuam@rOffenbar etwas Aehn-
liches, wie wenn wir in der Geometrie eine Hilfslinie zieh&uklid, dessen Methode noch
vielfach als Muster von Strenge dienen kann, hat fur dieseeck seine Forderungssétze, die
angeben, dass man gewisse Linien ziehen kénne. Aber dasrééter Linie darf eigentlich
ebensowenig als ein Schaffen angesehen werden, wie damBest eines Schnittpunkts.
Wir bringen uns vielmehr in beiden Fallen nur zum Bewusatseissen nur auf, was schon
da war. Fir den Beweis ist nur wesentlich, dass es so etwas &b Forderungsséatze Eu-
klids haben also fiir die Beweise die Kraft von Axiomen, diddgpten, dass es gewisse
Linien, gewisse Punkte gebe. Da wir hier nun tberall auf @ifsten Grundlagen dringen

135der durch mehrfache Wendung
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wollen, so fragen wir, worauf die Méglichkeit solcher Zuotohg beruhe. Wenn man einen
Forderungssatz nach dem Vorgange Euklids aufstellenayaitt konnte er etwa lauten: ,es
wird gefordert, jedem Gegenstande jeden Gegenstand zlreuoy oder ,es ist moglich, je-
den Gegenstand jedem Gegenstande zuzuordnen'. Dies f#tfteh ebensowenig als ein
psychologischer Satz aufgefasst werden wie ein Fordesatg&uklids, als behauptete er
ein Vermdgen unserer Seelen; denn als solcher ware er sdgetn fda uns nicht alle Gegen-
stande und nicht Allen dieselben bekannt sind. So wiirdeseSudjectives hineinkommen,
was der Sache ganz fremd ist. Man muss auch unendlich vigjerG&inde unendlich vie-
len zuordnen kdnnen, obwohl von diesen unendlich vielerrdiumgen nur wenige wirk-
lich vollzogen werden kdnnten, wenn das Zuordnen ein se&ri§ohes Thun der Seele wére.
Vielmehr wéare der Forderungssatz etwa so zu versteherer jéggenstand ist jedem Ge-
genstande zugeordnet’, oder ,es giebt zwischen jedem Gegete und jedem Gegenstande
eine Zuordnung‘. Was ware nun eine solche Zuordnung, wennishts Subjectives ist, was
durch unser Thun erst geschaffen wird? Aber eine einzelmedfwng eines Gegenstandes
zu einem Gegenstande ist auch nicht das, worauf es uns hiemamen kann, und was der
Hilfslinie in der Geometrie entspricht; sondern wir bedirfeiner Gattung von Zuordnun-
gen, wie man sagen konnte, einer | Sache, die wir bisher Baziegenannt haben und
ferner nennen werden. Die gewlinschte Zuordnung ist alsasget, wenn wir eine Bezie-
hung aufgefundéi® haben, in welcher der Gegenstaindum Gegenstandesteht und die
denexte (— (eau — e = b))-Begriff in denexte (- (e v — € = ¢))- Begriff und deren
Umkehrung diesen in jenen abbildet. Dabei kann ei®ziehung als bekannt vorausgesetzt
werden, welche debaxte (- (cau — ¢ = b))-Begriff in denexte (= (eav — € = ¢))-
Begriff und deren Umkehrung diesen in jenen abbildet. Nhmkkannt ist aber von dieser
Beziehung, ob in ihb zu irgendeinem Gegenstande stehe, noch auch, ob irgendgenc
stand in ihr zuc stehe. Wir kdnnen nun eine Beziehung angeben, in der allPakiee von
Gegenstanden stehen, die in deBeziehung stehen, und in dérzu ¢ steht. Das ist die
extaexte (. = ¢ — = ¢ = b) — £a (ad q))-Beziehung®. Sie hat zwar die andern ge-
winschten Eigenschaften, aber ob sie und ihre Umkehrurigeliy seien, lasst sich nicht
sagen, solange von deiBeziehung nichts Naheres bekannt ist. Es wére z. B. mggliazss

b zu einem vore verschiedenen Gegenstantlim der¢-Beziehung stande. Dann starideu
zwei Gegenstanden in der angegebenen Beziehung, ndmlickirml zud, und diese wére
nicht eindeutig, wiewohl dig-Beziehung es der Annahme nach ist. Um dies zu vermeiden,
suchen wir eine Beziehung auf, welche zwar in den fur unshwelien Eigenschaften mit der
g-Beziehung lbereinstimmt, in welcher aldberu keinem Gegenstande und in welcher auch
kein Gegenstand zusteht. Dieextaexte (- (- (n a=c— e =0b) — - €3 (@dq)))-
Beziehung ist eine solche. Indem wir nun zunachstdiits, (- (¢o u — ¢ = b))* der Kirze
halber w* und fur ,exte (- (cav — ¢ = ¢))', z* schreiben, haben wir den Satz zu beweisen:
\Wenn es eing-Beziehung giebt, die dem-Begriff in denz-Begriff und deren Umkehrung
diesen in jenen abbildet, so giebt es auch eine Beziehuagladiselbe thut, in der abiezu
keinem Gegenstande steht und in der auch kein Gegenstand steht, sofern wetlemter
denw-Begriff noche unter derz-Begriff fallt'.

136Nach dem Vorbilde der Geometrie kénnte man ,construirt' saggisste sich aber immer bewusst bleiben, dass
das kein Schaffen ist.
L3%Wir kénnen fir

,(y=c— - xz=>b) —za(yaq)"
ohne wesentliche Aenderung
o (y=c—oz=b)—za(yaq)’

schreiben. Man vergl. hierzu das Uber ,oder* und ,und' in 83&sagte.
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Fir die Begriffsschriftableitung ist es bequemer, den dureKontraposition—m!38 #9
hieraus hervorgehenden Satz |
, FYq[Va[- ca(aaq )] — (Va[- ba(agq)] —

L) = o we (zeg )] —

(20 (waq~
(ncoz— (- bow—
1

Va[ze(waq™ =) — - wa(zag:=)])) (n

zu beweisen. Wir werden dann ferner den Satz ableiten: \engaine Beziehung giebt,
die denexte (- (eau — ¢ = b))-Begriff in denexte (- (eav — ¢ = ¢))-Begriff und
deren Umkehrung diesen in jenen abbildet und die so beschisl, das$ in ihr zu keinem
Gegenstande und dass kein Gegenstand in ilarsteht, so giebt es eine Beziehung, die den
u-Begriff in denv-Begriff und deren Umkehrung diesen in jenen abbildet, sdfeinter den
u-Begriff undc unter derv-Begriff fallt’.

Fur den Nachsatz kann man auch sagen: ,so ist die Anzahl.-dRegriffes gleich der
Anzahl des-Begriffes'. Nach einem— Kontraposition-a*3°® #7sieht der Satz dann so aus

, F - anz(u) = anz(v) — (cov — (bau —
Vq [Va [~ ca(aaq )] — (Va |- ba (aaq)] —

(exte (- (eov —e=c))alexte (- (cou—ec=0b)aq *

:—»]—)

- exte (- (esu—e=0b))aexte(— (cav—ec=c))aq:—]))])) B )
Aus beiden Satzemj und (@) und dem oben schon erwahnten Satze

, Fanz(w) =anz(z) — - Vq[zo (waq ') — - wa(z0q:— )" (¢
oder
, FVYq[ze(waq i) — - wa(zaq:—» )] — - anz(w) = anz(z) * (k
folgt unser Satz(). Der Satz £) folgt leicht aus %) und
, Fanz(w) = anz(z) — waanz(z) " @)

und dieser aus (lllc) in der Form
, Fanz(w) = anz(z) — (wea anz(w) — wa anz(z))
und dem Satze
, Fwaanz(w) "’ (u

Dieser Satz ist leicht zu beweisen, indem man zeigt, das&Htihheit eine Beziehung
ist, welche jeden Begriff in sich abbildet und deren Umkelgrdasselbe thut. Es sind also
abzuleiten die Satze

, Fwa(waextaexte (e =a):— )" (v
, Fwoe (woextaexte (e =a) ' )" (¢
Statt () beweisen wir zunachst den etwas umfassenderen Satz
, FVa[(—asu) =(—asv)] — ua (voextaexte (e =a):— )" (o
den wir auch spéater brauchen werden. Wir bedurfen dazu dee Sa
, FYa[(—aou) =(—asv)] —
(Va|da (asextaexte (e =a)) — - agv] — - dawu)" (m
| und

138\endung
139%\endung
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, Ffunk (extaexte (¢ = a)) * (p
Dieser folgt aus (llic) und (16) mit (2). Umrj zu beweisen, schreiben wir (l1a) so:
, FVa[da (asextaexte (e =a)) — - asv] —
(da (daextaexte (e = a)) — - dav)’
Es bleibt noch zu zeigen
, Fda (deextaexte (e =a)) " (o
was aus (Ille) mit (2) zu erschliessen ist-~Das Hinterglied - da v' kann mittels des
Vordergliedes-m*40 #98
,Va[(—asu)=(—asv)"
leichtin ,—~ da u' verwandelt werden.

8 67.Aufbau.
2 F f(a,b) =as (ba exta exte (f(a,a)))
(IIIa):

F F(aa (baextaexte (f(e,a)))) — F(f(a,b)) (33

lla FVa[f(e,a) > d=a] — (f(e;a) = d=a)

33): — — — — — — — —
FVa[f(e,a) > d=a] — (ed (adextaexte (f(e,a))) — d=a) (a
(Ila):: — — — — — — — —
Yo [f(e,0) — Va[f(e,a) = d=a]] —
(f(e,d) — (ea (avextaexte (f(e,a))) — d=a)) (e]
B3 — — — — — — — —
Yo [f(e,0) = Va[f(e,a) =0 =a]] —
(ea (daextaexte (f(e,a))) — (ed (adextaexte (f(e,a))) — d = a)) (v
(IIa): — — — — — — — —
FVeVo [f(e,0) = Va[f(e,a) =0 =14d]] —
(ea (daextaexte (f(e,a))) — (ea (adextaexte (f(e,a))) — d=a)) (0
FVeVo[f(e,0) = Va[f(e,a) >0 =ada]] —
Ve V0 [ea (Do extaexte (f(e,a))) — Va [ea (ad extaexte (f(e,a))) — 0 = 4]
(e
(16): — — — — — — — —
F VeVo [f(e,0) — Va[f(e,a) — ? = a]] — funk(extaexte (f(g,a))) (34

e Fe=d—(e=a—d=a)

N—

140pas Oberglied+ da v* kann mittels des Untergliedes

#98Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!



FVeVo[e=0—Vale=a—0=ad]

F funk (exta exte (e = a))

2 F f(a,b) =ao (baextaexte (f(e,a)))

(IIIc):
F F(f(a,b)) — F(aa (baextaexte (f(e,a))))
llle Fd=d
(36) :
S.92
F do (de extaexte (e = a))
(IIa) :
F Va[de (asextaexte (e =a)) — - agv] — - daw
(IIIa):
F(—dou)=(—dav) —
(Va[da (adextaexte (e =a)) — - adv] — - dawu)
(Ila):: — — — — — — — —
FVa[(—adu)=(—adv)] —
(Va[do (adextaexte (e =a)) — - adv] — - doaw)
FVa[(—aou)=(—adv)] —
Vo [Va [0a (as extaexte (e = a)) — - adv] — — 09 1]
1): — — — — — — — —
F funk (extaexte (e = o)) —
(Va[(—aau) = (—adv)] — ud (vaextaexte (e = a) :—))
(35)

FVa[(—adu) =(—adv)] — ud (voextaexte (e = a) :— )

e F(—adw)=(—adw)

FVa[(—adw) = (—adw)]

Fwa (waextaexte (e = a) :— )

(

(35

(36

(37

(6

(v

(0

(e

(38

(o

(39



8 68.Zerlegung.
Um nun den Satz
, Fwa (waextaexts (e = a)™*

zu beweisen, bedienen wir uns des Satzes

=)

, Fextaexte (e = a) = extaexte (e = a) !
den wir aus den Satzen
, Fextaexte (f(a,e)) = extaexte (f(g,a)) """
, Fextaexte (e = a) = extaexte (o =¢) "

ableiten. Jener wird aus (2) und der Definitid),(Dieser aus (IVe) abzuleiten sein, beidemal
mit Benutzung von (20).

8 69.Aufbau.
2 F f(a,b) =ao (boextaexte (f(e,a)))

FYoVa[f(,a) =0a (asextaexte (f(e,a)))] («
(20) :
F extaexte (f(a, 8)) = extaexte (ad (ca extaexte (f(g,a)))) (5]
(IIla):
F extaexte (oo (e@ extaexte (f(e,a)))) = extaexte (f(g,a)) ' —
extaexte (f(a,¢)) = extaexte (f(e,a)) ! (v
(E) =
F extaexte (f(a,¢)) = extaexte (f(g,a)) ! (40
Ve F(a=0b)=(b=na)
FYoVa[la=0)=(0=a) (a
(20) :
F extaexte (¢ = a) = extaexte (a = €) (5]
(I1Ia):
Fextaexte (a =€) = extaexte (e = a) ! —
extaexte (¢ = a) = extaexte (¢ = a) ™! (v
(40) =
F extaexte (€ = a) = extaexte (e = a) ! (41
(IIIc):
Fwa (waextaexte (e =) i ) — wa (waextaexte (e =a) ' =) («a

(39) =




Fwe (we extaexte (e = a) ™! i)

1 F f(a)™°=asexte (f(c)#1%)
(IIlc):

1

Z Fexte(— Vqua(ecaq  :—)— - ca(udaq:—)]) =anz(u)

(44)
F-Vgua (vagq i) — - ve(uaq:— )] — vaanz(u)
X
k- veanz(u) — Vq[ue (vaq =) — - va(uaq:—)]
(ITa): — — — — — — — —

1

F - veaanz(u) - (ua (vogqg™ (=) — - va(uaqg:—))

X

1

Fva(uag:—)— (ua(veq " :—» ) — vaanz(u))

43 Fexte(f(e)) =v— f(a) =adw
(IIla): — — — — — — — —

7 texte(— Vqua(caqt:

(46) :

1

Fvoanz(u) —» - Vqua (vaq " =) — - va(uaq:—)]

X

1

FVYqua (vaq  :—)— - va(uaq:—> )] — - vaanz(u)

45 Fwo (waextaexte (e =a) :— ) —

(wo (wo extaexte (e = a) "' i) — wa anz(w))

(42,39) ::

F wa anz(w)

(IT1c):

(42

(43

(44

(«

(B

(v

(45

(46

(«

(47

(48



F anz(w) = anz(z) — wa anz(z) (a

X
- = woanz(z) — - anz(w) = anz(2) 3
47 — — — — — — — —
FVqze(waq i) = - wa (209> )] — - anz(w) = anz(z) (49

8 70.Zerlegung.
Wir beweisen nun den Satz

. FVq[Va[~ ce(aeq )] — (Va [~ be(aoq)] —

(zo0 (woq™*

=) = o wa(zaq:~>)))] —
(ncoz— (- bow—

Vq[ze (waq™ :—)— - wa(zaq:—)]))
(Vergl. § 66,1.)

Wir sahen in § 66, dass
(== E=b) = Ea(Cag)
eine Beziehung andeutet, welche in den flr uns in Betradminkenden Eigenschaften mit

der g-Beziehung ubereinstimmt, in welcher abberu keinem Gegenstande steht und in wel-
cher auch kein Gegenstand zateht. Wir schreiben deshalb (l1a) in der Form |

, FYq[Va[- ca(aaq )] — (Va[- ba (aaq)] —

(zo(woq ™' :=»)— = wa(zaqg:~)))] —

(Va[- ca(asextaexte[~ (- (na=c—e=0b) — - ca(aaq) )] —
(Va[- ba (adextaexte[- (= (n a=c—e=b)— - ea(adq))])] —
(z0 (waextaexte[~ (- (- a=c—e=0b) = - co(aaq)) ' :—»)—

- wa(zaextaexte[~ (- (na=c—e=b) > - ea(adq))]:~)))) ‘
und haben nun unter andern den Satz:
, F- wa(zeextaexte[~ (= (- a=c—e=b) > - ca(adq))]:—~)—
(wcoz— (- baw— - wa(zag:—>»)))
m—zU beweisen, der durch Kontraposition folgt aug** #101
, Fwa(zagq:—~»)— (- caz— (- boaw—
wa (zoextaexte [~ (- (na=c—e=b) > - ea(adgq))):~)))
Wir bediirfen hierzu des Satzes
, Fwa(zaq:»)— (= coaz— (- baw—
(Va|da (asextaexte[~ (= (- a=c—e=b) > - ea(aagq))]) — - asz] —
- daw)))

1417y beweisen, der durch Wendung folgt aus
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S.93

Nun haben wir nach (8)
, Fwa(zaq:—~»)— (Va[doa(aaqg) =~ adz] —» - dow)"’
Es wiirde demnach etwa zu beweisen sein
,Va[da (aaextaexte[~ (- (- a=c—e=b) > ea(aaq))]) — — asz] —
Va[do (adq) — - agz]
wo ich den Urtheilstrich noch nicht gesetzt habe wegen ewah thinzuzufiigender Bedin-
gungenm— (Vorderglieder)-a'#? #102 |n dem eigentlichen Beweise dirfen ja Ausdriicke
mit lateinischen Buchstaben ohne Urtheilstrich nicht wonknen; hier, wo es sich um vor-
laufige Auskundschaftung handelt, mdgen sie gestattet BamLetzte wird nach Regel (5)
hervorgehen aus einem Ausdrucke wie |
,Valda (asextaexte[~ (- (- a=c—e=b) > - ea(aaq))]) — — asz] —
(do(adq) = - adz)
Wir haben nun nach (lla)
, FVa[de (aaextaexte[- (- (- a=c—e=0b)— - ea(aaq))]) -~ adz] —
(do (adextaexte[- (= (- a=c—e=b) — - ca(aagq))]) — — asz) ‘
und es bliebe mit (36) zu beweisen
,Fma=c—(-d=b— (do(adgqg) —
do (adextaexte[- (= (me=c—e=b) - - ea(aaq))])))
wobei diem—Vorderglieder—m*® #103— ¢ = p* und ,~ a = ¢ auftreten. Aus den beiden
letzten Satzen schliessen wir nach Regel (7) auf

, FVa[de (asextaexte [ (- (ma=c—e=0b)— - ca(aaq))]) >~ adz] —

(ma=c—(-d=b— (da(aaq) — — ad2)))
Wenn wir hier nun das deutsche statt des lateinischem; nach Regel (5) einfihren wollten,
so wiirden wir nicht zum gewiinschten Ziele kommen wegenmdesordergliedes-m44
#104 - ¢ = ¢, das ins Gebiet dest; aufgenommen werden miisste. Nun haben wir nach

(llla)

,Fa=c— (- coaz— - as2)"
m—und es kann nach Regel (8) das Vorderghad*®> #19—- ¢ = ¢ durch ,— ca ' er-
setzt werdenm— Spéter ist ebenso das Vordergked*4® #1%6— ¢ — p' durch ,— baw' zu
ersetzen.

8 71.Aufbau.
le F- (na=c—d=0b)— (da(adq) —
~(n(~na=c—d=0b)— -~ da(asq)))

142(Unterglieder)

143ynterglieder

144yntergliedes

145und es kann nach Regel (8) das Unterglied
148gpater ist ebenso das Unterglied
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F-a=c— (- d=b—(da(agq) —

- (- (a=c—d=0b)—~da(adq)))) (a
36): — — — — — — — —
Faa=c—(-d=b—(da(aagq) —
do (adextaexte[- (= (na=c—e=b)— - ca(adq)]))) (B
(IIa): — — — — — — — —
FValda (asextaexte[- (= (- a=c—e=b) > - ea(aaq))]) —
~a9z]— (na=c—(nd=b—(da(adq) = ad2))) (v
(ITTa): +— e
S.96
FValda (asextaexte[- (- (- a=c—e=0b) > - ea(aaq))]) —
—a9z] > (ncaz—(-d=b— (do(adq) — — ad2))) (6
FValde (asextaexte [~ (- (n a=c—e=0b) — - ca(adgq))]) —
~a9z]—= (- caz— (- d=b—Valda(aag) — - adzl])) (e
®): — — — — — — — —
Fwa(zaqg:— ) —
(Valda (asextaexte[- (= (n a=c—e=b) — - ca(adq))]) —
~a9z]— (mcaz—(nd=b— - dow))) (e
(IIIa): +— e

Fwa(zaq:—~»)— (- coaz— (- baw—
(Valda (aaextaexte[~ (- (- a=c—ec=b) — - ca(adq)]) —
- a9z] — - dow))) (n

N—r
Fwa(zaq:—~»)— (- coaz— (- baw—

Vo [Va[oa (aaextaexte [~ (- (- a=c—e=b) — - ca(adq))]) —

- a9zl — 0 dawl)) (W

Ffunk (extaexte [~ (- (n a=c—e=b) = ca(aaq))]) —
(wa(zaq:—>)— (- caz— (- bow—
wa (zaextaexte [~ (= (wa=c—e=0b) — - ea(adq)]:—~)))) (50

8 72.Zerlegung.



Wir

haben aus dem Satze (&0)das Vorderglied-u4” #107

,— funk (extaexte [~ (- (n a=c—e=b) > - ca(adq))])

wegzuschaffen. Dies geschieht durch den Satz

F funk(q) — funk (extaexte [ (= (n a=c—e=0b) — - ca(aaq))])

S.94 | zu dessen Beweise wir den Satz (34) benutzen. Wir habendeéaz8atz

, Ffunk(q) = (= (= (nd=c—e=0b)— - ea(daq)) —
(- (- (wa=c—e=b)—-ed(adqg)) —-d=a))'

néthig, der leicht aus (13) folgt.
§ 73.Aufbau.
13 Ffunk(q) — (ea(dagq) — (ed (adq) — d = a))
Ffunk(q) = (- (- (nd=c—e=b)— - ea(dagq)) —
(- (= (na=c—e=b)— - ea(adq)) -d=na)) (a
Ffunk(q) = VeVo[- (- (nd=c—e=0b) — - ea(dagq) —
Va[- (- (na=c—e=0b) =~ ed(adg) —0o=gd| 6
B4): — — — — — — — —
F funk (q) — funk (extaexte (= (= (m a=c—e=b) — - ca (adq))))
(v
(18) # — — — — — — — —
Fwoa(zaq:—~>)—
funk (extaexte (- (= (- a=c—e=b) — - ca(aaq)))) (6
50): — — — — — — — —

Fwa(zagq:—~»)— (- caz— (- baw—
wa (zoextaexte [~ (= (- a=c—e=b) = - ea(avq))] :—~))) (51

X

F—- wa(zoextaexte[~ (- (- a=c—e=b) = ca(adq))]:—)—

(mcoz— (mbow— - wa(zaqg:—))) (52

8 74.Zerlegung.

147das Unterglied
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Um nun noch den Satz

, Fzo(wagqg™ =) — (- bow— (- coz—

zo (waextaexte[~ (- (wa=c—e=b) = co(aaq)) ' :=))

zu beweisen, schreiben wir zunéachst (51) so

1

, Fze(wagq ' :»)— (- bow— (- coz—

zo (waextaexte[~ (- (na=b—-e=c)— - co(aaqg )] :—)))
indem wir ,¢' mit, g1, , ¢ mit, b, , z* mit, w* vertauschen. Wir haben nun zu beweisen

1

, Fextaexte (= (- (na=c—e=b) > ca(adg)) =

extaexte (- (- (na=c—e=c)— - ca(aaqgt)))
| was mit (40) aus
, Fextaexte(—w (- (ne=c—a=b)— - ad(eaq))) =
extaexte (- (- (na=b—e=c)— - ca(aaqgt)))
folgt. Dieser Satz ist mit (20) zu beweisen. Dazu bedirferdes Satzes
G (a=cor=0b)—-ra(aaq)) =
(= (r=boa=c—-as(rag )
der aus (21) und dem Satze
, F((r=b—oa=c¢)=(-(-na=c—r=0))
folgt. Dieser ist mit (IVa) zu beweisen.

8 75.Aufbau.
21 Fra(asq)=as(reqt)
(ITIh) :
Fo (- (ha=c—or=b)—--ra(adq)) =
(- (- (a=c—r=b—-as(raqg )
(IT1a):

F(-(-r=b—a=c¢))=-(~a=c—>r=0b))—

(= (=~ (na=c—r=b—-rafeaq)) =
(- (= (r=b—a=c)—-ad(raq )

f F=r=b—(-na=c—- (nr=b—a=c))

F-(wa=c—>r=b—--(nr=b—a=c)

F-(-r=b—a=c¢c)—-(na=c—r=>)—

(r=boa=g)= (- (Ca=c—r=b)

F(r=b—oa=c¢)=( (ma=c—r=0))
B):

(«

(6

(O

o

(e

S.95



F (G- (ra=c—r=0b —-ra(asaq)) =

(- (= (r=b—a=c)—-aa(rag)) (©
S.99
FVaVe[(= (- (me=c—a=b)— - aa(eaq))) =
(-~ (- (na=b—e=c)—-ea(aag ) (0
(20)
Fextaexte(— (- (ne=c—a=b) - ad(caq)) =
extaexte (- (- (na=b—e=c)— - ca(aaqg))) (W
(IIIc) :
Fextaexte (= (-m (me=c—a=b) > - ad(caq))) =
extaexte (- (- (na=c—e=b)— - co(aagq)) ! —
extaexte (- (- (na=c—e=b)— - co(aaq)) =
extaexte (- (- (na=b—e=c)— - ca(aaqg))) (v
(40)
Fextaexte (— (- (- a=c—e=b) - - ca(aaq))) ' =
extaexte (- (- (na=b—e=c)— - ca(aaqg))) (k
(II1a):
F F(extaexte[- (= (na=b—ec=c)— - cea(aaqg ™)) —
F(extaexte[n (- (- a=c—e=0) — - ea(adq)]™) (53
51 Fza(waq ':=»)—(-baw— (- coz—
zo (waextaexte[~ (- (na=b—e=c)— - ca(aaqg )] :—)))
(53) :
Fzo(waqg i) = (- boaw— (- caz—
zo (waextaexte[~ (- (na=c—e=b) — - co(aaq) ' :—)) (54
S.97 |
8 76.Zerlegung.
Wenn wir den Satz (lla) wie in 8 70 schreiben, so sehen wiis das noch die Satze
, FVa[- ba(asextaexte[- (= (m a=c—e=b) — - ca(aaq))])]
und

, FVa[- ca(asextaexte[~ (- (- a=c—e=0b) — - co(aaq)) )]

fehlen, von denen dieser mit (53) auf jenen zurtckgefuhrdesm kann, der seinerseits mit
(33) zu beweisen ist.



8§ 77.Aufbau.

33 +ba(aaextaexte[~ (- (- a=c—e=b)— - ea(adq))]) —
il (—\ (—| CI,:C—>b:b)—>—| ba(aeq))

Fbo(aoextaexte[- (- (- a=c—e=b) = ca(aaq))]) —

ﬁ(ﬁa:c—>b:b) (a
(Ie): — — — — — — — —
Fbo (aoextaexte [~ (- (na=c—e=b) = ca(aaq))]) —
- b=b (6
X
Fb=0b—
- bo (adextaexte[~ (- (na=c—e=b) > - ca(adq))]) (v
(I1Ie) :
F - bo(asextaexte[~ (- (- a=c—e=b) = - ca(adq))]) @

FVa[- ba(asextaexte[— (- (- a=c—e=0b)— - ca(adq))])] (e

e FVal[- co(avextaexte[~ (0 (na=b—e=c)— - ea(aag "))

(53) :
FVYa[- co(asextaexte[- (- (- a=c—e=0) — - ca(avq)] )]
(€
(IIa):
Vg [Va[- co(aaq )] — (Va[- ba(agq)] —
(28 (woq™' i) — = wa(zaq:=)))] —
(Va[- bo (aoextaexte[- (= (na=c—e=b) — - ca(aaq)] ') —
(zo (woextaexte[- (- (- a=c—ec=0) = ca(avq)) ™ :>)—
- wa(zoextaexte[~ (- (na=c—e=b)—>-ea(avaq):~>)) O
(,84) === = = = — —

S.101

FvYq[Va[- co(aaq )] — (Va[- ba(agq)] —

(z0 (woq!

=) = wa(zaq:—>)))] —
(za(woq ':i=)— (- bow— (- coz—

- wa (zoextaexte[ (0 (na=c—e=b) > ca(adq))):~)))) @



Vg [Va[- co(aaq™!)] — (Va[- ba(agq)] —

i) = - wa (z0q:—)))] —

1

(zo (waq~

(ncaz— (—mboaw—(za(waqg = )— - wa(zaqg:—)))) (v

N—

Fvq[Va[- co(aaqt)] — (Va[- ba(agq)] —

1

(zo(waq™ > )— - wa(zaq:—~>)))] —

1

(ncoz— (mbaw—Vqlza(waq > )— - wo(zaq:—)])) (55

Vg [Va[- co(aaq )] — (Va[- ba(agq)] —

(zo(waq™t:>»)— - wa(zaq:—))) —
(- coz— (- bow — — anz(w) = anz(z))) (56
b) Beweis des Satzes
,Fcov—

(anz(exte (- (edu — e =0))) = anz(exte (= (edv —e=1¢))) —
(boau — anz(u) = anz(v)))"

und Ende des AbschnittesB.

8 78.Zerlegung.
Wir beweisen nun den Sat#)des § 66, der nach Regel (5) hervorgeht aus
, - anz(u) = anz(v) — (cov — (bau —

(Va[- co(aag ') — (Va[- ba(asq)] —

(exte (- (edv—e=c))alexte (- (coau—e=b))aq  :—]—
- exte (- (esu—ce=0b))aexte (- (eav—cec=c))aqg:—>]))))) o (a
S.98 | Furdas Verstandniss ist es bequemersdedurch Kontraposition-a'*® #108hjeraus sich

ergebenden Satz

, FVa[- ca(aaqg!

)=

(exte (- (eov —e=c))alexte (= (cou —ec=0b))aqg "
(bou — (Va[- ba(aaq)] —
(

:—»]—>

exte (- (cou—e=0b))alexte (= (eav—ec=c))og:—>]—

(cov — anz(u) = anz(v)))))) ' (8
zu betrachten. Nach (32) wird es genligen, irgendeine Beaigghnzugeben, welche den
Begriff in denwv-Begriff und deren Umkehrung diesen in jenen abbildet, unbeweisen,
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dass die Anzahl des-Begriffes gleich der Anzahl dasBegriffes ist. Eine solche Beziehung

haben wir schon in § 66 kennen gelernt. Wir werden demnadtstzden Satz
, FVa[- ba(aaq)] —

(exte (- (edu—e=0b))alexte (- (eav—e=c))oag:—~>]|— (cov—

ud (vaextaexte[(a =c— - e=b) —»ca(adq)]:—))) ‘ (v
und dann den Satz
, FYa[- co(amg )] —
(exte (- (eav —e=c))alexte (- (cou—e=0b))oq ' :—]— (bau—
vo (uaextaexte[(a=c— - e=b) »ea(aaq) ' :—))) ‘ (6

ableiten. Um jenen mit (11) zu beweisen, bedlrfen wir zusidbs Satzes
, Fexte(— (cou—e=b))aexte(—~ (cav—e=c))agqg:—~»]— (cov—
(Valda (aoextaexte[(a=c— - e=b) > ea(adq)]) =~ asv] —
- dou)) ‘ (e
| Essind die Falld = bund— d = b zu unterscheiden. Wir schreiben (8) in der Form
, Fexte (= (cau—e=0))alexte (- (cav—e=c))agqg:—~ ]| —
(Valdo(aaq) — — agexte (- (eov—e=0¢))] —
- doexte (- (eou—e=0»))) ‘ (¢
woraus leicht folgt
, Fexte (- (coau—e=0))alexte (- (coav—e=c))agqg:— ]| —
(Va[de (adq) — — asexte (- (eav—e=2¢))] — (dou—d=0»))

(n

Von diesem gelangen wir leict—durch Kontraposition-a'*® #199zy unserm Satze fiir den

Fall = d = b, nachdem wir bewiesen haben
, FVa[doe (asextaexte[(a =c— - e=b) - ea(aaq)]) » - adv] —
Va[de (agq) — — asexte (- (cov —ec=c))] *#10 (0
Schreiben wir zu diesem Zwecke (l1a) in der Form

, FVa[do (asextaexte[(a =c— - e=b) —ca(adq)]) —» — adv] —

(do (aaextaexte[(a =c— - e=b) —ca(adq)]) » — adv) ‘ (¢
S0 missen wir beweisen
, Fda(aaq) — da(adextaexte[(a =c— - e=b) —ca(adgq)]) (K
was leicht mit (1) und (36) geschehen kann. Dann muss nocéleibet werden
, F—a9v— - asexte (- (cov—e=¢) @)
aus (la) in der Form
, Fma9v—(eav—a=c)' (p
und dem Satze
, FF(—f(a)) = F(= asexte (- f())) (v
der aus
, F(—=f(a)) = (- avexte (= f(e))) (€

folgt. Dieser Satz ist aus (1) mit (IVb) leicht zu beweisen.
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S.102 |

8 79.Aufbau.
Vb (—f(a)) = (=~ fla))
(IIlc):
F (= f(a)) =asexte (— f(e)) —
(—f(a)) = (- adexte (= f(e))) (a
(1) =
F(—f(a)) = (- adexte (= f(e))) (57
(IIIc):
F F(—f(a)) = F(— asexte (= f(2))) (58
57 F(—f(a)) = (- asexte (~ f(e)))
(IIla) :
FF(- asexte (= f(¢))) — F(— f(a)) (59
| Fda(aagq)— ((a=c— - d=0b) —da(aagqg))
(36): — — — — — — — —
Fda(aaq) —
da (aoextaexte [(a =c — - € =b) — ea (adq)]) (a
({la): — — — — — — — —

F Va[do (asextaexte [(a =c— - e =b) —ca(adq)]) — - adv] —
(da(adq) — — adv) (B

la - a8v— (adv—a=c)

(58) :
F-asv— - adexte(— (e=v—e=¢)) (v
@i ——— — — —— -
FValda (asextaexte[(a =c— - e=b) —ea(adq)]) — — asv] —
(do(aaq) — — aaexte (- (eav —e=07))) (6

FVa[de (asextaexte[(a=c— - e=b) »ca(ea(aaq))]) —» —~ asv] —

Ya [dg (ag q) — - ad eXtE(—\ (E =V — = C))]

Fexte(— (cou—e=0b))alexte (- (eav—ec=c))oaqg:—>]—
(Valdo (aoextaexte[(a=c— - e=b) > ea(adq)]) — — asv] —
- doexte (- (eau—e=0)))



Fexte(— (cou—e=0b))alexte (- (eav—ec=¢))oaqg:—>]|—
(Valdo (aoextaexte[(a=c— - e=b) > eca(adq)]) — — asv] —
(dou— d=0))

8 80.Zerlegung.

Wir beweisen nun den Satz
, FValda (asextaexte[(a=c— - e=0b) »ca(aaq)]) -~ agv] —
(d=b— - cawv)
der mit (60) verbunden zu dem Satz¢ § 78 fuhrt. Schreiben wir (lla) in der Form
, FVa[de (asextaexte[(a =c— - e=b) —ca(adq)]) —» — adv] —
(da (coextaexte[(a=c— - e=0b) »ea(aaq)]) » — cov)
so ist noch
, Fd=b—da(coextaexte[(a =c— - e=b) > ca(adq)])
abzuleiten, was mit (36) folgt aus
,Fd=b—((c=c—>-d=0b)—da(caq)’
Dieser Satz ergiebt sich aus (Ia) in der Form
, Fd=b— (- d=b—da(caq)"’

(D) und (llle).
§ 81.Aufbau.
llle Fc=c
(1) :
Fc=c——-d=b—--d=b
(Ia): — — — — — — — —
Fd=b— ((c=c— - d=0b) —da(cagq))
36): — — — — — — — —
Fd=b—da(coextaexte[(a=c— - e=0) —ea(adq)])
(Ila): — — — — — — — —
FValde (aaextaexte[(a =c— - e=b) > ea(adq)]) —» — adv] —
(d=b— - cov)
60): — — — — — — — —

Fexte (- (cou—e=0))alexte (- (cov—e=c))aqg:—]|—
(Va[da (aoextaexte[(a=c— - e=0b) —>ea(adq)]) =~ asv] —
(dou — — coavw))

X

(60

(«

(v

(5



Fexte (- (cau—e=0))alexte (= (coav—e=c))ag:— ] — (cav —

(Valda (aoextaexte[(a=c— - e=0b) —>ea(adq)]) — — asv] —
- dau))

S.106
Fexte (- (coau—cec=0b))alexte(— (cav—e=c¢))agqg:—»]|— (cov—

Vo [Va [0a (aoextaexte [(a=c— - e=0b) —ea(adq)]) — —~ asv] —
- doul)

F funk (extaexte [(a = ¢ — = e =b) — ea (adq)]) —
(exte (- (edu—e="0))alexte (- (cov—e=c))oaqg:~>]|— (cov—
ud (voextaexte[(a=c— - e=b) »ea(aaq)]:—))) (61

8 82.Zerlegung.

Es fehlt uns der Beweis des Satzes
, FVa[- ba(aaq)] — (funk(q) —
funk (extaexte ((a =c— - e=0b) —ca (aaq)))) °
(vergl. 8 78,y). Um diesen mit (34) zu fuhren, bedurfen wir des Satzes
, FVa[= ba(aaq)] — (funk(q) = ((d=c— - e=b) —ea(daq)) —
((a=c— e=b)—ea(anq) —d=a)’ (8
den wir aus den Satzen
, Ffunk(q) = ((d=c— - e=b) —ea(daq)) —
(a=c—-e=b) —ca(aaq) — (- e=b—d=a))" (4
und
,Fe=b—=(((d=c——-e=b) —ea(dagq)) —
((a=c— e=b)—ea(aaq) — (Va[- ba(aog] = d=a))" (4
S.104 nach Regel (8) beweiseny)(folgt aus (13) mit (1) in den Formen |
,Fla=c——-e=b)—ea(adqg) —
(a=c— - e=b)—eoa(adq))"
und
, F((d=c——-e=b)—ea(daq)) —
(d=c——-e=b)—ea(dag))’
Dabei treten zunachat—die Vordergliedera*® #1g = ¢ — < e =b'und ,d = ¢ —
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= e = b auf. Diese kénnen mit (I) in den Formen
,Fre=b—o(a=c——-e=b)"
und
, Foe=b—o(d=c—>—-e=b)"

durch —~ e = b* ersetzt werden.

§ 83.Aufbau.
13 Ffunk(q) — (ea(dagq) — (ed (adq) — d = a))

Ffunk(¢) = ((d=c— - e=b) —ea(daq) = ((d=c— - e=b)—
((e=c—ne=b)—ea(@aq) = (a=c—ne=b)md=a)) (a

Ffunk(¢) = (((d=¢c— - e=b) —ea(dagq)) —
((la=c——-e=b)—ea(adq) - (- e=b—d=a))) (62

8 84.Zerlegung.
Um nun den Satz)) des § 82 zu beweisen, bemerken wir, dass
,(A=c—>-T=b)—-Toa(Aagqg)"
den Wahrheitswerth davon andeutet, dagsi A in derg-Beziehung stehe, oder ddssnit b
und A mit ¢ zusammenfalle. Wenn wir ff nunb nehmen, so kann von diesen beiden Fallen
nur der letzte eintreten, wenn es keinen Gegenstand giellermb in der¢-Beziehung steht;
d. h. es muss danfA mit ¢ zusammenfallen. Demnach wird man den Satz

, Fe=b—>(((a=c——-e=b)—ea(adq)) —
(Va[- ba(adq)] —a=¢))" (o
beweisen kbnnen, der zunéchst folgt aus
,Fla=c—-b=0b) —ba(adq)) —
(Va[- ba(adg)] —a=c) (s
Schreiben wir nun (1) in der Form
, Fla=c——-b=b)—ba(asq)) —
((a=c—=b=0b)—bd(aag)’ (v
so kénnen wir darauf (1a) in der Form
,Foa=c—o(a=c—>-0b=0)"'
| anwenden und gelangen damn-durch Kontraposition-a>* #12und mit (lla) leicht zu S.105

unserm Satzed). In dem Satzed) ersetzen wir danrng, durch ,d* und gelangen mit (llla)
in der Form

, Fa=c—(d=c—d=a)'
an unser Ziel.
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§ 85. Aufbau.

la F-a=c—(a=c— - b=0b)

(IT1a) :

(IIIa):

(62) :

F{(la=c—-b=b)—ba(adq) — (- a=c—ba(adgq))

X

F(la=c—-b=b)—ba(aaqg)) = (- ba(adgq) —a=c)

F{la=c— - b=0b) —ba(adq)) —

(Va[= ba(asq)] ma=c¢c)

Fe=b— (((a=c— - e=b) —ea(adq)) —

(Va[= ba(adg)] —a=c)

Fe=b— (((a=c— - e=b) —ed(adq)) —

(Va[= ba(adg)] — (d=c—d=a)))

Fe=b—(((d=c— - e=b) —ea(dag)) —

((a=c—- e=b) —ea(aaq) —
(Va [~ ba (a8 q)] — d = a)))

FVa[- ba(asdq)] — (funk(q) —
((d=c— = e=b)—ea(dag)) —
([a=c— e=b) —ea(aaq) — d=a)

- Va [~ be (aaq)] — (funk(q) —
VeVo[(d=c— - e=b) —ea(dag) —

Va[((la=c— - e=b) —ea(aaqg)) —0=ad]])

(«

(6

(v

(0

(e

(©

(n

®



FVa [~ ba(asaq)] — (funk(q) —

funk (extaexte (e =c— = e =b) — ca (adq)))) (v
6l): — — — — — — — —
S.109
FVa[- ba(asdq)] — (funk(q) —
(exte (- (edu—e=0b))alexte[~ (eav—e=c)loag:—~]— (cov—
ud (vaextaexte[(a =c— - e=b) —»¢ea(aaq)]:—)))) (k
18)n — — — — — — — —

FValba (aaq)] —
(exte (- (eau—e=0b))alexte(— (cov—c=c))oag:—~»]|— (cav—

ud (vaextaexte (e =c— - e=b) »ea(aaq)):—))) (63

8 86.Zerlegung.

Wir haben hiermit den Satz des § 78 bewiesen. Um)(abzuleiten, vertauschen wir in
(63) ,¢' mit, ¢~ %, , b* mit, ¢, , u' mit, v*. So erhalten wir (63) in der Form
, FVYa[- ca(ang )] —
(exte (- (cov —e=c))olexte (= (cou—e=0b))aqg ' :—]— (bou—
vo (uoextaexte[(a=b— - e=c) —ca(aaqg )] :—)))
und wir brauchen nur den Beweis des Satzes
, Fextaexte ((a=c—-e=b) —co(anq)) ' =
extaexte (a=b— - e=c) »ea(aaqgt))

zu liefern, der dem von § 7%} &hnlich ist.

§ 87.Aufbau.
21 Fra(adq)=as(raqt)
(IIIh):
F((a=c—~-r=5b)—ra(aaq) =
(a=c——-r=0)—as(raqg?)) (a
(I1Ia):

Fr=b—o—-a=c¢c)=(a=c—>-r=>b) —
((a=c——-r=»>b)—>roa(adq)) =
(r=b—-a=c)—aa(raqg’)) B

| Fr=b—ma= = =bona=0)

X



(IVa) :

S.110

(IIIc):

(40) =

(IIa):

Fir=b—o—-a=c¢c)—(a=c——-r=hb)

Flla=c—=r=0b—(r=b—=a=c)—

(r=b—o—-a=c¢)=(a=c— - r=0»)

Fr=b—o—-a=c¢=(a=c— - r=0»>)

F((a=c—-r=5b)—ra(aaq) =

(r=b—=a=c)—aa(raq?))

FVaVe[((e=c— - a=0) —aa(eaq)) =

(a=b—=e=c)—ea(ang )

Fextaexte ((e=c— - a=0b) > aa(caq))

extaexte (a=b— - e=c) »ea(aaqgt))

Fextaexte ((e=c— - a=b) > ad(caq))
extaexte (o =c— - e=b) —ca(aaq)) * —
extaexte (e =c— - e=0) »eca(aaq) ' =

extaexte (a=b— - e=c) »ea(aaqgt))

Fextaexte ((a=c— - e=b) —ca(andg) ' =

extaexte (a=b— - e=c) »ea(aaqgt))

Fove (usextaexte[(a =b— - e=c) —ea(aaqg ') :—)—

vo (uoextaexte[(a=c— - e=b) »eca(aaq) ')

FVal- co(aag ™) —
(exte (- (cov —e=c))alexte (- (cou —e=0))aqg "

vo (uaextaexte[(a =c— - e=b) —»ea(aaq) ' :=)))

:—»]—»

(v

©

(e

(©

(n

®

(¢

(v

(bou —

(A



S.111

S.112

FVal[- ca(aag )] —
(exte (— (e=v —e=c))alexte (- (cou—ec=0b))aqg *
(ua (voextaexte[(a=c— = e=b) —ea(aaq)] :—» ) —

anz(u) = anz(v))))

FVa[- ca(aag )] —
(exte (- (eav —e=c))alexte (- (cou —e=0b))aqg *

(Va[- ba(asq)] —

(exte (- (edu—ce=b))alexte(— (v —cec=c))aqg:—~>]— (cov—

anz(u) = anz(v))))))
X

F = anz(u) = anz(v) — (cav — (bau —
(Va[- ca(aog™)] — (Va[~ ba(asq)] —

(exte (- (eav —cec=c))alexte (= (cou—ec=0b))aqg ' =] —
- exte (- (eau—e=0b))alexte (- (cov—e=c))aqg:—])))))
F = anz(u) = anz(v) — (cav — (bau —

vq[Va[~ ce(aeq )] — (Va[~ be(aoq)] —

(exte (- (eav — e =c))alexte (= (cou—e=0b))oaq "

;—»}—)

- exte (- (eau—e=b))aexte (- (cav—ec=c))aq:—~>]))]))

F = anz(u) = anz(v) — (cav — (bau —
(= coexte (- (v —e=c)) — (- baexte (= (cou—e=0)) —
- anz(exte (- (eau—e=0))) =anz(exte (- (eav — e =17)))))))

e Fb=1b
(1) :

Fbou—b=10
(58) :

F— baexte(— (eoau—e=0))

(64) :

=] — (bou—

(w

= | — (bou —

(v

(€

(o

(64

(«

(65



(65) ::

(IIa):

(IIlc):

F = anz(u) = anz(v) — (coav — (bau —
(- coexte (— (eav —e=c)) —
- anz(exte (- (eau—e=0))) =anz(exte (- (eav — e =1¢)))))) (o

F = anz(u) = anz(v) — (cav — (bau —
- anz(exte (- (eau — e =1»))) = anz(exte (- (eav — € =¢))))) (6

X

Fcov—

(anz(exte (= (edu — e =1"0))) = anz(exte (- (eav —e=1¢))) —

(bo u — anz(u) = anz(v))) (66
Fcoav—

(anz(exte (= (eau — e =1b))) = anz(exte (- (cav —e=1¢))) —

(bau — (- anz(v) = a — - anz(u) = a))) (a

Fanz(exte (- (cav —e=¢)))=e— (cov— (— anz(v) =a —

) (B

(anz(exte (= (edu —e=10))) =e — (bau — - anz(u)

Fanz(exte (- (eav—e=¢)))=e¢— (cov— (- anz(v) =a —

YuVa[anz(exte (- (eau—¢c=a))) =e — (aau— - anz(u) = a)])) (67

H F extaexte[- YuVa[anz(exte (- (cou—ec=a)))=¢c—

S.113

(aou — - anz(u) = a)]] = nf

F YuVa [anz(exte (- (eau—e=a))) =e—

(adu— — anz(u) =a)] — - ea (aanf) (68
Fanz(exte (- (eav—e=¢))=e¢—

(cov — (- anz(v) =a — = ea (adnf))) (69
Fanz(v) =d — (anz(exte (- (eav —e=¢))) =€ —

(cov— (- d=a— — ea(adnf)))) (o

X



Fea(aanf) = (nd=a—
(anz(exte (= (edv —e=1¢))) =e— (cav — - anz(v) = d))) (6]

—r
Fea(aanf) — (- doa—

VuVa [anz(exte (- (eau—e=a))) =e— (adu— - anz(u) =d)]) (v

68): — — — — — — — —
Fea(aanf) — (- d=a— = ea(danf)) @)
X
Fea(danf) — (ed(aanf) - d=a) (70
FVeVo[ea (danf) — Valea(aanf) — 0 =a (a
(16)
F funk (nf) (71

I'. Beweis des Satzes$-,funk (anz(nf ))"..

a) Beweis des Satzes
,Fua (vaq:—~)— (ba(naq) — (funk(¢”') — (ca (mag™t) —
exte (- (caexte (- (cou—e=0b) —ec=m))ad
(exte [~ (coexte (- (eov—e=c)) >e=n)|d
extaexte [ (- (na=c—e=0)— - ca(aaq) :—))))

§ 88.Zerlegung.

Wir wollen jetzt den Satz beweisen, dass es zu jeder Anzaht niehr als eine gebe, die
ihr unmittelbar in der Anzahlenreihe vorhergehe. Diesffiabriick auf den Satz

, Fda(eanf) — (as(eanf) -d=a)’ (a
Fuhren wir hier die aus der Definitiofl} folgenden Ausdriicke ein, so haben wir |
, F - YuVa|anz(exte (- (cau—e=14a)))=d— (aau— - anz(u) =e¢)] —
(= VuValanz(exte (- (edau—e=a))) =a— (adu — - anz(u) =e)] —
d=a) (B

einen Satz, dew—durch wiederholte Kontrapositiens'®? #1%3und Einfiihrung deutscher
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Buchstaben hervorgeht aus

, Fanz(exte (- (v —e=¢)))=a—

(cov — (anz(v) =e —

(anz(exte (- (eau —e=0))) =d— (bau— (anz(u) =e —

d=a))))) (v
Dieser Satz kann abgeleitet werden aus

, Fanz(u) =anz(v) — (cov — (bau —
anz(exte (— (eau — e =10))) = anz(exte (- (v —e=1¢))))) (6
Nach dem Satze (32) brauchen wir nur eine Beziehung aufzenzgilie derexts (- (cou —
¢ = b))-Begriff in denexte (- (eav — € = ¢))-Begriff und deren Umkehrung diesen in
jenen abbildeta—Das Vorderglied-w'>3 #14anz(u) = anz(v)* sagt uns nun, dass es eine
Beziehung giebt, die dem-Begriff in denv-Begriff und deren Umkehrung diesen in jenen
abbildet. Dieg-Beziehung sei eine solche. Wir wissen nun vonedet exte (= (- (= a =
¢ — ¢ =b — - ca(adq)))-Beziehung, dass kein Gegenstandczund dassh zu
keinem Gegenstande in dieser Beziehung $téhFerner steht kein Gegenstand izwnd
m steht zu keinem Gegenstande in dieser Beziehung, wermu ¢ und b zu n in der ¢-
Beziehung steht, weil diese ebenso wie ihre Umkehrung atiglist. Jene Beziehung bildet
denexte (- (caexte (- (eau — e =b)) — ¢ = m))-Begriffin denexte (- (ca exte (- (cov —
e = ¢)) — ¢ = n))-Begriff ab, und ihre Umkehrung bildet diesen in jenen atciNgB2) ist
dann die Anzahl dieses Begriffes gleich der Anzahl jene$.(66) kbnnen wir dann hoffen
zum Ziele zu gelangen.
Zunéachst wenden wir uns dem Beweise des Satzes

, Fua (vaq:—~)— (ba(naq) — (funk(¢') — (ca (magq™ ') —
exte (- (caexte (- (toau—e=0b) —ec=m))d
(exte [- (coexte (- (eav —e=c)) »ec=n)]a
extaexte[- (- (na=c—e=b) = ca(avq))]:—)))) ‘ (e
S.108 | zu. Schreiben wir (51) in der Form
, Fexte(— (coexte(— (ecoau—e=0b) —ec=m))ad
(exte [- (eoexte (- (v —e=c)) me=n)]ag:—» ) —
(- coexte (— (eaexte(— (edv—e=¢)) >e=n)) —
(- baexte (- (coexte(— (cou—e=0b) »e=m)) —
exte (- (coexte (- (eou—e=0b)) —e=m))a
(exte [- (eoexte (- (eav —e=c)) —e=mn)]o
extaexte [~ (- (- a=c—e=b) = ca(avq))]:~)))
so sehen wir, dass hauptséchlich noch zu beweisen bleibt
, Fua(veq:—)— (ba(naq) — (funk(¢~') — (ma(coaq) —
exte (- (caexte (- (coau—e=0b) -ec=m))ad
(exte [ (eoexte (- (eov—e=c)) me=n)lagqg:—>)))) ‘ (¢
denn der Satz
, F— boexte(— (caexte(— (eau—e=0)) —»e=m))

153pas Unterglied
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bietet keine Schwierigkeit. Wenn wir nun den Satz
, Fua (vagq:—~» ) — (funk(¢~') — (ba (nagq) —
exte (- (cou —e=0b))alexte (- (eav—e=mn))aq:—]))
bewiesen haben, so kdnnen wir ihn zweimal anwenden und cladum Satze
, Fua(vaq:— ) — (ba(naq) — (funk(¢™!) — (ma(coq) —
exte (- (caexte (- (coau—e=0b) —ec=m))ad
(exte [ (coexte (- (v —e=n)) mec=c)lagqg:—))))
gelangen. Wir bedirfen nun noch der Satze
, Fexte (g(e, f(e))) = exte (g(e,ea exte (f(€))))
| und
, Fexte (= (= (h(e) = g(e)) — f(e))) = exte (= (= (h(e) — f(e)) — g(€)))
um
,exte (0 (eaexte (- (eav —e=n)) —e=c))
durch
,exte (- (coexte (- (v —e=c)) > e=n))
ersetzen zu konnen. Diese Satze leiten wir zunéchst ab.

§ 89. Aufbau.

(n

(v

(¢

"y

(6

(0

(e
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Fexte (= (= (h(e) = g(e)) = f(e))) = exte (= (= (h(e) — f(e)) — 9(¢)))

(0
(II1a):
E F(exte [- (= (h(e) = f(e)) — g(e))]) —
Fexte [~ (= (h(e) = g(e)) — f(e))]) (72
1 F f(a) =avexte (f(e))
(ITTh) :
Fg(a, f(a)) = g(a,ad exte (f(e))) @
= Valg(a, f(a)) = g(a,ad exte (f(¢)))] 8
(Va)
Fexte (g(e, f(e))) = exte (g(e, e exte (f(¢)))) (73
(II1a) :
F F(exte (g(e,eaexte (f(€))))) — F(exte (g(e, f(€)))) (74
73 Fexte(g(e, f(2))) = exte (g(e,e0 exte (f(£))))
(IIIc):
S.117
F F(exte (g(g, f(€)))) — F(exte (g(e,e0 exte (f(£))))) (75
74 | F(exte[~ (caexte (- (eov—e=n)) me=c¢)]) —
F(exte [~ (= (tav—e=n) —e=10¢)])
(72): — — — — — — — —
F F(exte [~ (eaexte (- (eav—e=n)) —e=c)]) —
F(exte[- (- (tov—e=¢c) = e=n)]) (a
(75): — — — — — — — —
F F(exte [~ (eaexte (- (eav —e=n)) —e=c)]) —
F(exte [~ (coexte (- (edv—e=1¢)) —e=n)]) (76

8 90.Zerlegung.

Wir beweisen nun den Satz)(des 8§ 88. Wenn dig-Beziehung den:-Begriff in den
v-Begriff abbildet, so giebt es zu jedem unter deMegriff fallenden Gegenstande einen
unter derw-Begriff fallenden, zu dem er in derBeziehung steht. Nun fallt jeder unter den
exte (- (eau — e = b))-Begriff fallende Gegenstand unter derBegriff, und es giebt
also bei unserer Bedingung zu jedem unter eben (- (¢a u — ¢ = b))-Begriff fallenden
Gegenstande einen unter deiBegriff fallenden, zu dem er in derBeziehung steht; aber
unter derv-Begriff féllt n, das nicht unter deexte (- (¢a v — € = n))-Begriff fallt. Wenn
nun unter derexte (— (cau — ¢ = b))-Begriff ein Gegenstand fiele, der zuin der g-
Beziehung stande, so brauchte es keinen Gegenstand zy gelokam er in deg-Beziehung



stéande, und der unter derte (— (¢ v — ¢ = n))-Begriff fiele. Aber dieser Fall ist durch
m—die Vordergliedera'® #115— bg (na ¢)' und ,funk (¢~!)* ausgeschlossen.

8 91.Aufbau.
1 F f(a) =avexte (f(e))
(IIIc):

F F(f(a)) — F(aaexte (f(g))) (77

13 Ffunk(¢™!) — (na(deq ') — (na(baq ') —d=1"))

22): — — — — — — — —

Ffunk(¢7!) — (na(dagq ') — (ba(naq) — d="0)) (78
22): — — — — — — — —

Ffunk (¢!) — (da (neaq) — (ba (naq) — d=1)) (79

(II1a)
Fa=n— (funk(¢™') — (da (a@ q) — (ba (naq) — d =10))) («
Hew — — — — — — — —
S.118
F(aov —a=n)— (aov — (funk(¢™!) — (do (ad q) —
(ba (naq) — d =10)))) 8
X
F=d=0b— (aav— (funk(¢~') — (de (aaq) —
(ba (naq) — = (ad8v —a=n))))) (v
7 - - = - - — - —
F=d=0b— (aov— (funk(¢~') — (de (aaq) —
(ba (naq) — aaexte (- (eav — e =n)))))) (0
X

F—=d=b— (funk(¢~') — (ba (noq) —

(- asexte (- (eav —e=n)) — (do(adq) — — adv)))) (e
(IIa): — — — — — — — —

155die Unterglieder
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F=d=b— (funk(¢™!) — (ba (naq) —
(Valde (aaq) —» — asexte (= (edv—e=n))| —
(da(agq) — — aaw))))

F—d=0b— (funk(¢~') — (ba (noq) —

(Valde (aaq) —» — asexte (= (eav—e=mn))| —

Va[da (a@q) — — asv))))

Fua (vaq:=)— (= d=b— (funk(¢™') — (ba (naq) —
(Va[da (a2 q) — - asexte (- (eav —e=n))] — - dou))))

X

Fus(vaq:—~ ) — (funk(¢™!) — (be (naq) —

(Valde (adq) — — asexte (- (cov —e=n))] —

(deu — d=10))))

Fuoa (an = ) — (funk(q_l) — (ba (ne q) —
(Va[da (adq) — — asexte (- (cov —e=n))] —
- doexte (- (cau—e=10)))))

Fuoa (’UG(] = ) — (funk(q_l) — (ba (ne q) —

Vo [Va[pa(aaq) —» — agexte (- (eav—e=n))|—

- daexte (- (eau—e=0))])

Ffunk (¢) — (ua (ve q:— ) — (funk(¢~') — (ba (nagq) —
exte (- (eau —e=b))alexte (= (eav—ec=mn))aqg:—~])))
Fuoe(vaq:—~ ) — (funk(¢™!) — (be (naq) —

exte (- (eou—e=b))alexte(—= (eav—e=mn))aq:—]))
Fua (vaq:—~)— (ba(naq) — (funk(¢~') — (ma(caq) —
exte (- (coexte (- (eoau—e=0b) —ec=m))ad

(exte [ (coexte (- (v —e=n)) me=c)lagqg:—))))

(€

(n

)

(¢

(»

(A

(1

(80



Id

(82) =

Fus (vaq:—~)— (ba(naq) — (funk(¢™') — (ma(caq) —

exte (- (coexte (— (eau—e=0b) —>e=m))d
(exte [ (coexte (- (eov—e=c)) me=n)lagqg:—))))

Fua (veq:—~)— (ba(naq) — (funk(¢g~') — (ma(caq) —

(- coexte (- (coexte(— (eov—e=c)) —>e=n)) —
(— boexte (— (coexte (- (edu—e=b) »e=m)) —
exte (- (caexte (- (cau—e=0b) —ec=m))ad
(exte [ (coexte (- (eov —e=c)) >e=n)|a

extaexte[- (- (na=c—e=0b) - ga(aaq))] :—))))))

1 F f(a) =asexte(f(e))
(IIla):

F Flagexte (f(¢))) — F(f(a))

F— (baexte (- (edu—ec=0b) -b=m)—
baexte (- (eau— e =0">))

Fboexte (- (caexte (- (edau—e=0b) me=m)) —
baexte (- (eau—e=0>))

X

F - baexte(— (cou—e=0)) —

- baexte (- (coexte (— (cou—e=0b) >e=m))

F - boexte(— (caexte (- (eau—e=0)) —»e=m))

Fua (vaq:—~)— (ba(naq) — (funk(¢™') — (ma(caq) —
(- coexte (- (coexte(— (cov—e=c¢)) >e=mn)) —

exte (- (eaexte (- (cou—e=0b) -e=m))a

(exte [~ (eoexte (= (cov —e=c)) >ec=n)|a

extaexte[- (- (- a=c—e=b) - eca(aaq)]:—~>)))))

Fus (veq:—~ ) — (ba(naq) — (funk(g™') — (ma(caq) —
exte (- (coexte (— (eou—e=0b) >e=m))d

(exte [ (coexte (- (eov —e=c)) >e=n)|a

extaexte[- (- (Ha=c—e=0b) - ea(aaq))]:—))))

(6

(81

(82

(6

(v

©

(e

(83
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Fus (vaq:—~)— (ba(naq) — (funk(¢™') — (ca (mag™') —
exte (- (coexte (- (eoau—e=0b) —ec=m))ad

(exte [- (coexte (- (v —e=c)) »ec=n)]a

extaexte[- (- (- a=c—e=0b) - ea(aaq))]:—)))) (84

S.116 |

b) Beweis des Satzes
,Fcov— (bou—

(- anz(exte (- (eau — e =10))) = anz(exte (- (cav —e=¢))) —
- anz(u) = anz(v)))'

und Schluss des Abschnitte§'.

§ 92.Zerlegung.
Aus (83 kdnnen wir mit (53) und (22) den Satz
, Fva(uagqg =) — (ca(mag ) — (funk((¢"H)™!) — (ba (nagq) —
exte (- (caexte (- (v —e=c¢)) > e=n))ad
(exte [- (coexte (- (eu—e=0)) —ec=m)]d
extaexte[- (- (na=c—e=b)— - ca(aaq)] t:i>)))) CHE (o

ableiten. Von diesem Satze und (84) gelangen wir dann mjtZé@inem Satze—mit dem
Hintergliede—m*®® #117

,anz(exte (- (eau—e="0))) =anz(exte (- (eav —e=0¢)))

§ 93. Aufbau.
83 Fwa(uaqg ':»)— (coa(maqg ) — (funk((¢"H)™) — (na(baq™') —
exte (- (caexte (- (cav—e=c¢)) »e=n))ad
(exte [ (coexte (- (cou —e=10b)) —ec=m)|a

extaexte[- (- (na=b—oe=c)— - ca(ad q_l))] = ))))

(B3): — — — — — — — —
Fuva(uaq™' =) — (co(maq™) — (funk((¢")™!) — (na(baqg™t) —
exte (- (eaexte (- (v —e=c)) —e=mn))d
(exte [ (coexte (- (eou—e=0b) >ec=m)]a
extaexte[- (- (- a=c—e=b)— - ca(avq)] ' :=)))) (a
(22): — — — — — — — —
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Fvea(uagqg ':=)— (co(maqg ) — (funk((¢"H) ™) — (ba (nagq) —
exte (- (eaexte (- (v —e=c)) —e=mn))d

(exte [ (coexte (- (cou —e=10b)) —ec=m)|a

extaexte[~ (- (na=c—e=0b) = ca(aaq)) :=)))) (5

32): — — — — — — — —

L) = (ca(mag) — (funk((¢")™") — (ba (neq) —

(exte (— (coexte (- (cou—e=0b)) >e=m))d

Fva(uaq™

(exte [- (eoexte (- (v —e=c)) »ec=n)]a

extaexte [ (- (na=c—e=b)— - ca(avq) > )—

anz(exte (- (caexte (- (cou —e="b) me=m))) =

anz(exte (- (caexte (- (eav —e=c)) = e=n))))))) (v
(84): — — — — — — — —

Fva(uagqg ! :— ) — (funk((¢"H) ™) — (ue (vagq:— ) —

(ba (naq) — (funk(¢™') — (co (magq ') —

anz(exte (- (coexte (- (tou—e=0b) me=m))) =

anz(exte (— (caexte (- (eav —e=c)) —e=n)))))))) (0

Fnoaexte (- (eav—e=¢)) —

(vo (o g i) — (funk((g~1) 1) — (ua (vaq i) —

(ba (noq) — (funk(¢™!) — (ca (mag ') —

(moexte (- (tou—e=0)) —
):

anz(exte (- (eau — e =10))

anz(exte (- (9 v — € =10))))))))))

X
S.123

F - anz(exte (- (eau —e=10))) =anz(exte (- (eav —e=1¢))) —
(03 (wa g™ i) — (funk((g™")"") = (ua (vag i) —

(funk(¢7') — (ca (mag ') —

(maexte (- (eou—e=0)) — (ba(naq) —

- naexte (- (eav—e=0))))))))) (¢

N—r

F - anz(exte (- (eau —e=10))) =anz(exte (- (eav —e=1¢))) —

(ve (uaq ' : =) — (funk((¢"H) ™) — (ue (vagq:— ) — (funk(¢g™t) —
(co(moaq™') — (moaexte (- (cou —c=10)) —

Va[boa (aaq) — — asexte (= (eav —e=1¢))])))))) (85



S.120

8 94.Zerlegung.

Die letzten beiden Uebergange deuten schon auf den Wegdrimudh weiter zu verfol-
gen sein wird. In£) hatten wirn undm als Hilfsgegenstéande ahnlich den Hilfslinien in der
Geometrie. Sie sollen in unserm Satze nicht vorkommen, eniislso entfernt werden. Dies
geschieht wie immer dadurch, dass man zeigt, es gebe etwatkeveerlangten Beschaffen-
heit, oder, was begriffsschriftlich bequemer ist, wenn tege der Art nicht gebe, so gelte
eine der Voraussetzungen nicht, die wir machen. Wir nehmemun vor, den Satz

, Fua(vaqg:—)— (Vaba(aaq) — - adexte (- (cav—ec=c¢))| —

(= ba(caq) - bau)) ° (a
zu beweisen. Hierdurch bekommen wir zvuar-das Vorderglied-w'®>" #118— b5 (ca q)'
herein; aber wir kdnnen auch ei-dem entgegengesetzten Vordergliedé®® 19— pg (ca q)*

den im Uebrigen unveranderten Satz beweisen. &m| (aus (8) abzuleiten, bedurfen wir des
Satzes

, FValbe (agq) — — asexte (- (eov—e=0¢))] —
(- ba(caq) — Vaba(aaqg) — — adv])

der aus (77) folgt. Ebenso wie', entfernen wir auchm' aus unserm Satze und beweisen
dann, wie eben angedeutet worden ist, den Satz

,va(uaqg =) — (funk((¢H) ™) — (us (voq:— ) — (funk(¢') — (ba (coq) —

anz(exte (- (eau — e =1))) =anz(exte (- (eav — e =10¢)))))))

mit (80) und (32) und schaffen nun nach Regek(8ylie Vordergliederm*>® #120— b5 (co ¢)*
und — ba (caq)' weg. Nachdem danm—die Vordergliederw®® #121funk (4=1)* und
Jfunk ((¢=1)~1)* mit (30) und (18) entfernt sind, gelangen wir mit (49) zunel@ unse-
res Abschnittes (b) und darauf, wie im § 88 angedeutet woislemmit (68) zum Satze
b funk (nf ~1)e,

8 95. Aufbau.
77 - (adv—a=c)—adexte(— (cav—e=0c¢))
X
F—- aoexte(— (eav—e=¢)) — (adv—a=c) (a
(Illa): — — — — — — — —
F— asexte (- (cov—e=¢)) —
(adv — (= ba(coq) =~ ba(adq))) 8
X
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F—- aoexte(— (eov—e=0¢)) —

(= ba(cag) — (ba(aag) — — adv)) Gl

FValba (asg) — — adexte (- (cav—e=c))| —
(- ba(cagq) — (ba(adgq) — — adw)) (6

N—

FValba (aogq) — - adexte (- (cav—e=c¢))| —

(- ba(cag) — Vaba(asg) — — adv]) (e

Fusa(vag:—>)—
(Va [be (aeq) — - a9 exte (ﬂ (sev — e = C))] N
(= ba(caq) — - bau)) ©

F — anz(exte (= (eau — e =10))) = anz(exte (- (cav —e=1¢))) —

(vo (uaq ' =) — (funk((¢"H) ") — (ua (vagq:—~ ) — (funk(¢!) —
(co(maq™') — (meexte (- (cou —c=0)) —

(= ba(caq) — = baw))))))) (

X

F = anz(exte (- (eou — e =10))) =anz(exte (- (cav —e=c))) —

(vo (uaq ' =) — (funk((¢"")™") — (uo (vagq:— ) — (funk(¢!) —
(bou— (- ba(cagq) —

(co(maq™) — - moexte (= (cou—c=0)))))))) @
F = anz(exte (- (eou — e =10))) =anz(exte (- (cov —e=c))) —

(vo (uoq ' =) — (funk((¢"H) ™) — (ue (vagq:— ) — (funk(qg™t) —
(bou — (- ba(caq) —

Val[ca (aoq ') — — asexte (= (eau—ec=0))])))))) @

F — anz(exte (- (eau — e =0))) = anz(exte (- (cav —e=1¢))) —
(ve (uaq ' =) — (funk((¢"")™!) — (ua (vagq:— ) — (funk(¢') —
)

(bou — (= ba(caq) — (- ca(bag ') =~ caw))))))) G
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32

(30,18) ::

F — anz(exte (- (eau — e =10))) = anz(exte (- (cav —e=1¢))) —
(vo(uoq ' =) — (funk((¢H) ™) — (ua (vagq:— ) — (funk(qg™') —
(bou— (- ba(caq) — — cav))))) (A

X

Fcov— (va(uagq i) — (funk((¢")™!) —
(uo (vaq:— ) — (funk(¢~!) — (bou — (- ba(coq) —

anz(exte (- (cau — e =10))) = anz(exte (- (eav — e =1¢))))))))) (86

Fexte (— (cov —e=c))alexte (- (cou—ec=b)aqg ' :»]—
(exte (- (edu—e=b))aexte (- (cav—e=c))agqg:—~>]|—

anz(exte (- (eau — e =1b))) = anz(exte (- (cav — e =c))))

Fva(uagqg ™t :— ) — (funk((¢"H) ™) — (co(bag™t) —

(exte (- (esu—e=b))aexte(— (cov—e=c))agqg:—~>]|—

anz(exte (- (eau—e=10))) =anz(exte (- (cav — & =1c)))))) (a
Fva(uaq ' =) — (funk((¢"*)™!) — (ba (coq) —

(exte (- (eou—e=0))alexte (- (cav—e=¢))aqg:—]|—

anz(exte (- (cau — e =1b))) = anz(exte (- (cav — e =c)))))) (e]
Fove(uaq ™ =) — (funk((¢"H) ™) — (ue (vagq:— ) — (funk(¢g™') —
(ba(caq) —

anz(exte (- (eau —e="0))) =anz(exte (- (cav — e =1¢))))))) (v

Fcav— (bou—

(vo (uag!

i) = (funk((¢")™") — (ud (vag:—>) — (funk(¢™!) —
anz(exte (- (eau — e =1"5))) =anz(exte (= (cav —e=1¢)))))))) Q)

1

Fcov— (bou— (va(uagq =) — (ua(vag:—» ) —

anz(exte (- (eau —e=1"0))) =anz(exte (- (cav —e=1¢)))))) (e

X
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(49) :

(I1Ic) ::

(IT1c):

Fcov— (bou—

(= anz(exte (— (eau — e =10))) = anz(exte (- (v —e=1¢))) —

1

(vo(uag™ i) ==~ us(vag:i~)))) (¢

N—

Fcav— (bou—

(= anz(exte (- (eau — e =10»))) = anz(exte (- (cav —e=7¢))) —

Vg [ve (ue g™ i) — - ud (vaq:)]) (n
Fcov— (bou—

(- anz(exte (- (eau — e =10))) = anz(exte (- (cav —e=¢))) —

- anz(u) = anz(v))) (0

F - d=anz(exte (- (cav—e=c¢))) — (cov—
(anz(exte (- (cau—e=0b))) =d— (bau — — anz(u) = anz(v)))) (v

—

F— d=anz(exte (- (cav—e=¢))) — (cov—

Yu Va [anz(exte (- (coau—e=a))) =d — (adau — - anz(u) = anz(v))])

(x
F - d=anz(exte (- (cav—e=¢))) —
(cov — = da (anz(v)anf)) (87
Fanz(v) =e — (= d = anz(exte (= (eav —e=1¢))) —
(cov — = da(eanf)) (a

X

Fda(eanf) = (- d =anz(exte (- (eav—e=0¢))) —
(cov — = anz(v) = e)) B
Fda(eanf) = (= d=a— (anz(exte (= (cov—e=¢))) =a—
(cov — = anz(v) = ¢))) (v

N—



Fda(eanf) = (nd=a—

YuVa [anz(exte (- (cou—e=a))) =a — (adu— — anz(u) =e)]) (0

(68): — — — — — — — —
Fda(eanf) — (= d=a — - ad (eanf)) (e
X
- do (eanf) — (as (eanf) — d = a) (88
(23,23): = = = = = = = =
Fea(danf™') = (ea (aanf~ 1) = d=a) (o
FVeVo e (danf™!) — Valea(aanf™t) — 0= (3
(16)
F funk (nf ~1) (89
(Ze)
F funk (nf) — = (funk (nf ~!) — — funk(nf)) («
(71)
F = (funk(nf~1) — = funk(nf)) (90

A. Beweise einiger Satze von der Anzahl Null.

a) Beweis des Satzes
, Fanz(exte (f(e))) = anz(0) — = f(a)'

8 96.Zerlegung.

Wir beweisen nun den Satz, dass kein Gegenstand unter eewgiffBillt, dessen zuge-
horige Anzahhknz(0) ist. Der in der Ueberschrift genannte Satz ist eigentlierastallgemei-

S.121 ner, weil der Functionsbuchstabg nicht nur Begriffe an- | deutet. Unser Satz folgt leicht
aus dem Satze
, Fasu— — anz(u) = anz(0)*
Nach der Definition ©) haben wir
, Fasu— - anz(u) = anz(exte (- e =¢))"

zu beweisen, was mit (49) geschehen kann, indem wirug (exte (— ¢ = ¢)agq —
) — — adu' ableiten. Hierzu benutzen wir (8) und bedirfen des Satzesg (ba q) —
- baexte (- ¢ = ¢)', der sich leicht aus (58) ergiebt.



8§ 97.Aufbau.
© Fanz(exte (- € =¢)) = anz(0)

(IIIc):
F F(anz(exte (- e = ¢))) — F(anz(0)) (91
e Fb=1»
(58) :
F - boexte(— e =¢) (92
() :
Faa(baq) — - baexte (- e =¢) («
FValaa (asg) — - asexte (- € =¢)] (]
(8):
Fua(exte(— e=¢)aq:—~»)— - adu (v
X
Fasu— — ua(exte(—m e=¢c)aqg:—) &
(1) :
Fasu—
(exte (— e=¢c)a(uaqg i) — - ua(exte(~ e =¢e)aq:—)) (e
Fasu—

Vqlexte (m e =¢)o(uaq ' =) = - ua(exte(n e=¢)aq:—~)] (¢

(49): — — — — — — — —
Fasu— — anz(u) = anz(exte (— € =¢)) (
(91)
Faau— — anz(u) = anz(0) (93
X
Fanz(u) = anz(0) — = aau (94

94 I anz(exte (f(e))) = anz(0) — — aaexte (f(g))
82): — — — — — — — —
F anz(exte (f(¢))) = anz(0) — = f(a) (95



b) Beweis des Satzes
, FVa[- asu] — anz(u) = anz(0)'

und einiger Folgeséatze.

§ 98.Zerlegung.

Der in der Ueberschrift genannte Satz ist etwas allgemeilseder, den wir in Worten
so aussprechen: ,Wenn unter einen Begriff kein Gegenstihddo ist Null die Anzahl, die
diesem Begriffe zukommt.” Wir beweisen zunachst mit (32) (88) den Satz

, FVa[(—aou) = (—adv)] — anz(u) = anz(v) *

und dann
, FVa[- asu] = (—adu) =(—asexte (- e=¢))"
S124 |
8§ 99. Aufbau.
mf F(—adu)=(—asv) » (—asv)=(—asu)
(Ila):: — — — — — — — —
FVa[(—adu)=(—adv)] — (—adv) =(—adu) (a
FVa[(—adu) = (—adv)] = Va[(—adv) = (—adu) (8
B8: — — — — — — — —
FVa[(—asu)=(—adv)] — va (udextaexte (e = a) :—) (v
(ITTc)
- extaexte (€ = a) = extaexte (e = a) ! —
(Va[(—aosu) = (—asv)] — vo (usextaexte (e = a) ' i) ¢
(41)
FVa[(—aou) = (—aav)] »ve (uoextaexte (e =a) ' =) (¢
B2): — — — — — — — —
FVa[(—adu)=(—asv)] —
(ud (vaextaexte (¢ = a) :— ) — anz(u) = anz(v)) (¢
B8 — — — — — — — —
FVa[(—adu) = (—adv)] — anz(u) = anz(v) (96
92 k- goexte(m e=¢)
(Ia):
Fasexte(—m e=¢) —avu (a

(IVa):



F(adu —asexte (- e=¢)) —
(—adu)=(—asexte(— e =¢)) 3

(Ia): — = — — — — — —

FVa[- asu] — (adu — asexte (- e =¢)) (v
B ———-~-— -

FVa[- adou] — (—adu) =(—adexte (- e =¢)) (0

FVa[- asu] = Va[(—asu)=(—as(exte (- e =¢)))] (e
(96): — — — — — — — —

F Va |- asu] — anz(u) = anz(exte (- € = ¢)) (e
(91)

F Va |- asu] — anz(u) = anz(0) 97

8 100.zerlegung.

Wir ziehen aus (97) zunéachst einige einfache Folgerungenwenden uns dann dem
Satze zu: ,Wenn eine Anzahl nicht die Null ist, so giebt eséhr in der Anzahlenreihe
unmittelbar vorhergehende®, in Zeichen:

, F= Yul- anz(u) =a] = (- a=anz(0) —» - Ya |- ad (adnf)])"
Wir leiten zuerst den einfachern Satz
, FVYa[- as(anz(u)anf)] - - cou'
ab. Hierzu bedurfen wir des Satzes
, Fcoau— anz(exte (- (eau — e =c)))a (anz(u)anf)
der aus der DefinitionH) folgt.

§ 101.Aufbau.

94 + anz(u) =anz(0) — - asu

(1) :
Fanz(u) = anz(0) — (a@v — - adu) (a
(58): — — — — — — — —
S.130
F anz(u) = anz(0) — -~ aaexte (- (e89v — - €9 u)) (]
Fanz(u) = anz(0) — Va [~ asexte (- (eav — - €au))] (v
97): — — — — — — — —

F anz(u) = anz(0) — anz(exte (- (cav — - €au))) = anz(0) (98



93 Fasau— - anz(u) = anz(0)

(Ila): — — — — — — — —
FValasw — asu] — (aav — — anz(u) = anz(0)) (a
X
- Va[ae v — asu] — (anz(u) = anz(0) — — a8 v) (3
Valasv — asu] — (anz(u) = anz(0) — Ya [~ asv]) (y
@7): — == — = — — —
FVa[ae v — asu] — (anz(u) = anz(0) — anz(v) = anz(0)) (99

10 Fextaexte (= f(e,a)) =q— (= f(a,b) — aa(baq))
X

Fextaexte (- f(e,a)) =q— (= as (bagq) — f(a,b)) (100

H F extaexte [~ YuVa[anz(exte (- (coau—ec=a)))=¢c—

(100) :

(IIa):

(IIa) :

llle
(101) :

(aou — = anz(u) = a)]] = nf

F—- ma(nanf) —

YuVa [anz(exte (- (cou—e=a)))=m — (adu— - anz(u) =n)] («

F- ma(nanf) —

Va [anz(exte (- (cau —e=a))) =m — (adu — - anz(u) = n)] (]

F - ma(nanf)—
(anz(exte (- (eau —e=c))) =m — (cou— - anz(u) =n)) (v

X

Fanz(u) =n — (anz(exte (- (cou —e=¢)))=m — (cou —

ma (nanf))) (101

Fanz(u) = anz(u)

F anz(exte (= (cau—e=r¢))) =m — (cou— ma (anz(u)anf)) (102



llle F anz(exte (- (eau — e =c))) = anz(exte (- (cau — e =c)))

(102) :
F cou — anz(exte (- (eau — e =c)))a (anz(u)a nf) (103
X
S.131
F = anz(exte (- (eau—e=c)))a(anz(u)anf) — = cou (a
(Ila): — — — — — — — —
FVa[- as (anz(u)anf)] — - cou (104
F Va |- aa (anz(u)anf)] — Va[- ad u] (a
9n: — — — — — — — —
F Va [ as (anz(u)e nf)] — anz(u) = anz(0) (105
X
F = anz(u) = anz(0) — — Va [~ aa (anz(u)a nf)] (106
(IT1d) :
F= (= a=anz(0) —» = Ya[- ad (adnf)]) = - anz(u) =a (a
F—= (= a=anz(0) —» - Va[- ad (aadnf)]) — Yu [~ anz(u) = a] (8
X

F = Vu[- anz(u) =a] — (- a=anz(0) — - Va[- aa (aanf)]) (107

E. Beweise einiger Satze von der Anzahl Eins.

8 102.Zerlegung.
Wir beweisen den Satz
, Fanz(u) =anz(1) - - Va [~ adu|" (a
den wir in Worten so aussprechen:
,ES giebt einen Gegenstand, der unter einen Begriff falinwEins die Anzahl dieses
Begriffes ist."

Ware dies nicht richtig, so wirde zufolge des Satzes (97) diahl Eins mit der Anzahl
Null zusammenfallen. Es ist zu zeigen, dass dies nicht saim kWir beweisen zu diesem



Zwecke die Satze
, Fanz(0)a (anz(1)anf) ", (8
, k= anz(0)a (anz(0)anf) (v
Von diesen folgt §) aus (101) mit der Definition (1)) aus (68) mit dem Satze (93).

§ 103.Aufbau.
93 Fasu— - anz(u) = anz(0)

(1) :

F anz(exte (- (eau —e=a))) =c— (adu — — anz(u) = anz(0)) (a

F VuVa [anz(exte (- (eau—e=a))) =c— (aau — - anz(u) = anz(0))]

(B
(68) :
F = ca (anz(0) s nf) (108
llle Fc=c
(77) :
Fcaexte (e =c¢) (109
82 F aaexte (¢ =anz(0)) — a = anz(0)

(58) :

F - asexte (- (eaexte (e =anz(0)) — & = anz(0))) (a
S.132
F Va |- asexte (- (2 exte (¢ = anz(0)) — € = anz(0)))] (6]
(97)

F anz(exte (- (¢a exte (¢ = anz(0)) — ¢ = anz(0)))) = anz(0) (v

(101) :

F anz(exte (¢ = anz(0))) = anz(1) — (anz(0) 8 exte (¢ = anz(0)) —

anz(0)a (anz(1)anf)) (0

(109,1) ::
F anz(0)a (anz(1)a nf) (110

(II10) :
F = anz(0) s (anz(0) e nf) — — anz(0) = anz(1) («

(108) ::

F = anz(0) = anz(1) (111



97 FVa[- adu] — anz(u) = anz(0)

X
= anz(u) = anz(0) — = Va [~ aau] (112
(ITId) :: — — — — — — — —
- = anz(0) = anz(1) — (anz(u) = anz(1) — = Ya [~ aau))
(111) ::

Fanz(u) = anz(1) — = Va [~ adu] (113

8 104.zerlegung.

Mit (110) und (71) kénnen wir leicht den Satz beweisen, dass Anzahl die Eins ist,
wenn sie in der Anzahlenreihe unmittelbar auf die Null folgt
Um den Satz

, Fdeu— (anz(u) = anz(l) — (adu — d=a))" (a
Zu beweisen, wenden wir (49) an in der Form
, - Vq [exte (¢ = anz(0)) o (ua q*
- anz(u) = anz(exte (¢ = anz(0))) *
und bedurfen nun des Satzes
, Fdou— (aou — (ua (exte (e = anz(0))agqg:— ) —
(exte (e = anz(0))o (uaq ' =) —d=a)))" (8
Nach (79) und (18) haben wir den Satz
, Fexte (e = anz(0))a (uaq ' :— ) — (da (anz(0)a q) — (ad (anz(0)aq) — d = a)) "

== ) — = ud (exte (¢ = anz(0))a q :— )] —

(v
und wenden nun den Satz
, Fus(exte(e=c)ag:—~» ) — (adu —ad(caq))"
an, der sich mit (77) und (8) leicht ableiten l&asst.
§ 105.Aufbau.
13 F funk(nf) — (anz(0)a (adnf) —
(anz(0) s (anz(1)a nf) — a = anz(1)))
(110,71) =
Fanz(0)a (a8 nf) — a = anz(1) (114

Md +- aa(caq) — (ad(eagq) — —~ e=c)
(77)




F - as(coq) — (aa(eaqg) — — edexte (¢ =¢))

S.133
F - ada(caq) — Valad (aag) — - asexte (¢ = )]
)~ ==~
Fua(exte(e =c)ag:—~» ) — (= aa(caq) — — asu)
X
Fua(exte (e =c)aqg:—~» ) — (adu — ad (caq))
I F anz(exte (¢ = anz(0))) = anz(1)
(IIIc):

F F(anz(exte (¢ = anz(0)))) — F(anz(1))

F exte (e = anz(0))a (ua g " :— ) —
(da (anz(0)a q) — (aa (anz(0)a ¢) — d = a))
(115,115) : = = = = = = = =

F exte (¢ = anz(0))a (uo g !

:—»)—>

(dou — (ua (exte (e =anz(0))oa g :— ) — (adu — d = a)))

X
Fdeu—(-d=a— (aou—

(exte (¢ = anz(0))o (ua g *

T—» ) —
- ud (exte (e = anz(0))a g :— ))))

Fdoeu—(-d=a— (aou—

Vq [exte (¢ = anz(0)) o (ua q *

:—»)—)

- ud (exte (e = anz(0))a q :— )]))

(«

(6

(v

(115

(116

(«

(B

(v

©

Fdoau— (= d=a— (adu — - anz(u) = anz(exte (¢ = anz(0)))))

(116) :
Fdeu— (- d=a— (a8u— — anz(u) = anz(1)))

X

(e

(€



Fdou— (anz(u) = anz(1) — (aou — d = a)) (117

8 106.Zerlegung.
Wir beweisen nun den Satz
, FYopou—Valaau — a=0]] — (- Ve[~ eau] — anz(u) = anz(1))* («
d. h. ,Eins ist die Anzahl eines Begriffes, unter welchen@egenstand fallt, wenn allgemein
daraus, dass ein Gegenstandnd dass ein Gegenstaddinter den Begriff falle, folgt, dass
a dasselbe sei wig“.
Dieser Satz ist eine Folge des Satzes

, Feou— (Valaau — a=c] — anz(u) = anz(1)) " (8
den wir auf den folgenden
, Fanz(1) = anz(exte (e = ¢)) *

oder
, Fanz(exte (e =n)) = anz(exte (e = ¢)) (v
zurlickfihren. Als abbildende Beziehung bietet sichediecexte (- (e =n — = a = ¢))-
| Beziehung dar. Dieser und ihrer Umkehrung Eindeutigkeissrbewiesen werden. S.128

§ 107.Aufbau.
Ma Fd=c—(a=c—d=a)

(Ib,Ib):: = = = = = = = =

F-(e=n—>-d=¢)—> (- (e=n——-a=c¢c)—d=a) (c
(33,33) s = = == === =

Fealdaextaexte(— (e=n— - a=c¢)] —

(ea[aaextaexte (- (e=n— - a=c)) —d=a) (8

FVeVo[ea [0aextaexte (- (e=n— - a=c))] —

Valea [aoextaexte (- (e=n— - a=c))] — 0= (v

(16) :
F funk (extaexte (- (e=n — - a=¢))) (6

le Fb—(a— - (b— - a))

F=(a—=b—=(b—-a) (e

(= (—==a)=( (a—~10) (€

FEb—=ma)=(~(a==1) (0



BoF(@=cmy=n)=(~ y=n—-z=0)

FYal(= (a=c—-y=n))=(- (y=n—— a=c))]

Fexte(m (e=c——-y=n))=exte(- (y=n— - ec=¢))

FValexte (- (e=c— - a=n))=exte (- (a=n— - € =c))]

(0¥

(t

(»

Fextaexte (- (e=c— - a=n)) =extaexte (- (a=n—-e=c¢)) (A

- Flextaexte (- (e=c— - a=n))] —
Flextaexte (- (a=n — - e =c¢))]

Fextaexte (- (a=n—-e=¢)) =

extaexte (- (e=n— - a=c))"*

(Flextaexte (- (e=c— - a=n))| —
)

Flextaexte (= (e=n— = a=c))" Y]

(40) =
S.135

F Flextaexte (- (e=c— - a=n))] —

Flextaexte (~ (e=n— = a=c))"']

36 F- (d=n—>-c=¢)—

da[coextaexte (- (e=n— - a=c))

X

Fdo[coextaexte (- (e=n— - a=c))] — - doexte (e =n)

(1

(€

(o

(m

(p

(o



lla FVa[da[aaextaexte(— (e=n— - a=c))| — - asexte (e =¢)] —
(do[coextaexte (= (e=n— - a=c))| =~ coexte (e =c¢)

X
FValde [asextaexte(— (e=n— - a=c))] — - adexte (e =c¢)] —
(coexte (e =c¢) — - do[coextaexte (- (e=n— - a=c))]) (r
(109) :

FValde [asextaexte(— (e=n— - a=c¢))] — - adexte (e =¢)] —

- dacaextaexte (- (e=n— - a=c)) (v
@:—— ===~ -

FValde [asextaexte(- (e=n— - a=c¢))] — - adexte (e =¢)] —

- daexte (e =n) (¢

F Vo [Va[oa [asextaexte (- (e=n— - a=c))] — - adexte (e =¢)] —

- daexte (e =n)] (x
(11)

F funk (extaexte (- (e=n— - a=c¢))) —

exte (¢ =n)a [exte (e = c)aextaexte (- (e=n— - a=c)) :— | (¥
(6) =

Fexte(e =n)alexte (e = c)aextaexte (- (e=n— - a=c)) | (w
(32)

Fexte (e =c)oexte (e =n)oextaexte (- (e=n— = a=c)) tin]—

anz(exte (¢ = n)) = anz(exte (¢ = ¢)) (o
@r ———=-—=- -~

S.136

Fexte (e =c)a[exte (e =n)aextaexte (- (e=c— - a=n)):—>» ]| —
anz(exte (¢ = n)) = anz(exte (¢ = ¢)) (3

(w) =

F anz(exte (¢ = n)) = anz(exte (¢ = ¢)) (118

118 F anz(exte (¢ = anz(0))) = anz(exte (¢ = ¢))
(116) :

F anz(1) = anz(exte (¢ = ¢)) (119
(IIla):

F F(anz(exte (¢ = ¢))) — F(anz(1)) (120



Ma Fcou—(a=c—adu)

(IVa): — — — — — — — —
Fecou— ((adu—a=c¢)— (—adu)=(—a=c)) (a
(IIa):: — — — — — — — —
Fcou— Vafaou—a=c — (—asu)=(—a=rc)) (5]
(77)
Fcou— (Vajaau —a=c — (—adu)=(—adexte (e =¢))) (v
Fcecou— (Vajasu —a=c —
Va[(—asau) = (—aaexte (e = ¢))]) Q)
9%6): — — — — — — — —
Fecoau— (Valaau — a=c] — anz(u) = anz(exte (¢ = ¢))) (e
(120) :
Feau— (Valasau — a = ¢ — anz(u) = anz(1)) (121
(IIa):: — — — — — — — —
Fecou— (Vo [pou— Valaau — a=0]] — anz(u) = anz(1)) (a
X

FYopPou—Valaau — a=7]] —

(= anz(u) = anz(1) — - cau) (B

FYopou—Valaou —a=70]] —

(— anz(u) = anz(1) — Ve [~ eaul) Oy
X

FYopou—Valaau —a=0]] —

(= Ve[~ eau] — anz(u) = anz(1)) (122

S.129 |



7. Beweis des Satzes
, Fanz(0)a (ba <pf) — — ba(ba <pu)

a) Beweis des Satzes
, F—= aa(anz(0)a <pi)'

8 108.zerlegung.

Der in der Haupttberschrift aufgefilhrte Satz besagt, dess®egenstand, der der mit
Null anfangenden Anzahlenreihe angehort, auf sich setbder Anzahlenreihe folge. Wir
kénnen dafiir auch sagen: ,Keieadliche Anzahl folgt auf sich selbst in der Anzahlenreihe.”
Die Wichtigkeit dieses Satzes wird klarer durch folgenddéfeegung erkannt. Wenn wir
die zu einem Begriffeb(¢) gehtdrende Anzahl bestimmen, oder, wie man gewdhnlich sagt,
wenn wir die unter den Begriff(¢) fallenden Gegenstande z&hlen, so ordnen wir diese
den Zahlwértern von Eins an der Reihe nach zu bis zu einemnoatd N, das dadurch
bestimmt wird, dass die zuordnende Beziehung den Bed(if in den Begriff ,Glied der
Reihe der Zahlwdrter von ,Eins’ bis\*“ und dass die umgekehrte Beziehung diesen Begriff
in jenen abbildet. Dann bezeichnét' die gesuchte Anzahl; d. N ist diese Anzahl. Dieses
Verfahren lasst mannichfache Ausfiihrungen zu, da die n@orde Beziehung nicht véllig
bestimmt ist. Es entsteht die Frage, ob man bei einer andehhdéser Beziehung zu einem
andern ZahlworteM' gelangen kdnnte. Dann ware nach unsern Bestimmungeleselbe
Anzahl wieN, zugleich aber folgte das eine der beiden Zahlwérter aubddere, z. B.\*
auf ,M‘. Dann folgte auchN in der Anzahlenreihe aufl, das hiesse auf sich selbst. Das
schliesst unser Satz fur endliche Anzahlen aus. Wir bewéfisemit den Satzen

, Faa(ba <) — (Yo [F(d) — Vapa (asq) — F(a)]] —
(F(a) — F(b)))" #12 («

, F=da(de <nf) — (do (aanf) = = as(ad <pf))'
und
, F = anz(0)a (anz(0)a <pf)"
Der letzte ist ein besonderer Fall von
, F = as(anz(0)a <pf)*
der besagt, dass die Anzainiz(0) auf keinen Gegenstand in der Anzahlenreihe folge. Diesen
beweisen wir zuerst. Wir brauchen hierzu den Satz
, FVe[- ea(bag)] — — ad(ba <y
und (108). Jener besagt, dass ein Gegenstand auf keinemstamg in dek-Reihe folge,
wenn kein Gegenstand zu ihm in deBe- | ziehung stehe. Um ihn zu beweisen, brauchen
wir den Satz
, Faa(ba <4) — (VO [F(d) — Vada (aagq) — F(a)]] —
(Va[ad (adq) — F(a)] — F(b)))*
der aus K) mit (6) folgt. Wir ersetzen dann die Functionsmark&¢)‘ durch
,m Ve[ (ed (€9 ¢))] und haben dann die Sétze
, FYo [~ Ve[~ (ea(daq))] — Vapa(aag) — — Ve[~ (ed (adq))]]"

#123m Original fehlt linkes Zeichen [interp | bonn]

S.134



und
, FValaa (aag) — - Ve[~ (ea(aaq))]]"
zu beweisen, die beide aus
, Fda(bagq) — — Ve[ (ea (bag))]"
folgen.

§ 109.Aufbau.
K F extaexte [V [V [§(0) — Va oo (agq) — F(a)]] —
(Valea (ad q) — (a)] = S(a))]] =<,
(6) :

Fas(ba <4) — V¥ [VO [§(0) — Va[oa (asq) — F(a)] —
(Valas (ao q) — §(a)] — F(b))]

Fasa (ba <q) = (VO [F(d) — Va[oa (asq) — F(a)]] —
(Va[aa (as q) — F(a)] — F(b)))

lla +Vel[- ea(bag)] — — da(bag)
X

kda(bagq) — = Ve[~ (ea (baq))]

(I):
F = Ve[~ (ea(daq))] — (do (bagq) — — Ve[~ (ed (baq))))
FYo[- Ve[— (eda (00q))] —
Va[oa (aaq) — = Ve[~ (ed (aaq))]]]
(123) :

Faa(ba <4) — (Vaad (aggq) — - Ve[~ (ea(aaq))]] —

- Ve[= (ea (baq))])

a Fas(bagq) — — Ve[~ (ed (bagq))]

N—r

FValas (aaq) — — Ve[~ (¢a (aaq))]]

(«

(123

(«

(6

(v

o

(e



Faa(ba <4) — — Ve[~ (ed(bag))] (124
X

FVe[- ea(bag)] — — ad(ba <) (125

108 + — ca(anz(0)anf)

F Ve [- ea (anz(0)a nf)] (a
(125) :
F = as(anz(0)a <pf) (126

b) Beweis des Satzes
,FY0o[= 008 (0o <pnf) —
Valde (aanf) — = as(as <pf)

und Schluss des Abschnitteg.

8§ 110.Zerlegung.

Der Satz
, F—da(de <pf) — (do(aanf) = = ad(ad <pf))' (c
gehtm—durch Kontraposition-a*®! #123hervor aus
, Faa(aa <pt) — (da(aanf) = da(da <pf))" (6
Dieser Satz kann erschlossen werden aus den Satzen
, Fda(aanf) = (ad (ad <puf) — ad(de <pf))’ (v
und
, Faa(ca <;) = (da(avgq) —da(ca <y))* (6
indem man in diesem fue, d' und fur ,q' , nf‘ setzt. Wir beweisend) aus den Satzen
, FF(aa(ca <4)) = F((m ad(ca <4) —c=a))" (e
, Fec=a—(doa(avgq) —da(ca <))’ (¢
und
, Faa(ca <4) — (da(aaq) — da(ca <g))' (n

die leicht aus 4), (K) und (123) folgen.

161durch Wendung
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§ 111.Aufbau.

K F extaexte [V [V [§(0) — Va oo (aaq) — F(a)]] —
(Valea (avq) — F(a)] = ()] =<¢
(10) :

V3 V0 [§(2) — Ya 0o (a0 q) — F(a)]] —
(Valas (a8.q) = F(a)] = F())] = as (bo <)

lla FVYo[F(d) —Vaa(asg) — F(a)]] —
(F(a) — Valaa (adq) — F(a)])

(123): — — — — — — — —

Fas (ca <4) — (Y0 [F(2) — Va[pe (aaq) — F(a)]] —

(F(a) — F(c))
(Ila):: — — — — — — — —

S.140
Fas (ca <) — (da (asq) —
(Vo [F(0) — Va[da (adq) — F(a)]] —
(Va[da (adq) — F(a)] = F(c))))
Fas(co <4) — (do (aoq) —
VS [Vo [§(0) — Va 08 (aa q) — F(a)]] —
(Va[ds (asq) — F(a)] — F(c)])

Faa (ca <4) — (da(adq) — da(ca <))

A Fextaexte (- e (wd <4) —a=¢) =<,

(6) :

FF(aa(ca <)) = F((— ad(co <4) — c=a))

lla FValda(asq) — F(a)] — (da(adq) — F(a))

(I):

(127

(128

(«

(B

(129

(130



Fda(aaq) — (VO [F(?) = Va[oa (adq) — F(a)]] —
(Va[da (asq) — F(a)] — F(a))) (a

Fda(aaq) — V§ V0 [§(d) — Vapa (aaq) — F(a)]] —

(Va[da (adq) — §(a)] — F(a))] (B
(127m: — — — — — — — —
Fda(aaq) — da(aa <) (131
(I11a) :
Fc=a— (da(adq) — da(ca <)) (a
(130) 1 — — — — — — — —
Fas(ca <q) — (— ad(ca <q) —
(da(aag) = da(ca <)) (B
(129): +—— — e
Fas (co <,) — (da (asq) — da (co <)) (132

8 112.Zerlegung.
Wir haben nun den Satz/) des § 110 zu beweisen. Er ist ein besonderer Fall von
, Fda(banf) — (ad (be <pf) — ad(de <pf))"
in Worten:

~Wenn eine Anzahl¥) auf eine zweite Anzahkf) in der Anzahlenreihe folgt und auf eine
dritte (d) in der Anzahlenreihe unmittelbar folgt, so gehdrt dietdr{tl) der mit der zweiten
(a) anfangenden Anzahlenreihe an.”

Offenbar wiirde das Entsprechende in einer beliebigen Reitfdlgemeinen nicht gel-
ten. Es ist hier | wesentlich, dass der Riickgang in der Apnadihe eindeutig stattfindet
(88). Wir stitzen uns auf den Satz, dass, wenn in irgendéingReihe ein Gegenstand)(
auf einen zweitend| folgt, es einen Gegenstand giebt, der der mit dem zweitgarffan-

genden ¢-)Reihe angehdrt und zum ersten in der reihenbildengeBé€ziehung steht; in
Zeichen:

, Faa(ba <;) =~ Velea(bag) — - aa(ed <, (a
Wenn man nun weiss, dass es nicht mehr als einen Gegenstbiddgr zum ersterb) in
der (g-)Beziehung steht, so muss dieser auch der mit dem zweiyeam{angendeng)Reihe
angehdren. Zum Beweise dieses Satzes gebrauchen wir i@y wir die Functionsmarke
JF (&) durch .= Ve [ea ((aq) — — aa(ed < )] ersetzen. Wir bediirfen also der beiden
Séatze

, Faa(dagq) — —~ Velea(dag) — = ad (ed <,)]° (B

S.138



S.142

und
, F—= Velea(mag) — - as(ed <,)] — (ma(nagq) —
— Velea(nag) — - ad(ea <p)))° (v
Jener folgt mit (Ila) aus dem Satze
, Faa(aa <)
der eine Folge der Definitiom\{ ist. Dieser geht durch Einfihrung des deutschém->und
Kontraposition—a'%? #124hervor aus

, FVelea(nag) — - aa(ed <,)] — (ma(naq) —
(ea(magq) — — ad(ed <y)))° (6
Nach (Ila) haben wir nun
, FVelea(nag) — - aa(ea < )] —
(ma(nagq) — - ad(ma <y))*
Es bleibt noch zu zeigen
, F=as(me <) — (ea(magq) — - ad(ed <y))*

oder
, Fas(ed <4) — (ea(magq) —as(ma <y))* (e
() ist eine Folge von
, Faa(ma <;) —ad(ma <,)" (¢
und
, Fasa(ed <4) — (ea(mag) —as(ma <y))* (n

Dieser Satz ist in ahnlicher Weise wie (132) zu beweisen.

8 113.Aufbau.
lla +Vo[F(d) = Valde (asq) — F(a)]] —

(F(e) — Valea (aaq) — F(a)])

FYo [F(0) — Valoe (asq) — F(a)]] —

(F(e) = (ea (maq) — F(m))) («

Faa(ea <q) — (ed(maq) —
(Vo [F(v) — Va[oa (asq) — F(a)]] —

(Vaas (a8 q) — F(a)] — F(m)))) G

N—

162und Wendung
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Faa(ed <4) — (ea(magq) —
Vg Vo [§(2) — Va oo (aa q) — F(a)]] —
(Va[as (as q) — F(a)] — F(m))])

Fas(es <;) — (ea(maq) — as(ma <))

131 Faa(magq) — ada(ma <)

(IIIa):
Fe=a— (ea(maq) —ad(m <))
(130) 2 — — — — — — — —
Fas(es <4) — (- ad(ed <4) —
(eg(ma q) —>a9(ma <q)))
(133): — = === — —

A Fextaexte (- ea(ad <q) ma=¢) =<,
(10) :

FE((— aa(ma <4) »m=a)) — F(ad (ma <))

135 (- aa(ma <4) > m=a) —ad(ma <,)

(Ia): — — — — — — — —
Fas(ma <q) — ad (ma <,)
(134) : — — — — — — — —
Faa(ea <q) — (ea(maq) — ad (ma <,))
X
- aa(ma <,) — (ca (mag) — = ad(ed <,))
(Ila):: — — — — — — — —

FVelea(nag) — — ad (ed <, )] —
(ma(nagq) — (ea(magqg) — — ad (ed <,)))

N—

(v

(133

(«

(B

(134

(135

(136

(137

(«

(6
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FVelea(nog) — - aa(ed < )] —

(ma (naq) — Velea (maq) — - as(ed <,)])
X

- Vel[ea (mag) — — as(ed < )] —

(ma (naq) — — Velea (naq) — - as(ea <,)))

Yo [~ Velea (daq) — — ad (ed < )] —

Vads (aagq) — — Velea (aagq) — — ad(ea <y

(123) :

Fas (ba <4) —
(Valad (asg) — —~ Velea (aag) — = ad(ea <y)]] —

- Velea (bag) — — as (e <,)])

Fb=a—aa(ba <,)

e Fa=a
(139) :

Faa (ae éq)

lla FVelea(dag) — — as(ea < )] —
(ad(dogq) — — ad(ad <))
X
Fao(as <4) — (ad(dog) —

- Velea(dag) — — aa(ed <,)])

(140) ::

(v

©

(e

(138

(139

(140

(«



Faa(dag) — — Vel[ea(dag) — — ad (ed <, )]

FValas (agq) — — Velea (aaq) — - ad(ed <,)]]

(138) :

Faa(ba <4) — - Vel[ea(bag) — — ad (ea < )]
X

FVelea (bagq) — - aa(ed <4)] — - ad(ba <)

F - aa(da <pf) — (do (banf) —
(ca(banf) — - aa(ca <pi)))

F = aa(de <pt) — (do (banf) —

Velea (banf) — = ad(ed <pf)l)

F = aa(de <pt) — (do (banf) — — aa (ba <pf))
X

- da (banf) — (ad (ba <pf) — ad (de <pf))

130 tFaa(be <4) — (-~ ad(ba <4) = b=na)
(Illa): — — — — — — — —

(F(a) — F(5)))

(6

(v

(141

(142

(«

(B

(v

(143

(o

(144
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Fasa(ad <pf) — (da(aanf) — da(da <pf)) (a
X
F - da(da <pf) — (do (adanf) — = aa(ad <pf)) (B

FYo[- 08 (00 <pf) —
Va[oa (aanf) — = ad (aa <pui)] (v

(144) :

Fanz(0)a (ba <pt) — (- anz(0)a (anz(0)e <pf) — — ba (ba <pf)) (0

(126) ::

Fanz(0)s (ba <pf) — — ba (ba <pf) (145

H. Beweis des Satzes
, Fanz(0)a (ba <pf) — ba (anz(ba <puf)anf)'

8 114.zerlegung.
Wir wollen den Satz beweisen, dass die Anzahl, die dem Begrif

der mitb endenden Anzahlenreihe angehérend

zukommt, aufb in der Anzahlenreihe unmittelbar folgt, wemneine endliche Anzahl ist.
Hieran schliesst sich dann gleich die Folgerung, dass deenreihe unendlich ist; d. h.
dass es zu jeder endlichen Anzahl eine unmittelbar auf kjerfide giebt.

Wir versuchen den Beweis zunachst mit dem Satze (144), indedie Functionsmarke
,F (&) durch £a (anz(£a <pf)a nf)' ersetzen. Dazu bedurfen wir des Satzes

, Fda(anz(da <pf)anf) — (da (aanf) — aa (anz(as <pf)anf))‘ % («
Setzen wir in (102) fuiry', (aa <pf)' und fir ,m* und fur ,¢', o', so erhalten wir
, Fanz(exte (- (ea(ad <pf) me=4q))) =a—
(ad(ad <pf) — ad(anz(ad <pf)anf))
woraus wirm—das Vorderglieg-m'®4 #125
,—ad(ad <pf)’

163pjeser Satz ist, wie es scheint, unbeweisbar, wird hier abeh nicht als wahr behauptet, da er in Anfiinrungs-
zeichen steht.
164das Unterglied

#125Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!



mit (140) entfernen kénnen. Es fragt sich,sbdas Vorderglied-m!%> #126
,— anz(exte (- (e9(ad <pf) —me=a)))=a '
als Folge von
,da(aanf)"
und
,da (anz(da <pf)anf)’
nachgewiesen werden kénne. Wegen der Eindeutigkeit déschattes in der Anzahlenreihe
(70) haben wir
, Fda(anz(de <pf)anf) — (da(aanf) — anz(de <pf)=a)' (B
Wir versuchen also, ob sich
, anz(exte (- (ea (ad <pf) e =a))) =anz(da <pf)
| als Folge vonda (aa nf)‘ nachweisen lasse. Das muss mit (96) geschehen. Dazulisgnot
(= (ba(ad <pf) = b=a)) = (—ba(do <nf))
als Folge vonda (aa nf)‘ nachzuweisen, wozu (IVa) zu benutzen sein wird. Es wére als
Zu zeigen, dass dieselben Anzahlen der mit einer erstenhA@@aendenden Anzahlenreihe
angehoren, ohne diese selbst zu sein, die der mit einerawaizahl ) endenden An-

zahlenreihe angehéren, wenn die erste Anzahin der Anzahlenreihe unmittelbar auf die
zweite () folgt. Dazu ist néthig,

,ba(de <pf) =~ (bo(ad <pf) —b=a)"
und
.= (ba(ad <pf) —b=a) —ba(de <pf)"
als Folgen vonda (aa nf)* nachzuweisen. Es zeigt sich aber, dass noch eine Bedirtgnng

zuzufiigen ist. Es wére ndmlich,b = o' als Folge von)a (de <p¢) undvon da (aa nf)’
zu erweisen. Wir haben nun nach (134)

, Fba(da <pt) — (da(aanf) = ba(ad <pf))"

Fiele nunb mit « zusammen, so ginge—das Hinterglied-w'%® #127(iberin ,—aa (aa <pf
). Nach (145) ist das ausgeschlossen, wemine endliche Anzahl ist. Es kommt also noch
m—das Vorderglied-w'®” #128

,—anz(0)a (ad <pi)"
hinzu. Dadurch wird freilich die Anwendung von (144) so, wig gewollt hatten, unmdg-

lich; wir konnen aber mit (13&)—dieses Vorderglied-a'%® #12Hurch ,—anz(0)a (do <
)" ersetzen und aus (144) den Satz

, Faa(ba <) —
(Vo [F(0) — (a0 (00 <4) — Va[oa (a8 q) — F(a)])] —
(F(a) — F(b)))* (v

165das Unterglied
166das Oberglied
167das Unterglied
168gieses Unterglied

#126Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!
#12TTextkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!
#128Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!
#129Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!
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ableiten, der uns dann zum Ziele fuhrt. Zunachst misserumiiien Satz
, Fda(aanf) — (anz(0)a (as <pf) — (ba (da <pf) —
~ (b3 (ad <pf) —b=0)))" ©
vollstandig zu haben, den Satz (137) in der Form
, Fba(de <pf) — (do(aanf) = ba(ad <pf))"
heranziehen. Dann bleibt noch der Satz
, Fda(aanf) — (= (ba(ad <pf) = b=2a) —ba(da <pu))' (e
zu beweisen. Nach (143) haben wir
, Fda(aanf) — (ba(ad <pf) — ba(de <pf))"
Dazu bedirfen wir nun noch des Satzes
, F=(ba(ad <4) = b=1a) —ba(ad <,)" (¢
der leicht aus (130) folgt.

S.141 |

§ 115.Aufbau.

130 Fba(ad <,) — (- ba(ad <4) —a=0>b)

af): = = — — = — — -
F = ba(ad <,) — (ba(ad <,) — b=a) (146
X
F = (ba(ad <,) — b=a) — ba(ad <,) (147

147 + - (ba(aa <pf) mb=a) —ba(ad <pf)
(143): — — — — — — — —

F(ba(de <pf) =~ (ba(ad <pf) 2 b=a)) —
(do (adnf) —
(= (ba(ad <pf) = b=a)) =(—ba(da <pf))) (i

134 +ba(de <pf) — (da(adnf) = ba(ad <pf))

Fanz(0)a (ad <pf) — (ba(da <pf) — (da(aanf) =~ b=aqa)) (6



S.147

(96) :

(102) #130:

(140) =

(IIIc):

Fba(aa <pt) — (anz(0)a (ad <pf) — (ba(da <pf) —
(da(aanf) — = (ba(ad <pui) — b=a))))

Fda (aanf) — (anz(0)a (ad <pt) — (ba(da <pf) —
~ (b3 (as <pf) —b=a)))

Fda (aanf) — (anz(0)a (ad <pf) —
(= (ba(ad <pf) = b=a)) = (—ba(dd <pf)))

Fda (aanf) — (anz(0)a (ad <pf) —
[—boaexte (- (ca(ad <pf) —e=ua))] =
(—ba(ds <nf)))

Fdoa (aanf) — (anz(0)s (ad <pf) —

Va [—asexte (~ (c0 (ad <pf) — £ =a))] =
(—aa(da <pf))))

Fda (aanf) — (anz(0)s (ad <pf) —

anz(exte (- (ea(aa <pf) e =ua))) =anz(da <p))
Fda (aanf) — (anz(0)a (ad <pf) — (ad (ad <pi) —
anz(de <pf)a (anz(aa <pf)anf)))

Fda (aanf) — (anz(0)a (ad <pf) —
anz(de <pf)o (anz(ad <pf)anf))

Fanz(de <pt) =a — (da(aanf) —
(anz(0)a (ad <p) — ad (anz(ad <pf)anf)))
F da (anz(de <pf)anf) — (da(asnf) —
(anz(0)s (aa <pf) — ad (anz(ad <pf)anf)))

(e

(¢

(

(148

(«

(149

(6

(v
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F da (anz(de <pf)anf) — (anz(0)a (de <pf) —
(da (aanf) — as(anz(as <pf)anf))) (e

F Vo [pa (anz(de <pf)anf) — (anz(0)a (08 <puf) —

Va[oa (aanf) — aa (anz(as <ps)onf)])] (150

8 116.Zerlegung.

Um den Satz+) des § 114 zu beweisen, setzen wir in (144) an die Stelle dectfems-
marke F(&)',— (ad (8 <,) — — F(£))". Wir haben dann zu beweisen

, EYO[F(d) — (ad (08 <) — Va[pa (anqg) — F(a)])] —
(= (aa(do <4) = = F(d)) — (da(bag) — — (ad (ba <4) — = F(D))))
was leicht mit (137) geschehen kann. Fir den Uebergang)atefgleiche man S. 68.

8 117.Aufbau.
lla FYo[F(d) — (aa(dd <,;) = Vapa(aaq) — F(a)])] —

(F(d) — (aa(do <4) — Va[da (aaq) — F(a)]))

F Yo [F(2) — (as (00 <,) — Ya oo (aoq) — F(a)]))] —

(F(d) — (ad (do <4) — (da (baq) — F(b)))) (a
X

F Y0 [F(2) — (as (00 <,) — Ya[da (a8 q) — F(a)])] —

(= F(b) = (ad (da <4) — (da (bag) — = F(d)))) (6

S.148
F Yo [F(d) — (ad (da <) — Vada(aagqg) — F(a)])] —
((ad (ba <) = = F(b) —

(a8 (ba <) — (aa(do <4) — (da(bag) — — F(d))))) (v



F Vo [F(2) — (as (08 <,) — Ya[oa (a8q) — F(a)])] —

((ad (ba <) = = F(b) —
(da (baq) — (aa (da <4) — — F(d))))

X

F Yo [F(d) — (ad (va <y) — Vada (aagqg) — F(a)])] —

(= (ad(da <) = = F(d)) —
(da (bag) — = (ad (ba <4) — = F(b))))

N—r

Y0 [F(d) — (a3 (08 <,) — Va[oa (asq) — F(a)])] —

Vo[- (ad (08 <) — = F(0)) —

Va[pa (aag) =~ (ad(aa <4) — = F(a))]]

140 Faa(ad <)

(1e)
FF(a) = = (ad(ad <q) =~ F(a))
(144): — — — — — — — —
Faa(ba <4) = (Vo[- (a2 (dd <4) — = F(?)) —
Vaoa (adq) — — (ad(ad <) =~ F(a))]] —
(F(a) =~ (ad (bd <q) — = F(b))))
(151) ————————
Faa(ba <) —
(Vo [F(d) — (a3 (00 <4) — Va[0a (adq) — F(a)])] —
(F(a) =~ (ad (bd <q) — = F(b))))
(1) — — — = — — — —

Faa(ba <) —
(Vo [F(2) — (
)

(F(a) — F(b)))

150 Vo [oa (anz(da <pf)anf) — (anz(0)a (08 <pf) —
Va[doa (aanf) — ad (anz(aa <pf)anf)])]

(152) :

9 (00 <4) = Vaoa(asg) — F(a)])] —

©

(e

(151

(«

(6

(v

(152



Fanz(0)a (ba <pus) — (anz(0)a (anz(anz(0)a <pf)anf) —
ba (anz(ba <pf)anf)) (153

S.145 |

8 118.Zerlegung.
Es bleibt noch der Satz
, Fanz(0)a (anz(anz(0)a <pf)anf)’
zu beweisen. Wir haben nach (102)
, Fanz(exte (= (ea (anz(0)a <pf) — & = anz(0)))) = anz(0) —
(anz(0)a (anz(0)a <pf) — anz(0)a (anz(anz(0)a <nf)anf)) °
Hier kdnnen wir (140) anwenden. Wir haben dann auch noch den S
, Fanz(exte (- (ea (anz(0)a <puf) — ¢ = anz(0)))) = anz(0)
zu beweisen. Wir benutzen den Satz (97), indem wir zeigess, uiater deexte (- (¢a (anz(0)a <pg
) — ¢ = anz(0)))-Begriff kein Gegenstand féllt. Dies folgt leicht aus
, Faa(anz(0)a <pf) — a =anz(0)"
d. h. der mitanz(0) endenden Anzahlenreihe gehort mur(0) selbst an. Dieser Satz folgt
aus (126) und (130).

8 119.Aufbau.
126 + - aa(anz(0)a <pf)

(130) :

Faa (anz(0)a <pf) — anz(0) =a («
(U = = — = — = — -

Fasa (anz(0)a <pf) — a = anz(0) (e]

(58) :
F = asexte (= (eca (anz(0)a <pf) — € = anz(0))) (v
FVa[- asexte (= (ca (anz(0)a <pf) — € = anz(0)))] ©

(97) :
F anz(exte (= (ea (anz(0)a <pf) — ¢ = anz(0)))) = anz(0) (e

(102) :
F anz(0)a (anz(0)a <pf) — anz(0)a (anz(anz(0)a <pf)anf) ¢

(140) =
F anz(0)a (anz(anz(0)a <pf)oanf) (154

(153) :
Fanz(0)a (ba <pf) — ba (anz(ba <puf)anf) (155

©. Einige Folgesatze.



8 120.Zerlegung.

Wir kénnen zunachst aus (155) leicht folgern, dass es zu jed@lichen Anzahl eine
unmittelbar auf sie folgende giebt. Hiermit ist gesagtsdiis mitanz(0) anfangende Anzah-
lenreihe ohne Ende fortlauft.

Ferner beweisen wir einen Satz, der unser Zahlen begriindietn er besagt, dass
die Anzahl ist, die einem Begriffe zukommt, wenn eine Beaighdiesen Begriff in die An-
zahlenreihe bis einschliesslich und mit Ausschluss derz(0) abbildet und wenn die Um-
kehrung dieser Beziehung jene Anzahlenreihe in den Begjlfildet, fallsn eine endliche
Anzahl ist.

Dieser Satz folgt leicht aus dem Satze

, Fanz(0)a (ne <puf) — n = anz(exte (- (ea (na <pf) — € = anz(0))))
den wir mit (87) und (155) beweisen.

§ 121.Aufbau.

155 + anz(0)a (ba <puf) — ba(anz(ba <pf)anf)

X
F = be (anz(be <pf)anf) — - anz(0)a (b <pf) (a
(IIa): — — — — — — — —
- Va [~ ba (aanf)] — - anz(0)a (ba <pf) (156
X
anz(0)a (be <pf) — — Va[~ ba (adnf)] (157

87 F - n=anz(exte (- (cav—e=c¢))) — (cov — — na (anz(v)anf))
X

Fno (anz(v)anf) — (cav — n = anz(exte (- (cav—e=c¢)))) (158

(II1a) :
Fa=anz(v) —» (na(adnf) = (cov —
n = anz(exte (- (eav — e =1¢))))) (159

155 Fanz(0)a (na <pf) — na (anz(na <pf)anf)
(158): — — — — — — — —

Fanz(0)a (na <pf) — n =anz(exte (— (¢8 (na <pf) — & =anz(0))))
(160

S.146



S.149

Fanz(0)a (na <p) —

(anz(u) = anz(exte (- (ea (na <pf) — ¢ =anz(0)))) — anz(u) =n) (a

Fanz(0)a (na <pf) —
(exte (- (e@ (n@ <pf) — ¢ =anz(0)))o (ua g *

(ud [exte (- (@ (na <pf) — e =anz(0)))aq:—~» ] —anz(u) =n)) (161

:—»)—>

I. Beweis einiger Satze von der Anzahl Endlos.

a) Beweis des Satzes
, F = anz(0)a (c0ca <pf)'

8 122.Zerlegung.

Es giebt Anzahlen, die nicht der naibz(0) anfangenden Anzahlenreihe angehéren, oder,
wie wir auch sagen, die nicht endlich, die unendlich sincheEsolche ist die des Begriffes
endliche Anzahlich will sie Endlosnennen und mitqo* bezeichnen. Ich definire sie so:

oo := anz(anz(0)a Sr_]fl) M

Es ist ndmlichanz(0)a gr*‘fl der Umfang des Begriffeendliche AnzahlDer in der Ue-
berschrift genannte Satz besagt nun, dass die Anzahl Ekelilos endliche Anzahl ist. Wir
beweisen ihn, wie im § 84 meiner Grundlagen angedeutend#nn wir zeigen, dass die An-
zahl Endlos auf sich selbst in der Anzahlenreihe folgt, wash(145) keine endliche Anzahl
thut. Zun&chst ist zu zeigen, dass Endlos zu sich selbsrinfel®eziehung steht:

, Fooa(occanf)’ (a
| Diesen Satz fhren wir zuriick auf
, Fanz(exte (= (ea (anz(0)a Safl) — e =anz(0)))) =0 (B

der aus den Satzen
, Fexte (anz(0)a (ca <pf))a [exte (- (eo (anz(0)d Sﬁfl) — e =anz(0)))anf :— |
(v
und
, Fexte (- (ea (anz(0)a <) — ¢ =anz(0)))a
(exte (anz(0)a (c@ <pf))onf i) (6
folgt. Um (y) abzuleiten, haben wir nach (11) zu zeigen
, FVa[da (aanf) — - asexte (= (ea (anz(0)a g;fl) — e =anz(0)))] —
- daexte (anz(0)a (ed <pf)) (e
was leicht zurtickzufiihren ist auf den Satz
, F(aa(anz(0)a gﬁfl) — a =anz(0)) — (da (aanf) — = anz(0)a (da <pf))* (¢
der in die Sétze
, Fda(aanf) — (anz(0)a (da <pf) — — a =anz(0))" (n
und (137) zerfallt.



S.152

§ 123.Aufbau.

126 + - anz(0)a (anz(0)a <pf)

(I11d) :
Fanz(0)a (ad@ <pf) — - a = anz(0)
(134) 5 — — — — — — — —
Fanz(0)a (da <pf) — (do (adnf) — = a = anz(0))
(I === == == -
Faa (anz(0)a <{) — (anz(0)a (do <pf) — (da (adnf) —
= (a8 (anz(0)a < {) — a = anz(0))))
(22) 2 — — — — — — — —
Fanz(0)a (ad <pf) — (anz(0)a (do <pf) — (da(aanf) —
- (a9 (anz(0)a gr;fl) — a = anz(0))))
(1837 — — — — — — — —
-anz(0)a (de <pf) — (da (adnf) —
= (a8 (anz(0)a <) — a = anz(0)))
X
F (ad (anz(0)a < ¢) — a = anz(0)) —
(da (aanf) — = anz(0)a (da <pf))
59 — — — — — — — —
F - asexte (- (eo(anz(0)a Sﬁfl) — e =anz(0))) —
(da (aanf) — — anz(0)a (de <pf))
(Ila): — — — — — — — —

FValde (aanf) —

- agexte (— (e¢a (anz(0)a Sr_ﬁl) — e =anz(0)))] —

(do (adnf) — = anz(0)a (da <pf))

X

FValde (aanf) —

- agexte (— (ea (anz(0)a Safl) — e =anz(0)))] —

(anz(0)a (da <pf) — — da(adnf))

N—

(«
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(v
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F Va[da (aanf) —

- agexte (- (ea (anz(0)a Safl) — ¢ = anz(0)))] —

(anz(0)a (da <pf) — Va[- da (aanf)])

(156) : — — — — — — — —

F Va[da (aanf) —
- adexte (- (ea (anz(0)a < {) — & = anz(0)))] —
(anz(0)a (da <pf) — — anz(0)a (da <pf))

Ig): — — — = — — — —
FValde (aanf) —
- agexte (- (¢a (anz(0)a Safl) — e =anz(0)))] —
- anz(0)a (da <pf)

(77)
FValde (aanf) —
- agexte (- (ea(anz(0)a gr_ﬁl) — ¢ =anz(0)))] —
- daexte (anz(0)a (e8 <pf))
F Vo [Va[oa (aanf) —
- agexte (- (ea (anz(0)a Safl) — ¢ =anz(0)))] —
- daexte (anz(0)a (e8 <pf))]

(11) :
F funk (nf) — exte (anz(0)a (ea <pf))®
[exte (- (¢a (anz(0)a Safl) — e =anz(0)))anf :— |

(71)
F exte (anz(0)a (ca <pf))o
[exte (— (e (anz(0)a < () — e =anz(0)))anf :— | (162

8 124.Zerlegung.
Statt des Satzes) des § 122 beweisen wir zunachst den folgenden
, Fexte (= (ea(ca <;1) —e=c))a(exte(co(ea <q))aq "
Dazu bedurfen wir des Satzes
, FVa[de (aaq ) — - asexte(ca(ea <,))] —

=)

— doexte (— (ea(ca <;') —e=0))
der auf den Satz
, FVelea(dagq) — — ca(ea <y)] —(ca(da <4) —d=¢)"
zuriickzufuihren ist. Dieser folgt leicht aus (142).



§ 125.Aufbau.

130 Fca(de <q) = (— ca(da <g) »d=¢)
(142) 2 — — — — — — — —
Fca(da <,) — (Ve[ea(dag) — - ca(ed < )] —d=r¢)

22 Faoa(deq) —da(aaqgt)
(Ila): — — — — — — — —

S.153

FVal[da (aaq ') — - asexte (ca(ca <,))] —
(ad(daq) — — asexte (ca(ea <y)))

FVal[da (aaq ') — - asexte (ca(ca <,))] —
(ad(dagq) — - ca(ad <))

N—r

FValde (aaq ') — - asexte(ca(co <,))] —

Ve[ea (doq) — — ca(ed <)

@ ——— - — -~ -
FVal[de (aaq ') — - asexte(ca(ea <,))] —
(ca(des <;) =d=c)

23): — — — — — — — —
FValda (aa g ') — - asexte (ca (o <,))] —
(da(co <) —d=c)

(58)
FValde(aag ') — - asexte(ca(ea <,))] —
- daexte (= (g9 (co <;') —e=0))
Yo [Vapa(aagq ') — - asexte (ca(ca <,))] —
- doexte (- (ea(co S;l) —e=c))]

(11)

Ffunk (¢71) —

exte (- (ea(ca <;') —e=c))a(exte (ca(ea <g))aq "

=)

E Fextaexte(aa(caq)) =q *

(44) :

 F(exte (as (eaq))) — Flasagq ™)

(«
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(v

©
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89 I funk(nf™1)

(163) :

(32) :

(162) ::

(164) :

(IIIc):
S.154

F exte (- (¢a (anz(0) 8 g,;fl) — e =anz(0)))a
(exte (anz(0)a (c@ <pf))onf t:i=) («
F exte (anz(0)a (@ <pf))o
[exte (- (¢a (anz(0)a Safl) — e =anz(0)))anf :— ]| —
anz(exte (anz(0)a (¢@ <pf))) =
anz(exte (— (¢a (anz(0) s Sr_]fl) — e =anz(0)))) B3
F anz(exte (anz(0)a (ca <pf))) =
anz(exte (— (¢a (anz(0)a Safl) — ¢ =anz(0)))) (v
F anz(anz(0)a gr_]fl) = anz(exte (— (o (anz(0)a Safl) — e =anz(0))))
@)
Fanz(anz(0)a <.{) "3 =00 —
anz(exte (— (¢a (anz(0) s g;fl) — e =anz(0)))) = cc (e
Fanz(0)a (anz(0)s < {) — (anz(anz(0)s <) = oo — coa (coanf))
©
T— ;12(70) ;(a;z(g) ;S;f) — 008 (coanf) (n
F ooa (coanf) (165
Fooa (08 <pf) (166
145 + anz(0)a (c0a <pf) — — 003 (08 <pf)
X
Fooa (c0a <pf) — — anz(0)a (0o <pf) (a

(166) ::

F = anz(0)a (c0a <pf) (167



b) Beweis des Satzes
, Fanz(0)a (anz(v)a <pf) — (00 = anz(u) —
oo = anz(exte (- eau — €9 v)))"

8 126.Zerlegung.

Wir beweisen nun den Satz:
»~Wenn Endlos die Anzahl eines Begriffes ist und wenn die Ahegnes andern Begriffes
endlich ist, so ist Endlos die Anzahl des Begrifteger den ersten oder unter den zweiten
Begriff fallend
mit (144), indem wir statt der Functionsmarki(£)' nehmen
, Vo [€ = anz(v) — oo = anz(exte (- e u — €3 v))]
und haben zunéchst den Satz
, Yo [d = anz(v) — oo = anz(exte (- eau — €av))] — (do (aanf) —

(a = anz(v) — oo = anz(exte (- eau — €8 v)))) (a
abzuleiten. Wir haben nach (lla)
, F Vo [d=anz(v) — oo = anz(exte (- eau — cav))] —
(d = anz(exte (- (eav —e=¢))) —
oo = anz(exte (- eau — caexte (- (eav — & =10))))) ‘
Hierauf konnen wir nun (159) anwenden. Wm-das gewiinschte Hintergliecm'®® #132zy
erhalten, missen wir den Satz

, Foo=anz(exte (- cau —ecaexte(— (cav—e=0)))) —

oo = anz(exte (— eau — £9v)) ‘ (B
beweisen. Zu diesem Zwecke unterscheiden wir die Falles daster denu-Begriff fallt,
und den entgegengesetzten. Wir haben so die Satze | S.150

, Fecou—exte(— eau—caexte(— (cov—e=0¢)) =

exte (- eau — €9v) ‘ (v
, Focou—exte(— cou—caexte(— (eov—e=0¢))) =
exte (- (eaexte (- cou —eav) — e =c)) ‘ (6
Im zweiten Falle bedurfen wir noch des Satzes
, Foo=anz(exte (- (eow — e =¢))) — oo =anz(w)
der leicht aus (165) und (69) folgt.
§ 127.Aufbau.
Md F-cow— (aow— - a=c)
R
F-cow— (adw—— (adw—a=rc)) (a
(IVa): — — — — — — — —

16%as gewiinschte Oberglied

#1321extkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!



F(= (eow—a=c)—adw) —

(m cow— (—adw) = (- (adw — a=7c))) (6]
(Id) :
Focow— (—asw)= (- (edw—a=rc)) (v
(77)
F-cow— (—asw)=[—aaexte (- (cow — e =c))] (6
F-cow—Va[(—asw)=[—asexte(— (cow —e=27¢))] (e
96): — — — — — — — —
F = cow — anz(w) = anz(exte (- (eaw — & =¢))) (e
(IIla): — — — — — — — —

F-cow— (n=anz(exte (= (coaw —e=c¢))) »n=anz(w)) (168

69 Fanz(exte (- (cow —e=¢)))=m—

(cow — (= anz(w) =n — = ma (nanf)))
X
Fanz(exte (- (caw —e=c¢))) =m —
(cow — (ma (nanf) — anz(w) = n)) (169

Fm = anz(exte (- (cow —e=r¢))) —
(cow — (ma (nanf) — anz(w) =n)) (a

S.156

Fm = anz(exte (- (cow — e =¢))) —
(cow — (ma (nanf) — n=anz(w))) (170

165 F ooa (coanf)
(170) :

F oo = anz(exte (- (cow — € =¢))) — (cow — oo = anz(w)) (a

F oo = anz(exte (- (eaw — & =¢))) — oo = anz(w) (171

If Fasv—(-a=c—- (adv—0a=27))
F=((-asu—adv)—a=c) —

(madu— - (adv—a=rc)) (a

(IVa):



F((=aeou— - (adv—a=c)) —
= ((nadu—adv) —ma=c)—
S adu— - (@dv—a=c))

= ((n adu—adv) —a=c))

Ic F= (adv—a=c)—-a=c

F(-aou—adv)— (- cou—
((masu— = (adv—>a=c¢)) —
= (- adu—asv) —a=c)))

ld F- (adv—a=c¢)—adv

F=cou— ((-aou— - (adv—a=c))—

- ((- aou—asv) —a=c))

S.157

F=cou—(madu—- (adv—a=c))=

(= ((m aou —adv) = a=rc))

F-cou— (- agu—— (aov—a=c)=

(- (aoexte (- eou—cav) = a=c))
—
F-cou—Va[(-~ asu— - (adv—a=c¢)) =

(= (aoexte (- eou —eav) — a=c))

F = cou— anz(exte (- eau—— (cav—e=c))) =
anz(exte (- (caexte (- eau —eav) — e =2c)))

F—- cou— (co=anz(exte (- eau— — (cav —ec=1¢))) —
oo = anz(exte (- (caexte (- cau —eav) — e =rc))))

(B

(v
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(e
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F— cou— (0o=anz(exte(— cau— — (e8v—e=¢))) —

oo = anz(exte (- eau — €9 v)))

FB— (- B—A)=(-B—-C)

Id F- (adv—a=¢c)—adv

(IVa):

S.158

Fadav— - (adv—a=c)) —
(= (adv —a=c))=(—adv)

F-adu— (cou—

(masu— - (adv—a=c¢))=(- adu—adv))

Fecou— (- adu— - (adv—a=c))=(- adu— adv)

N—

Fcou—

Va[(- asu— - (adv—a=c)) = (- adu — adv)]

Fecou—

anz(exte (— eau— - (eav — e =1c¢))) =anz(exte (- cou — cav))

Fcou— (co=anz(exte (- eau— - (eav—e=c¢))) —

oo = anz(exte (— eau — £ v)))

(v

(€

(o

(p

(o

(r

(v

(¢

(x

(¥

(w



F oo = anz(exte (- cau — - (e8v —e=1¢))) —

oo = anz(exte (- eau — €9 v)) (o

F oo = anz(exte (- cau — caexte (- (eav —e=c¢)))) —

oo = anz(exte (- eau — €9 v)) Ch

F Vo [d = anz(v) — oo = anz(exte (- eau — 9 v))] —

(d =anz(exte (- (cav —e=c))) — oo =anz(exte (- cau —cav))) (¢

F Vo [d = anz(v) — oo = anz(exte (- eau — eav))] — (a = anz(v) —
)

(da (adnf) — (cov — oo = anz(exte (- e u — €9 v)))) (0
X

F Vo [d = anz(v) — oo = anz(exte (- eau — €9 v))] — (a = anz(v) —

(da (aanf) — (= oo =anz(exte (- eau — €9v)) — — caw))) (¢’

F Vo [d = anz(v) — oo = anz(exte (- eau — €9 v))] — (a = anz(v) —

(do (adnf) — (= oo =anz(exte (- eau—cawv)) —»Va[- asv]))) (

F - da(anz(0)anf)

F a =anz(0) - - da (aanf) (7
F anz(v) = anz(0) — (a = anz(v) — = da (a8 nf)) (¥
FVal[- asv] — (a =anz(v) — - da (adnf)) @

F Vo [d = anz(v) — oo = anz(exte (- eau — €9 v))] — (do (aanf) —

(- oo =anz(exte (- eau — eav)) — (a =anz(v) — = da (aanf)))) (x’

X

F Vo [d = anz(v) — oo = anz(exte (- eau — €av))] — (da (aanf) —

(a = anz(v) — oo = anz(exte (- cau — €3 v)))) ey

N—

S.151



F Vo [Vo [0 = anz(v) — oo = anz(exte (- eau — €9v))] —

Va 0o (aanf) —

Vo [a = anz(b) — oo = anz(exte (— cau — €8 1))]]] (w
(144) :
Fanz(0)a (anz(v)e <pf) —
(Vo [anz(0) = anz(v) — oo = anz(exte (- eau — €9 ))] —
Yo [anz(v) = anz(v) — oo = anz(exte (— cau — € v))]) v
la Fasu— (- adu — adv)
(IVa):
F((- adu—adv) —adsu) — (- adu—adv)=(—adu) (&
| F(-adu—adv)— (- adu—adv)
X
F-=asv— ((—-adu—adv) —adu) (o
@) — ===~ -
F-adv— (- adu—asv)=(—asu) (m’
(94): — — — — — — — —
F anz(v) = anz(0) — (= asu — adv) = (—adu) (v
(77) :
F anz(v) = anz(0) — [—aoexte (- cau — cav)] = (—asu) (¢’
F anz(v) = anz(0) — Va [[—aaexte (- eau — cav)] = (—aau)] (7
96): — — — — — — — —
S.160
F anz(v) = anz(0) — anz(exte (- eau — €9 v)) = anz(u) (v’
() = = = = = = = -
F anz(0) = anz(v) — anz(exte (- eau — €av)) = anz(u) (¢
(Ifla): — — — — — — — —
F oo = anz(u) — (anz(0) = anz(v) — oo = anz(exte (- eau — €8 v)))
’

F oo = anz(u) — Vo [anz(0) = anz(v) — co = anz(exte (- eau — cav))]

(¢’



Fanz(0)a (anz(v)a <pf) — (0o = anz(u) —
(anz(v) = anz(v) — oo = anz(exte (- €8 u — €8 v))))

(IIIe) :
Fanz(0)a (anz(v)a <pf) — (o0 = anz(u) —

oo = anz(exte (- eau — €9 v)))

c) Beweis des Satzes
, F oo =anz(u) —
- Vg [funk(q) — (Vi[- 18 (ie <q)] —
(Vo [Ve[- da(eaq) — — dou] —
Va [- exte (—eau) =aa gq—l}))]‘

§ 128.Zerlegung.

Den nun zu beweisenden Satz kdnnen wir in Worten so wiedergeb

(w

(«

(172

~Wenn Endlos die Anzahl eines Begriffes ist, so kdnnen diewdiesen Begriff fallenden
Gegenstande in eine unverzweigte Reihe geordnet werdemidieinem bestimmten

Gegenstande anfangt und, ohne in sich zuriickzukehrergsefoitiauft.”
Wennoo die Anzahl desi-Begriffes ist, so muss es eine Beziehung geben, die derifBegr

endliche Anzahh denu-Begriff und deren Umkehrung diesen in jenen abbildet. Edise-
Beziehung dieser Art; wir fragen nun, ob dann gienf op~!)-Beziehung als reihenbildende
unsern Anforderungen geniige, wenn wir als Anfangsgliechdamen, zu deranz(0) in der
p-Beziehung steht. Mit (17), (18) und (71) beweisen wir léidie Eindeutigkeit unserer
reihenbildenden Beziehung. Dass die Reihe ohne Endeutetlaverden wir aus (156) und

(8) ableiten kénnen.

8§ 129.Aufbau.
71+ funk(nf)

(17) :
F funk (p~*) — funk (nf o p~ 1)
(A7): — — — — — — —
F funk (p~1) — (funk (p) — funk (p o nf o p~1))
(18,18) : = = = = = = = =

(«

(6

(173

S.155



137 Fanz(0)a (ba

(22) :

Fde(bap') — (ba(caq) —
(ca(eap) —da(ea(pogop™))))

X
Fda(bap™t) — (ba(caq) —
(= da(ea(pogop™)) — = ca(eap)))
Fde (bap™') — (bo(caq) —
(Ve [~ da(eda(pogop ™)) — — ca(eap)))
Fdoe (bap™t) — (bo(caq) —
(Ve [~ da(ea(pogop ™)) —
(co(eap) — — edu)))
Fdoe (bap™ ') — (bo(caq) —
(Ve[ da(ea(pogop™))] —

Valce (a@p) — — asul))

Fma g;l a(uap:—)— (da(bap ') — (ba(coq) —

(Ve[- da(ed(pogop™ )] —

- ca(me <))

Fanz(0)a (ba <pf) — (ba(canf) — ca(anz(0)a <

<nf) — (ba (canf) — anz(0)a (ca <pf))

(174

(o

(B

(v

©

(e

(€
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(156) :

F = ca(anz(0)a <) — (ba (canf) — = anz(0)a (ba <pf))

Fanz(0)a < o (uap:—)— (da(bap™') —
(Ve[ da(ea(ponfop™))] —
(ba (canf) — — anz(0)a (ba <pxf))))

X
Fanz(0)a Safl a(uap:—~)— (de(bap™!) —
(Ve [~ do (ea (ponf opil))} —
(anz(0)a (ba <pf) — — ba (canf))))
Fanz(0)a Safl a(uap:—)— (do(bap™ ') —
(Ve[ da(ea(ponfop™))] —
(anz(0)a (ba <pf) — Va[- ba (aanf)])))

X

Fanz(0)a §Hf1 a(uap:—)— (de(bap™!) —
(Ve[ da(ea(ponfop™))] —

(= Va[- ba(aanf)] — - anz(0)a (ba <pf))))
Fanz(0)a Sﬁfl a(uap:—)— (do(bap™!) —

(Ve[ da(ea (ponfop™))] — ~ anz(0)s (be <pf)))

F anz(0) s Safl a(uap:—)— (Ve[ do(ea(ponfop )] —

(da (bap™') — — ba (anz(0)a Sr_]fl)))

—

(n

(0

(v

O\

(1



Fanz(0)a Sﬁfl o (uap:—)— (Ve[~ doa(ea(ponfop™ )] —

Va[da (aap™') — = aa(anz(0)a < {)]) 63

1

Fua (anz(0)a g;fl ap  :—)— (anz(0)a gr*n} o (uap:—)—

(Ve[ do(ea (ponfop 1)) — - dow)) (175

8 130.Zerlegung.

Dass kein Gegenstand in dgonf op~!)-Reihe auf sich selber folge, kann nicht bewiesen
werden, sondern nur, dass kein unter deBegriff fallender Gegenstand in dieser Reihe auf
sich selber folge, wenn derBegriff in den Begriffendliche Anzahdlurch diep—!-Beziehung
abgebildet wird. Wir begniigen uns einstweilen mit eineclseh Reihe, um dann mit unserer
(ponf op~!)-Beziehung eine andere zu definiren, die mit ihr in den Ulriger in Betracht
kommenden Eigenschaften Ubereinstimmt, dazu aber nodiatlielass kein Gegenstand in
ihrer Reihe auf sich selbst folgt.

Den Satz

—1 —
, Fus(anz(0)s < ¢ ap
beweisen wir aus den Satzen

L.y )' —Vilia(ia <(ponfop*1)) — - igul’

, F 29 (¥ <(pogop-1)) — (funk(p™") — za (ya (po <qop™)))" (a
und
, Fua(anz(0)a < { ap":— ) — (funk(p~') —
(zo(za(po <pfop™ ') — - zow))" (B

Jenen beweisen wir mit (123) und bedirfen dazu des Satzes
, Ffunk(g™!) — (za (da (po <gop™")) —
(da(as(pogop™)) = za(ad(po <gop™))))" (v
den wir aus dem allgemeinern Satze
, Ffunk(p~!) — (Vo [ma (dat) — Vm[da (aaq) — Ya[ma (ast)]]] —
(xo(de(potop™t)) —
(da(ad (pogop™)) — za(ad (potop™))))) (6
ableiten. Zum Beweise vo) gehen wir auf die Gegenstande, etwab, ¢ zurlick, die zu
x, d, a in derp-Beziehung stehen. Mit (15) ist zu zeigen, dass es solcherG&inde giebb.

kommt dabei zwiefach vor: erstens, indemzu ihm in dert-Beziehung steht, und zweitens
S.159 als in derg-Beziehung zu stehend. Folgendes Bild mag die Uebersicht erleichtern. |

c —a
p

a1

b —d
p

ty

m —— T

p
Aus der Eindeutigkeit der Umkehrung deBeziehung muss geschlossen werden, dass es

nur einen einzigen Gegenstand der Art giebt, der flr uns traBet kommen kann.



§ 131.Aufbau.

174 Faza(map ') — (ma(cat) —

(ca (adp) — zd(ad(potop™)))

Fza(mep ') — (Valbe (aeq) — ma(ast)] —

(ba (ceq) — (ca(adp) — xd(ad (potop™))))

(IIlc):

Fb=e— (za(moap ') — (Valea (aoq) — ma(ast)] —

(ba (ceq) — (ca(adp) — wa(ad(potop™)))))

Ffunk(p™t) — (de (bep™') — (ea (dop) —
(zo (mop~t) — (Valeo (adq) — ma (aat)] —
(ba (caq) — (ca(adp) — zd (ad (potop™)))))))
X
- funk (p~!) — (= 28 (ad (potop t)) — (ea (dap) —

(xo (map™t) — (Valea (adq) — ma (aat) —

(ca (adp) — (ba(caq) — = da(bap™')))))))

funk(p~') — (= za (aa (potop™')) — (ea(dap) —
(ro (map™t) — (Valeo (a0 q) — ma (aat) —

(ca (adp) — Ve [ta(caq) — — da(rap™'))))))

Ffunk(p™!) — (= za(ad (potop ') — (ead (dap) —
(xo(map™') — (Valea (aaq) — ma (ast) —
(ca(adp) =~ da(ca(gop )

—

(«

(B

(v

o

(e

(€
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Ffunk(p™t) — (= za (ae (potop™t)) — (ea (dop) —

(xo (map™t) — (Valea (adq) — ma (aat) —

Ve[t (adp) — = da(ra(qgop 1))

Ffunk(p™t) — (= za (ae (potop™t)) — (ea (dop) —

(xo (map ') — (Valea (a9 q) — ma (asat) —
= da(ad(pogop™))))))

X

funk(p~') — (= za (aa (potop ') — (ea(dap) —

(da(ad(pogop™)) —
(Va[ea (aoq) — ma (aat)] — - za (map™1)))))

Ffunk(p™') — (= za (ad (potop ') — (ed (dop) —

(da(ad(pogop™)) —
(Vm [ma (eat) — Valea (aaq) — ma (aat)]] —
(ma(eat) — - za(map))))))

N—

Ffunk(p™') — (= za (ad (potop ') — (ed (doap) —

(do(ad(pogop™)) —
(Vm [ma (eat) — Valea (aag) — ma(aat)]] —
Velra(eat) — - za(tap™)]))

(

(0

(¢

O\



funk(p~!) — (- w8 (ad (potop™')) — (ea(dap) —
(do(ad(pogop™)) —
(Vm [ma (eat) —» Valea (aag) — ma(aat)]] —

- 23 (ea(top™))))) (n

- funk (p~t) — (= za (ad (potop™t)) —

(do(ad (pogop™)) —

(VoVm [mo (00t) — Va[po (adq) —» ma(aat)]] —

(ea(dap) — - za(ea(top™)))))) v

Ffunk(p~!) — (= ze (ad (potop™t)) —
(da(ad(pogop™)) —
(Vo Vm [ma (dat) — Va[pa (adq) —» ma(aat)]] —

Velra (dap) — - za(va(top™)))) ¢

Ffunk(p™') — (= xa (ad (potop t)) —

(do(ad(pogop™)) —

(Vo ¥m [ma (00 t) — Va[0s (a8 ¢) — ma (aat)]] —

- za(da(potop™))))) (0
X

- funk (p~!) — (Yo Vm [ma (dat) — Va[da (asgq) — ma (ast)]] —

(za(da(potop™)) —

(da(ad(pogop™)) —za(ad(potop™))))) (m

funk (p~t) — (Yo Vm [ma (dat) — Va[da (adgq) — ma (ast)]] —

Vo [ra (08 (potop™t)) —

Va[oa (ag (pogop ') — za(ad(potop ))]) (176

S.161



133 Faa(ea <4) — (eda(maq) — ad (ma <))

FYovm[ma (08 <,) — Va[da (aagq) — ma(aa <,)]]

(176) :
funk (p~!) — Vo [za (D8 (po <4 0p™t)) —

Vafpa (aa(pogop ') —za(ad(po <gop )]

Fxza(ya <(poqop—1)) — (funk(p_l) —
(Va[za (ag (pogop ') — za(ad(po <gop )] —

za(ya(po <qop 1))

131 Fma(caq) —»ma(ca <)

(174)

Fza(mep ') — (ma(coq) —
(ca (adp) = wd(ad(po <4 op7"))))

X

F= za(ad(po <,0p ') — (ca(aap) —
(ma(caq) — — za(mapt)))

= za(ad(po <qop™')) — (co(adp) —
Ve[ta (coq) — = za(vap™h)))

F— za(as(po <4op 1)) —

(ca(adp) — — xza(ca(gop™)))

- za(ad(po <4 op 1)) —

Ve[te (aap) — - za(ta(gop™h))]

(o

(6

(v
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F— za(ad(po <gop ') — - za(ad(pogop™ ) @

X
Faza(ag(pogop ') = za(ad(po <gop ') (k
FValza (as (pogop ™)) —aa(ad(po <qop'))] (A

29 (Y8 <(pogop-1)) — (funk(p™) = 28 (ya (po <gop™"))) (177

§ 132.Zerlegung.

Wir beweisen nun den SatB) des § 130, indem wir aus der Eindeutigkeit ger'-
Beziehung folgern, dass es nur einen Gegenstand gebe, denalieser Beziehung stehe,
wahrend es, wenn zu sich selbstin defpo < op~!)-Beziehung stande, nach (15) minde-
stens einen solchen Gegenstand geben muisste, der aufibathrsder Anzahlenreihe folgte
und der dann nach (145) keine endliche Anzahl sein kdnnteaudafolgte dann nach (8),
dassz nicht unter deru-Begriff fallen kénnte, wenn deg-Begriff durch diep—!-Beziehung
in den Begriffendliche Anzahdbgebildet wird.

§ 133.Aufbau.

S.166

145 Fanz(0)a (ba <pf) — — ba(ba <pf)

(IIIa):

Ffunk(p~!) — (z8 (map™') — (za (bap™!) —

(anz(0)a (bo <pf) — = ma (ba <pf)))) @
X

Ffunk(p~t) — (za (bap™ ') — (anz(0)a (ba <pf) —

(ma (be <pf) — = w8 (map™)))) (v



(15) :

(23) =

(I1Ia):

(13) =

Ffunk (p~!) — (za (bap™') — (anz(0)a (bo <pf) —
Ve[t (ba <pf) — — za(rtap 1))

Ffunk (p~!) — (za (bap™') — (anz(0)a (ba <pf) —

- 8 (ba (<nf op 1))

Ffunk (p~!) — (za (bap~t) — (ba (anz(0)e <) —

- za (ba (<pf op™ 1))

Fn=0b— (funk(p~!) — (zo (bap™ ') —
(na(anz(0) <{) — = za (ba(<nf op™1)))))
Fza(nop ') — (funk(p™!) — (zo (bap™t) —
(na(anz(0)e <f) — = za (ba(<nf op™")))))
Fza(nap ') — (funk(p™') — (na(anz(0)e <) —
(ba (xap) — = za (ba(<pf op™')))))

Fazoa(nap™!) — (funk(p™!) — (na(anz(0)a <) —
Velra (zap) — - a (va (<pf op™1))])
Faza(nap ) — (funk(p™!) — (na(anz(0)e <) —
-z (za(po <pf op'))))

X

(6

(e

(¢

(n
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(»
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Ffunk(p~!) — (za (za (po <pf op~ ') —
(o (nap™) — = na (anz(0)s <)) (1

N—

Ffunk(p™t) — (zo (za (po <pf op ') —

Valze (aap~ ') — - aa(anz(0)a §Hf1)]) (v
®:======-=
Fua (anz(0)a < ap~' i) — (funk(p™") —
(3 (za(po <pf op™')) — = zau) (€
am: — - - — = — — —
F ua (anz(0) e gﬁfl ap ') — (funk(p™t) —
(z8 (28 <(ponfop-1)) = 7 LI U)) (o
(8)s — — — — — — — —
Fua (anz(0)a < ap™':i>)—
(28 (28 <(ponfop-1)) = ~ TOU) (m
Fua (anz(0)a < ap~ ') —
Vifia (ia <(ponfop-1)) — ™ 191 (178

| S.163

§ 134.Zerlegung.

Es bleibt nun noch Ubrig zu zeigen, dass alle Glieder un$&edre unter dem-Begriff
fallen, und umgekehrt, dass alle unter deBegriff fallenden Gegenstande Glieder unserer
Reihe sind. Das sind die beiden Satze

. Fiunk(p™!) — (ma <! 8 (uap:—> ) — (ma(zap) —
(Z‘a(ya S(pqupfl)) —Yyau ))‘ (a
und
, Fua(ma Sq_l ap l:»)— (meo §q_1 9(uap:—)— (ma(zap) —
(yau—>xa(ye S(quOp—l)))))‘ (ﬂ

wo fiur die Anzahlenreihe allgemeiner die mit anfangende-Reihe genommen ist. Wir



S.168

beweisen ) aus den Satzen
, Fra(ye <(pogop-1)) — (funk(p’l) — (ma (zap) —
29 (ya (po <gop™ 1)) (v
und
, Ffunk(p™) — (me <! 8 (uap:i~)— (ra(ya(po <4op7")) —
(ma(zap) —yoau)))" (0

von denen 1) leicht wie (177) abgeleitet wird. Umd) zu beweisen, folgern wir aus der
Eindeutigkeit dep—'-Beziehung, dass es nur einen Gegenstand giebt, deirzderp—!-
Beziehung steht, und daraus, dassuy in der(p o <, op~!)-Beziehung steht, schliessen
wir, dass es einen solchen Gegenstand giebt, welcher giReihe angehdrt, die endet mit
einem zuy in der p-Beziehung stehenden Gegenstand&/enn also der Gegenstand zu

z in derp~!-Beziehung steht, so wird er auch der miendenden-Reihe angehéren. Wir
beweisen ferner den Satz

, Fve(ueap:—»)— (- yau— (na(yap) — — nav))’

und gelangen zu unserm Ziele, indem wir hierin@aBegriff den(ma g;l)—Begriff neh-
men.

§ 135.Aufbau.

e F-yau— (y=a— - adu)

13): — — — — — — — _
k= you— (funk(p) — (na(yap) — (nd(adp) — = adu))) (a
Fyou— (funk(p) — (nd (yap) — Va[na (asp) — ~ adu])) @]

®: = —====—=—-=
Fva(uap:—~) — (- ydau— (funk(p) — (na (yap) — — nav))) (v

(18 — — — — — — — —

Fve(uap:—)— (= yau— (na(yap) — -~ nav)) 179

22 Fma(na <4) —na(ma <)

(IlIa):

Fa=m— (a8 (na <,) —na(ma <;1)) (a



(15) :

(179) ::

Ffunk(p™t) — (zo (a@p ') — (zo (map™ ') —
(a8 (na <) —na(ma <))

X
Ffunk (p~!) — (= na(mae S;l) — (za(map™t) —
(a3 (nd <,) =~ w3 (aap™)))
Ffunk (p~!) — (= na(mao Sq_l) — (zo(mop™t) —

Ve[ra (ne <4) — - za(vap '))))

Ffunk (p~!) — (= na(mae Sq_l) — (zo(moep™t) —

- 23 (n8 (<4 0p7)))

Ffunk (p~!) — (me S;l a(uap:—~>)— (- yau—
(za (map™") — (na(yap) — - za(na (< 0p71)))))
- funk (p™t) — (mae S(;l a(uap:—)— (- yau—
(za (map™") = Vr[ra (yap) — ~ zd (va (<4 0p™))])))
funk (p™t) — (me S(;l a(uap:—)— (- yau—
(za(map™) — -~ za(ya(po <gop)))))

X

Ffunk (p~) — (me <g' 8 (uep:—>) — (za(ya(po < 0p™)) —

(z8 (map™') —yau))
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Ffunk (p~) — (me <g' 8 (uepi—) = (za(ya(po <g4op)) —

(ma (zoap) — yau))) (r

137 Faa(es <4) — (ed(magq) — ad(ma <))

FVYoVm[ma (08 <;) — Vada(aag) — ma(aa <,)]] (A
(176) :

funk (p~!) — Vo [za (da (po <, o0p™t)) —

Va[oa (as(pogop™)) — za(aa(po <40p 1)) (n
(144): — — — — — — — —

F 28 (Y8 <(pogop-1)) — (funk(p™) —

(za(za(po <qop™h)) = aa(ya(po <qop)))) v
(174): — — — — — — — —

S.169
F 2o (Y8 <(pogop-1)) — (funk(p™) — (zo (map™') —

(ma(me <,) — (ma(vep) »wa(ya(po <gop™ ) (£

(22,140) 5: == ——————
F 2o (Y8 <(pogop-1)) — (funk(p™) —
(ma (zap) — zd (ya (po <40p™1)))) (180
CHET
Ffunk(p~!) — (ma <;' @ (uap:—~ ) —
(me (xep) - (l‘a (ya S(pqupfl)) — Y3 u))) (a
(18):: — — — — — — — —

1

Fua(ma Sq_l ap =) — (ma §q_1 9 (usap:—>)—

(mo (zap) — (r9 (¥yo Z(pogop-1)) — Yo u))) (181

8 136.Zerlegung.

Wir haben nun den Sat#) des § 134 zu beweisen. Daraus, dassdBegriff durch die
p~1-Beziehung in derfma g;l)-Begriﬁ abgebildet wird und dasg unter denu-Begriff
fallt, konnen wir schliessen, dass es einen Gegenstapdjiebt, zu demy in der p—!-
Beziehung steht und der unter dena g;l)—Begriﬁ fallt, d. h. der mitm anfangenden



g-Reihe angehdort. Wir beweisen nun den Satz
, Fma(na <4) — (ma <;' a(uap:—>)— (ma(zap) —
(na(yap) = 28 (y8 <(pogop-1))))) " (
mit (152). Wir bedlrfen dazu des Satzes
, Fma S;l 8 (uap:—~)— (Ve[da(eap) — 8 (¢d Z(pogop-1))] —
(ma(da <4) — (da(aaq) —
Velad (eap) — 8 (€8 <(pogop-1))])))" (8
Daraus, dass d¢ma g;l)-Begriff in denu-Begriff durch diep-Beziehung abgebildet wird,

schliessen wir, dass es einen Gegenstahdiebt, zu demi in derp-Beziehung steht, wenn
d der mitm anfangenden-Reihe angehért. Hieraus und aus dem Satze

, Fxo (e <(pogop-1)) — (da(eap) — (do(adq) —

(ag(cap) — z8(cd Z(pogop-1))))) " (v
folgt leicht (3).

§ 137.Aufbau.

139 Fe=2—29(e8 <(pogop-1))

(13): — — — — — — — —
funk (p) — (ma (zap) — (ma(eap) — x9 (€8 Z(pogop-1)))) (a
k= funk (p) — (me (zap) — Ve[ma (eap) — 0 (¢8 <(pogop-1))]) (B
(18): — — — — — — — —

Fve (uap:—)— (ma(xap) —

Ve [ma (edap) — 20 (€8 <(pogop-1))]) (182

S.165
lla FVa[- do(adp)] — — da(adp)

(Ia): — — — — — — — —
FVa[- do(aap)] — (do (adp) — — adu) (a
FVa[- do(aap)] — Valda (aap) — — asu] (]

Fva (ueap:—)— (Val[- da(adp)] — - dow) (183



174 Fea(dap ') — (da(avq) — (ad(cap) —

ea(ca(pogop™))))

Fda(eap) — (da(adq) — (ad (cap) —
ed(ca(pogop™))))

Fza(ed <(pogop-1)) — (do(edp) —

(da(aoq) — (ad (cap) = o (cd <(pogop-1)))))
FVel[da (eap) — z8 (¢ <(pogop-1))] — (da (e@p) —
(da(aoq) — (ad (cap) = o (cd <(pogop—1)))))

X

FVel[da (eap) — z8 (¢80 <(pogop-1))] —

(= 29 (cd® Z(pogop-1)) — (do (adq) — (ad (cap) —
— da(edp))))

N—r
FVel[da (eap) — x8 (¢80 <(pogop-1))] —
(28 (cd <(pogop-1)) — (do (adq) — (ad (cap) —

va [~ da(aap)])))

(184

(6

(v

(185
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(152) :

Fma gq—l 9 (uap:—~>)—

(Ve[da (eap) — 28 (€9 <(pogop-1))] —

(= z8(cd Z(pogop-1)) — (do (adq) — (ad (cap) —

- da(me <;1)))))

X
Fme <;'a(uapi—>) —
(Ve [da (eap) — 28 (¢8 <(pogop-1))] —
(da (me <;') — (da(asq) — (ad(cop) —
79 (c8 <(pogop-1))))))
Fme <;' e (uap:i—>)—
(Ve [da (¢ap) — 28 (¢8 <(pogop-1))] —
(ma(ds <,) — (da (a8 q) — (aa (cap) —
29 (¢ <(pogop-1))))))

N—r

Fma <;'a(uap:—>)—

Vo [Ve [0a (eap) — 28 (¢ <(pogop-1))] —
(ma(da <,;) — Valpa(aag) —

Ve [as (¢9p) — 78 (€9 <(poqep 1))
Fma(na <;) — (ma S;l 9 (uap:—)—
(Ve [mo (eap) — 0 (e8 <(pogop-1))] —

Ve [na (eap) — 29 (€8 <(pogop-1))]))

(«

(6

(v

(0

(e



Fma(na <;) — (ma Sq_l 9 (uap:—~»)— (ma(zxap) —

Ve [na(eap) — w8 (ed <(pogop-1))])) (©
(Ila): — — — — — — — —
Fma(na <) — (ma <;' a(uap:—)— (ma(zap) —
(nd(yap) = 3 (yd <(pogop-1))))) (0
(23,23): = = = = = = = =

(yo (nap™) = 28 (y8 <(pogop-1))))) (¥
X

F= 28 (Y8 <(pogop-1)) — (Mad S;l 9 (uap:—»)— (ma(rap) —

(yo (nap™') — = na(ma <)) (t

F= 28 (y8 <(pogop-1)) — (Mmad S;l 9 (uap:—»)— (ma(rap) —

Valye (aep™) — = as(ma <)) (k

(ma <;'a(uap:—)— (ma(zxap) — - yau))) (A

1

Fua(ma <;'op ') — (ma <" a(uap:—>)—

(ma(zap) — (you — x0 (Y9 <(pogop-1))))) (186

8 138.Zerlegung.

Wir definiren nun, wie im § 130 angekiindigt war, eine Bezighder Art, dass kein
Gegenstand in ihrer Reihe auf sich selbst folgt und die simnden fir uns werthvollen
Eigenschaften mit defp o nf o p~!)-Beziehung tibereinstimmit.

q|":=extaexte (- (aou — — €9 (aaq))) (N

Wir zeigen nun, dass dig |*)-Beziehung jene Eigenschaften hat, wenng@@eziehung sie
hat, und dass kein Gegenstand in ¢et*)-Reihe auf sich selbst folgt, wenn kein unter den
u-Begriff fallender Gegenstand in defReihe auf sich selbst folgt. Wir beweisen zuerst die



Satze

, Ffunk(q) — funk (g |"*)*, (a
, FVilia (s <¢) — — ieu] = Vi[- ia(ia <(guw)]" (6
| Der erste bietet keine Schwierigkeijt})(kann zerlegt werden in die Satze
, Fre(ye <)) —you' (v
, Fre(ye <)) —zo(ye <g)° (6

§ 139.Aufbau.

N Fextaexte (- (adu— - ca(aagq))) =ql|*

(6) :

Fea(aa(ql|*)) — - (adu— - ea(adq)) (187

(I): — — — — — — — —
Fea(aa(qg|*)) —ea(adq) (188

13): — — — — — — — —
Ffunk(q) — (ea (dag) — (ed (ad (¢ ")) — d =a)) (a

(188) 1 — — — — — — — —
Ffunk(q) — (ea (da (¢ [*)) — (eda (ad (¢ [*)) = d = a)) B
Ffunk(q) — VeVo [ea (00 (¢ |*)) = Valea(aa (¢ |*) —0=14qa]] (v

(16): — — — — — — — —

F funk (q) — funk(q |*) (189

189 I funk(ponfop™!) — funk((ponfop™t)|*)
(173):: — — — — — — — —

Fuo(wap ') — (va(uap:—~ ) — funk((ponfop™t)|*) (190

(Id): — — — — — — — _
Fda(ya(q|*) —yau (191
X
- ysu— - da(ya(q])) (192

—

S.167



Foysu—Vel[- ea(ya(qg[))

Foyau— - xo(ya <(guw)

188 Fdoa(aa(q|*)) — doa(adq)

(133): — — — — — — — —
Fza(da <4) — (do(ad (g ")) — xza(ad <))
FYolza (0o <4) —Vaa(aa(q|*)) — xza(aa <]
(123) :

Fzo(yo <(q|u)) —

(Va[za (aa(q[") = wa(as <g)] = za(ya <))

188 Fza(aa(¢|*)) — xo(aaq)
(131): — — — — — — — —

—

FValza(ad(q|)) — zo (as <)

S.173

I—:ca(ya <(q‘u)) —>.’L‘G(y9 <q)

194 Fyo (ya <(q‘u)) —yo(yo <q)

FVifia (ia <) — — i9u] — (yo (yo <(guv)) — ~ you)
X

FVifia (ia <) — -~ iou] — (you — - ya(ya <))

(«

(193

(«

(6

(v

©

(e

(194

(«

(6



FVilie (ia <) — — i9u] — - ya(yo <(guw) (v

F Vi [ia (ia <q) — - i9 u] — Vi [ﬁ ia(ie <(q"u))] (195

178 tua (anz(0)o < { ap ' i) —
Vifia (i <(ponfop-1)) — 7 191

Fua (anz(0)a < ¢ ap~"

:—»)—>

Vi [" i9 (19 <((ponfop*1)|“))] (196

8 140.Zerlegung.

Wir haben nun zu beweisen, dass unter unsern Voraussetediggép o nf o p~1) |%)-
Reihe endlos fortlauft. Es kommt dabei auf den Satz

, Fua(anz(0)a Safl ap !

:— ) — (anz(0) s Sr_]fl 9 (uap:—»)—
(anz(0)a (z8p) — (dou — (Ve [~ da(ea((ponfop™) ")) —
— da(ad(ponfop 1)) («
an. Er ist mit dem Satze
, Fasu — (do(adq) — da(aa(q|*)))"

zu beweisen, der aud'{ folgt.

§ 141.Aufbau.

N Fextaexte (- (ev0u — - ca(aaq)) =ql"
(10) :

F—= (aou— - da(aaq)) —da(ad(ql|")) (o

Fasu— (do(adq) — da(ad(¢]"))) (197

137 Faza(ds <(ponfop-1)) —

(da (Cle (pO nf opil)) — X9 (Cla S(pol'lfo;z)*l)))
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Fua (anz(0)e < ap~' i) — (anz(0)s < { 8 (uap:~>)—
(anz(0)s (zop) — (z8 (da <(ponfop-1)) —

(da (ad (ponfop™)) — adu))))

F ua (anz(0) 8 Sﬁfl ap ') — (anz(0)o Safl 9 (uap:—)—
(anz(0)a (zop) — (zd (da <(ponfop-1)) —

(da(ad(ponfop™)) —da(ad((ponfop)[*)))))

Fua (anz(0)a < ¢ ap~"

i) = (anz(0)8 < 8 (vap:i>) —
(anz(0)a (zap) — (dou —

(da(ad(ponfop™t)) —da(ad((ponfopt)[*)))))

X

- ua (anz(0)e < 8p~! i) — (anz(0)e < 8 (uap i) —
(anz(0)a (zap) — (dou —

(= da(as((ponfop™)[*)) — - da(ad (ponfop™)))))
Fua (anz(0)a < ap™':—) — (anz(0)a < { a(uap:~)—
(anz(0)a (z8 p) — (dou —

(Ve[= da(ea((ponfop™)[*)] =~ da(as (ponfop™)))))

N——r

(o

(198

(«

(B

(v



Fua (anz(0)a < ap™ ') — (anz(0)a < { 8 (uap:—)—

(anz(0)s (zop) — (dou —

(Ve[ da(ea((ponfop™) ")) = Ve[~ da(ea(ponfop™))))) (O

X

Fua (anz(0)a < ap™' i) — (anz(0)a < { a(uap:—)—

(anz(0)8 (z8p) — (= Ve[ da(ea (ponfop™))] —

(Ve[ da(ea((ponfop™)[*)] — = daw)))) (e
(175) : r— e

Fua (anz(0)e < ap~' i) — (anz(0)a < { 8 (uap:~)—

(anz(0)8 (z8p) — (Ve [~ da (ea ((ponfop™')["))] — = dou)) ©

F ua (anz(0) s Sﬁfl ap !':») — (anz(0)o Safl a(uap:—~»)—

(anz(0)a (vop) — Vo [Ve [- da(ea((ponfop™) 1) — - daul))  (n

X

1

Fua (anz(0)a gﬁfl ap  :— ) — (anz(0)a gafl o (uap:—>)—

(- Vo[ve[- o (ea((ponfop™) ")) — = d8u] — = anz(0)s (xap)))
(199

8 142.Zerlegung.
Es bleibt nun noch der Satz
, Fua(anz(0)s < { ap~' i) — (anz(0)a < { a(uap:— ) — (anz(0)a (zop) —

(—ysu)=z9(yd S((ponfop_lﬂu))))‘ (@
zu beweisen. Mit den Satzen (181) und (186) ist dieser zariftkren auf die Satze

 Faa(ys <(gm) —wa(ys <)° (B
und

, Fza(ye <(onfop-1)) — (ud (anz(0)s Sr;fl ap!

= ) —

(anz(0)a Safl 9 (uap:— ) — (anz(0)a (zoap) —

23 (Y8 <((ponfop-1)x))))) " (v
Von diesen kanng) aus (194) abgeleitet werden, wahremiirqit (152) zu beweisen ist. Wir



bediirfen dazu des Satzes

1 -1

=) — (anz(0)s < ¢ 8 (uap:—)— (anz(0)a (rap) —
(28 (dd <((ponfop-1)w)) = (23 (dd Z(ponfop-1)) —
(de (aa (p o nf op_l)) —x3 (a‘e S((por]fop*l)‘“))))))) ‘ (6
S.170 der aus (198) und (137) folgt. |
Wir gelangen dann leicht an das Ende unseres Abschnittes (c)

. Fua(anz(0)s < { ap~

§ 143.Aufbau.
130 Fza(ys <,) — (m 28 (ys <,) —y=u1)
X

Fza(ya <) = (—my=2—zd(ya <)) (200

136 Fza(ys <,) — xa(ya <)

(194) =+ — — — — — — — —

Fro(ya <(gu) — za(yo <y) (a
(200) 1 — — — — — — — —

Faa(ys <) = (Cy=r—x9(ys <y)) (B
(139) 1 v

Fro(ya <(gu) — za(yo <y) (201

201 F 28 (y3 <((ponfop-1)) = T3 (Y3 <(ponfop-1))
(181): — — — — — — — —
Fua (anz(0)s Sﬁfl ap =) — (anz(0)e Sﬁfl 9 (uap:i—)—
(anz(0)a (z8p) — (8 (y8 <((ponfop-1)»)) — YBU))) (202

130 F F(—aa(co <)) — F((— ad(ca <,) — c=a))
(135) : — — — — — — — —
FF(—ad(ca <)) — F(ad (ca <)) (203
140 +as(as <,)
(22) :

Fas(as <) (204

M F anz(anz(0)a <) = o0
(IIIc):

F F(anz(anz(0) s Sr_ﬁl)) — F(00) (205
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137 Fza (da S((ponfop—l)‘u)) -

(198) ::

(140) =

(da(aa((ponfop™)[*) —
23 (ad <((ponfop-1)[v)))

Fua (anz(0)a Sﬁfl ap ') — (anz(0)e Sr;fl 9 (uap:—)—

(anz(0)a (z@p) — (28 (d® <((ponfop-1)|v)) =
(l‘e(de S(zr)cJTTfol)*l)) - (de (ae (ponf Op_l)) -
9 (a’a S((por]'fop*l)\“)))))))

—

F ua (anz(0) s Sr_lfl ap!

(anz(0)a (zop) —
Vo [28 (08 <((ponfop-1)|v)) = (@8 (08 <(ponfop-1)) —

Va[oa(aa(ponfop™)) — za(as <((wonfop-1y=))))]))

F 20 (Yo <(ponfop-1y) — (ud (anz(0)o < f ap™" i) —
(anz(0)® Sr_ﬁl 9 (uap:— ) — (anz(0)a (zap) —

(J:a ('xe S((;oof']fop*l)\u)) -

23 (Y3 <((ponfop-1)+))))))

Faxo (ya S(ponfopfl)) — ('LLS (anz(O)e Safl 3]771 T ) —

(anz(0)a Sﬁfl 9 (uap:— ) — (anz(0)a (zap) —

23 (Y2 <((ponfop-1)+)))))

Fua (anz(0)a Sﬁfl ap ':=) — (anz(0)e Safl 9 (uap:—)—

(anz(0)a (zap) — (Yo u — 8 (Y3 <((ponfop-1)|+)))))

s ) — (anz(O)S Sr_ntl 2] (USP B ) -

(«

(6

(v

o

(e



(203) :

(164) :

F (!EG (ya S((ponfop—l)lu)) — Yo u) —

(ua (anz(0)e < ap~':=») — (anz(0)o Safl 9 (uap:—)—

nf

(anz(0)a (zop) —

(—you)=[—za(ys g((ponfop_lﬂ“'))])))

Fua (anz(0)a < { ap™!

:— ) — (anz(0)a
(anz(0)a (zap) —

(—you) =[—za(yd S((ponfo;rl)yu))m

Fua (anz(0)a < ap~"

:— ) — (anz(0) 8
(anz(0)a (zop) —
(—you)=z8(ys S((ponfop*1)|”))))

Fua (anz(0)a < ap~"

== ) — (anz(0) 8
(anz(0)a (zop) —
Va [(_ae U’) =29 (ae S((pol']fop*”\“))]))

1

Fua (anz(0)a Sr_]fl ap ) — (anz(0)a

(anz(0)a (zop) —

Safl o (uap:

Sr:fl o (uap:

Sr;fl 9 (Uep .

Sr_‘fl 9 (uap:

exte (—edu) =exte [z8 (€8 <((ponfop-1)+))]))

Fua (anz(0)a g;fl ap ') — (anz(0)e
(anz(0)a (zap) —

_ —1
exte (_59 'LL) =9 S((ponfop’lﬂu)))

X

Sr:fl o (uap:

(©

(n

<

(¢

(»

O\
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(196, 190) ::

(199) :

Fua (anz(0)ea < ap~!

<nf :— ) — (anz(0)a Sr;fl o (uap:—~>)—

(- exte (—eou) =xa S(_(Il)onfopfl)\“)%
- anz(0)a (zap))) (1

Fua (anz(0)a < { ap™!

(Va [ exte (—eou) =ad

:— ) — (anz(0)a Sr;fl o (uap:—~»)—
-1
< (ponfop-1)[))

- anz(0)a (zap))) (v

—

o) — (anz(0)a Sr:fl a(uap:—)—

F ua (anz(0) s §Hf1 ap~
(va [funk (q) — (¥i [~ ia (i <q)] —

(Vo [Ve[- da(eaq) — — dou] —

Va [- exte (—eau) =aa gq—l]))} —

(funk ((ponfop™) [*) = (Vi[= ia (8 <(ponfop-1y))] —

(Vo [Ve [~ Do (ea((ponfop™)[*)] — = dou] —

- anz(0)a (zap)))))) (€

FVq [funk (q) — (Vi[- ia (ia <q)] —

(Vo [Ve[— Do (eaq) — — dou] —

Va [- exte (—eau) =aa S;l]))} —

(ud (anz(0)a Sr_ﬁl ap ') — (anz(0)a Sr_]fl 9 (uap:—)—

(Vo [Ve [~ da(ea((ponfop™)[*)] — = dau] —

- anz(0)a (zap)))) (0

F Vq [funk(q) — (Vi[- i8 (ia <q)] —

(Vo [Ve[- da(eaq) — — dou] —

Va [~ exte (—eou) =as <)) —

(ud (anz(0)a < ap™' =) — (anz(0)o < & (uap:>)—

- anz(0)a (zap))) (m
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(183) :

(204) :

F Vg [funk(q) — (Vi[- i (ia <q)] —
(Vo [Ve[- da(eaq) — — dou] —
Va [- exte (—eau) =aa gq—l]))} —

(uo (anz(0)a < { ap~

Va [~ anz(0)a (ad p)]))
F Vg [funk(q) — (Vi[- i (ia <q)] —
(Vo [Ve [~ da(eaq) — — dou] —

Va [~ exte (—eau) =as < ') —

=) = (anz(0)a < 8 (uap i) —

(ud (anz(0)a < ¢ ap~':=)— (anz(0)o < { 8 (uap:i—)—

- anz(0)a (anz(0)a <{)))

X

FVq [funk (q) — (Vi[- ia (ia <q)] —
(Vo Ve[~ Do (eaq)] — — doul —

Va [~ exte (—eou) =aa gq*l]))} N
(ud (anz(0)® Sﬁfl ap ' :—) — (anz(0)a (anz(0)a gﬁfl) —

- anz(0)s Safl 8 (uap:—)))

FVq [funk(q) — (Vi[- 18 (ie <q)] —
(Vo Ve[~ Do (eaq)] — — doul —
Va |- exte (—eau) =as <;']))] —

1

(uo (anz(0)e < ap~' > ) — = anz(0)e < { o (uop:—>))

FVq [funk(q) — (Vi[- i8 (i <q)] —
(Vo [Ve[— Do (eaq) — — dau] —
Va[- exte (—eau) =aa <)) —

vq [ua (anz(0)s < ¢ aq~"

(p

(o

(r

(v

) — - anz(0)a < { a(uaq:i—>)] (¢



FVq [funk (q) — (Vi[- ia (ia <q)] —

(Vo [Ve[- 2o (eaq)] — — dou] —

Va [- exte (—eau) =aa Sq‘l}))} -

- anz(anz(0)a < {) = anz(u) b
(205) :

- Vg [funk (q) — (Vi[- 18 (ia <q)] —

(Vo [Ve[- 2o (eaq)] — - dou] —

Va |- exte (—eawu) =as Sq‘l}))} -

= oo = anz(u) (206

X

F oo = anz(u) —
- Vg [funk (q) — (Vi [~ i (ia <q)] —
(Vo [Ve[— Do (eaq) — — dou] —

Va [ exte (—eawu) =ad gq—l]))} (207

d) Beweis des Satzes
, = Vg [funk(q) — (Vi[- 18 (ia <q)] —
(Vo [Ve[= Do (eaq)] — - dou] —
Val- u=as <)) —

oo = anz(u)"
| S.172

§ 144.zerlegung.

Wir beweisen nun die Umkehrung des Satzes (207), dass rraEnidlos die Anzahl ist,
die einem Begriffe zukommt, wenn sich die unter diesen Befaflenden Gegenstéande in
eine Reihe ordnen lassen, die mit einem gewissen Gegeestafihgt und endlos fortlauft,
ohne in sich zuriickzulaufen und ohne sich zu verzweigen.oemit darauf an zu zeigen,
dass Endlos die Anzahl ist, die dem BegriBé&ed einer solchen Reitmikommt, in Zeichen:

, FYi[- 18 (ia <¢)] — (funk(q) —

(Vo [Ve [~ Do (eaq)] — — da(za <, ') — 0o =anz(za <)) (a
Wir benutzen hierzu den Satz (32) und haben eine Beziehwigonweisen, welche die An-
zahlenreihe in die mit anfangendg-Reihe und deren Umkehrung diese in jene abbildet. Es
liegt nahe, dieanz(0) demz, dieanz(1) dem aufr nachstfolgenden Gliede desReihe und
so immer die nachstfolgende Anzahl dem néachstfolgendezd&lderg-Reihe zuzuordnen.
Wir fassen immer ein Glied der Anzahlenreihe und ein GliedgeReihe zu einem Paare zu-
sammen und bilden aus diesen Paaren eine Reihe. Die rdifemte Beziehung ist dadurch
bestimmt, dass ein Paar zu einem zweiten Paare dann inlitywenn das erste Glied des er-
sten Paares zum ersten Gliede des zweiten Paares mfi-8&ziehung und das zweite Glied
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des ersten Paares zum zweiten Gliede des zweiten Paares ¢rBéaiehung steht. Wenn
dann das Pad(n, y)) unserer mit dem Paaf¢anz(0), z)) anfangenden Reihe angehdort, so
stehtn zuy in der aufzuweisenden abbildenden Beziehung. Wir definitendas Paar so:

(0,a) :=exte (oo (av¢)) (=
Das Semikolon ist hierbei zweiseitiges FunctionszeicBan.Ausdruck
, a (T, A)) !
ist demnach gleichbedeutend mit
,Toa(AaIl)",
wenn I, | A', | II' Gegenstdnde bedeuten. Fiir den Umfang der Beziehung, deerioben
angegebenen Weise aus geBeziehung und dej-Beziehung, wie ich saggekoppeltist,
fuhre ich ein einfaches Zeichen ein, indem ich definire:
PG =
extaexte [- Va Vo [a = (0,a) = V0 [0a (a8 gq) — Ve[ = (¢,9) — = ca(oap)]]]] (O
Danach deutet
» (anz(0),2)a ((§,0)8 <(nfgq))
unsere abbildende Beziehung und
, extaexte ((anz(0), )8 ((6, )8 <(nfgy)))
deren Umfang an. Wir definiren nun
A/t = extaexte (Ao ((e,a)a <)) (It
| Essind dann die Satze
, Funk(q) — (Vo [Ve [~ da (e q)] — — da(za <, ') —
anz(0)a < a(za <;' a((anz(0),z)Z(nf ® q)) :—))" (3
und
, Ffunk(q) — (Vi[- ia (ia <q)] —
za < o (anz(0)a < & ((anz(0),z)Z(nf ©¢))~" = ))" (v
zu beweisen. Statlj beweisen wir zundchst den etwas allgemeinern Satz
, Ffunk(q) — (funk(p) — (Vi[ma (ia <) — — ia(ia <) —
(Vo [Ve[- 2o (eaq)] — — 2o (za <, ') —
ma <1 a(za </t a((m,2)L(p@q)):—))))" (0
den wir dann auch beim Beweise voy) {erwenden kénnen. Wir benutzen (11) und missen
demnach den Satz
, FYo[Ve[- 0o (eaq)] — — da(za <) —
(Va[ne (ad ((m,2)£(p®q))) — - as(za <;1)] —
-~ na(ma <N (e
ableiten. Der Satz
, FVa[na (aa ((m,2)4(p®q))) — - ad (za <, )] —
Ve[~ na(ea ((m,z)L(p®q))]"
ist leicht aus dem Satze
, Fna(ys ((m,2)£(p®q))) —za(ya <)’ (n
abzuleiten, und wir kbnnen damit)(auf
, FY0 Ve[~ 2o (eag)] — -~ 2o (o <) —
(Ve[ na(ea ((m,2)Z(p®q)))] — = na(ms <)) (v

(<



zurlckfuhren. Wir beweisen diesen Satz mit (144), indenfivir £'(€)* die Functionsmarke
7 Ve[n o (ea ((m,2)Z4(p®q)))]"
setzen. Wir haben dann den Satz
, FVo[Ve[~ da(eaq)] — — da(za <, 1) —
(— Ve[= ca(ea ((m,z)Z(p®q)))] — (cd(odp) —
- Ve[n oa (ea ((m,z)L(p®q)))])) (v

nothig. Ich stelle zur bessern Verstandigung@ieeihe und digi-Reihe hier bildlich neben
einander dar:

p-Reihe ¢-Reihe

m T
c d
a

Es ist zu zeigen:

-Wenn die mitz anfangende-Reihe ohne Ende fortlduft und | wenn es einen Gegen-
stand(d) giebt, der mit zusammen ein Paar bildet, das der mit dem P@ate:) anfangen-
den(p ® q)-Reihe angehdrt, so giebt es auch einen Gegenstander mito zusammen ein
solches Paar bildet, sofeerzu o in derp-Beziehung steht.”

Wir beweisen zunachst den Satz

, Fea(da (AZ(p®q))) — (co(0ap) —

(da(adq) — o0a(ad (AL(p®@q))))) *7° (k
woflr wir wegen der DefinitionI()

, FAa((c,d)e <(pgq) — (co(0ap) —

(da (adq) — Ad((0,a)8 <(paq))))" (A
schreiben kénnen. Dies kann leicht mit dem Satze
, Fca(oap) — (da(adq) — (¢,d)a((0,a)a(p®q)))" (u

bewiesen werden, der aus der Definiti6) folgt.

§ 145.Aufbau.

O F extaexte [~ VYaVo[a= (0,a) > V0 [0a (adq) —

Vele=(c,0) = = ca(oap)llll =p®gq

(100) :

F= (e,d)a((0,a)d (p®q)) — YaVYo [(0,a) = (0,a) —

Vo [0a (adq) — Ve[(c,d) = (¢,0) = = ca(0ap)]]] (a
(Ila): — — — — — — — —

F = (¢,d)a ((0,a)8 (p®q)) — Vo l(o,a) = (0,a) —

Vo oo (ad q) — Ve[(c,d) = (c,0) — = ca (0ap)]]] 6]
(IIa): — — — — — — — —

0Hier ist fir ,,(m, z)" , A geschrieben.

S.179



F= (e,d)a((0,a)8 (p®q)) — ((0,a) = (0,a) —
Vo [0a (adq) — Ve(c,d) = (c,d) — = ca(0ap)]])
(IIIe) :

S.182

F = (c,d)a((qa)e(p@q)) -
Yo [pa (adq) — Ve [(c,d) = (¢,0) — = ca (09 p)]]

= (e,d)a((0,a)8 (p®q)) —
(ds (ad q) — Vc[(c,d) = (c,d) — = ca (08 p)])

F= (e,d)a((0,a)a (p®q)) —
(da(aaq) — ((¢,d) = (¢,d) = = ca(0ap)))

(IIIe) :
= (c,d)a((0,a)8 (p®q)) — (do (adq) — —~ ca(0ap))

X

= ca(0oap) = (da(avg) — (¢,d)a((0,a)a (p©q)))

FAs ((c,d)a <(paq) — (ca(oap) —

(da(aag) = Aa((0,a)a <(pgg))))

II Fextaexte (Aa((e,a)a <i)) = ALt
(10) :

FF(Aa ((0,a)a <)) — F(oa (ad (ALt)))

210 F Ao ((0,a)8 <(paq) — 09 (a0 (AZ(p®q)))

FAa ((c,d)a <(paq) — (ca(0ap) —

(da (adq) — 09 (ad (AZ(p®q)))))

(210) :

(v

©

(e

(«

(n

(208

(209

(210

(o



Fca(da (AL(p®q))) — (ca(odap) —
(da(adq) — 08 (ad (A4(p©q)))))

X
Fca(da (AL(p®q))) — (ca(oap) —
(— 09 (a8 (AL(p®q))) — —~ da(adq)))
Fcoa(da(AL(p®q))) — (ca(oap) —
(Ve [~ 00 (ea (AL(p®q)))] — = da (adq)))

Fca(da (AL(p®q))) — (ca (odp) —

(Ve [- 09 (ed (AL(p®q)))] — Ve[~ da(ed q)]))
F VYo [Ve[- da(eaq)] — — da(xo S;l)] —
(co(da(AZ(p®q))) — (co(odp) —

(Ve [- 08 (¢a (AL(p® )] — ~ da(za <))

F Vo [Ve[- 0o (eaq)] — = da(za <) —

(co(da(AL(p®q))) — (ca(0ap) —

(Ve[ 008 (ea (AL(p®q)))] — —~ za(do <))))
X

FYo Ve[~ va(eaq) — = do (za < V)] —

(za(da <;) — (ca(oap) —

(Ve [- o8 (ea (A4(p®q)))] — — ca(da (AL(p®q))))))

(211

(o

(6

(v

©

(e

(212

S.180



S.181

§ 146.Zerlegung.
Es ist nun in (212—das Vorderglied-u’t #134

,—xza(da < )"
wegzuschaffen. Wir benutzen dazu den Sajaies § 144, der aus
, F(m,x)e ((c,d)e <(paq) — za(de <y)° (a
folgt. Wir beweisen zunéchst den Satz
, F(m,z)e ((¢,d)a <(pag) — — (za(da <4) — - ma(co <)) (B

den wir auch sonst brauchen werden. Hierzu bedirfen wir de=$
, F (m,x)a ((n»y)a <(p®q)) -
(Ve Vo [F(c,0) — Vo [ca (oap) — Vada (aaq) — F(o,a)]]] —
(Vo [ma (0ap) — Va[za (asq) — F(o,a)]] = F(n,y)))" (v

der ahnlich dem Satze (123) ist und mitihm bewiesen werden.R&ir schreiben (123) dazu
in der Form

. F(m,z)a ((n,y)e <(p2q)) =
(Vo [extaexte (F(g, )20 — Va 02 (a8 (p® q)) — extaexte (F(e,a))a a]] —
(Va[(m,z)a (ad (p® q)) — extaexte (F(e,a))a a] — extaexte (F(e,a))a ((n,y))))"
Es ist nun zun&chst der Satz
, FVYo[ma (oap) —Valza(aaq) — F(o,a)]] —
((m,z)a (Aa (p®q)) — extaexte (F(e,a))a A) (6
zu beweisen, aus dem weiter der Satz
, FVevo [F(c,0) = Vo[ca(oap) — Va[oa (adq) — F(o,a)]]] —
(extaexte (F(e,a))8 D — (Do (Aa (p®q)) — extaexte (F(e,a))a A)) (e
folgt, den wir auch brauchen. Aus den Satzen

, F F(o,a) — extaexte (F(e,a))a ((0,a)) (¢
, F(m,z)8 ((0,a)8 (p®q)) »x8(adq)" (n
, F(m,z)8 ((0,a)8 (p®q)) = mad(oap) (v

kénnen wir leicht einen Satz gewinnen, der sich vmr dadurch unterscheidet, dass statt
, A", (0,a)" steht. Wir kbnnen dann das aus den beiden ersten Zeileehersia— Hinterglied—m'"2
#135 grsetzen durch

, " VaVo [~ A= (0,a)] = (m,x)a (A (p® q)) — extaexte (F(c,a))a A)

Um m—das Vorderglied—a!"® #36— va Vo [- A = (0, a)]' wegzuschaffen, benutzen wir
den Satz

, FDa(As(p®q)) — - YaVo [~ A= (0,a)]" (¢
der aus Q) folgt.

1"das Unterglied
1720perglied
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§ 147.Aufbau.

O Fextaexte[- VaVo[a=(0,a) = Vo [0a(aagq) —
Vele=(c,0) =~ ca(oap)]ll =p®yq

(14) :

FVaVo[A = (0,a) > V0|08 (angq) —
Ve [D = (¢,0) — - ca(oap)]]] =~ Da(4a(p®q)) (213

(Ila): — — — — — — — —

FVaVYo[~ A= (0,a)] — — A= (0,a) (o
(Ia): — — — — — — — —

FVaVo [~ A= (0,a)] — (A= (0,a) — (da (a8 q) —

(D = (¢,d) — ~ ca(0dp)))) B

FVaVo [~ A= (0,a)] — VaV¥o [A = (0,a) — V2[00 (a8 q) —

Ve [D = (¢,0) =~ ca (09 p)]]] (v
(213): — — — — — — — —

FVaVo [~ A= (0,a)] — — Da(Aa(p®q)) (214

2 Fexte(oa(ade)) = (0,a)

F goexte (oo (ave)) =qa((o,a)) (a

Foa(aaq) =qa ((0,a)) (215

215 F oo (adextaexte (F(e,a))) = extaexte (F(e,a))a ((0,a))
(33) :

F F(o,a) = extaexte (F(g,a))a ((0,a)) (216
(III¢) :

F G(F(o0,a)) — G(extaexte (F(e,a))a ((0,a))) (217

8 148.Zerlegung.

Um die Satzesf) und () des § 146 zu beweisen, benutzen wir (213) und bedirfen dazu



des Satzes
, F(za8(agq) =~ ma(oap)) — ((0,a) = (e,i) — (da (ivg) —
((m,z) = (¢,d) — = ca(edap))))’ (a
den wir mit dem Satze
, Fmyz)=(¢,d) > = (z=d——-m=¢)"

beweisen kénnen. Dieser folgt ais) (

§ 149.Aufbau.
E Fexte(ma(zaeg)) = (m,x)
(ITIc) :

F (m,z) = (¢,d) — exte (ma (za¢e)) = (¢,d) (a
(IIIa) :

S.185

Fexte (ca (dae)) = (¢, d) —
((m,z) = (¢,d) — exte (ma (zae)) =exte (ca (daeg))) (]

F(m,z) = (¢,d) — exte (ma (zoe)) = exte (ca(doae)) (v

Vb): — — — — — — — —
F(m,z) = (¢,d) —
ma [zaextaexte (- (a=d— = g =c¢))]
coldoextaexte (- (a=d— - g=0c))] (6
(33)
F(m,z) = (¢,d) —
(- @=d—=m=0)=
coldoextaexte (- (a=d— - g=0c))] (e
(33)
F(m,z) = (¢,d) —
C=d="m=c)=( (d=d—=c=0) (©
(Illa): — — — — — — — —
F(m,z) = (¢,d) —
(- (@d=d—nc=c) o (@=d— m=c) (0
(Ie):: — — — — — — — —
F (m,z) = (¢,d) —
(d=d—(c=c— - (r=d— - m=c))) (9
(IITe,II1e)
F(m,z)=(c,d) > - (t=d— - m=c) (218

F(m,z) = (c,d) >z =d (219



S.186

I): — — — — — — — —
F(m,z) =(¢,d) > m=c (220
(IITh): — — — — — — — —
= (m,z) = (¢,d) — f(m,z) = f(c,x) @
(IIIc)
Fa=d— ((m,z)=(c,d) — f(m,z)= f(c,d)) (]
(219): — — — — — — — —
F(m,z) = (c,d) — f(m,z) = f(c,d) (221
(IIl¢): — — — — — — — —
F(m,z) = (Cv d) - (f(m’ z) — fle, d)) (222

222 F (za(aaq) — — ma(oap)) —

(da(adg) = ((m,2) = (¢,d) — = ca (0o p)))

(222) :

F(zd(adq) >~ ma(odp)) —

((0,a) = (e,i) = (da (ia q) = ((m,z) = (¢,d) — = ca(eap)))) (o

F(ze(adq) » — ma(odp)) —

Va Vo [(0,a) = (0,a) — V0 [08 (a8 ¢) —

Ve [(m,z) = (¢,0) — = ca (0ap)]] ]
213): — — — — — — — —

F(za(adq) =~ ma(oap)) =~ (m,z)a((0,a)d (p®q)) 6l

X

F(m,z)a ((0,a)a (p®q)) =~ (za(avg) — ~ ma(oap)) (223

(Id): — — — — — — — —

F(m,z)a ((0,a)d (p®q)) — zd (adq) (224



(Ib) :

S.187

F Vo [ma (0o p) — Va|za (adq) — F(o,a)]] —
((m,z)a ((0,a)a (p® q)) — Va[za (adq) — F(o,a)])
FVo[ma(oap) — Valzra(aagq) — F(o,a)]] —
((m,z)a ((0,a)a (p®q)) — (zd (adq) — F(0,a)))

F Vo [ma(oap) — Valza(aagq) — F(o,a)]] —
((m,z)a ((0,a)8 (p® q)) — F(o,a))

F Vo [ma (cap) — Va|za (adq) — F(o,a)]] —
((m,z)a ((0,a)a (p® q)) — extaexte (F(e,a))a ((0,a)))

F= ((m,x)e (Aa (p®q)) — extaexte (F(e,a))0 A) —
(Vo [ma(ooap) — Va[za(asq) — F(o,a)]] > = A= (0,a))

N—

F= ((m,z)e (Aa (p®q)) — extaexte (F(s,a))a A) —

(Vo [ma (oap) — Va[za (adq) — F(o,a)]] —
VaVo [~ A= (0,a)])

F= ((m,z)e (Aa (p®q)) — extaexte (F(e,a))a A) —
(Vo [ma (0ap) — Va[za (adq) — F(o,a)]] —
- (m,z)a (Aa (p®q)))

X
kYo [ma (oap) — Valza (aaq) — F(o,a)]] —
((m,z)a (Aa (p®q)) — extaexte (F(e,a))a A)

N—

- Vo [ma (00 p) — Va[za (adq) — F(o,a)]] —

Va [(m,z)a (as (p® q)) — extaexte (F(e,a))a a

(225

(«

(6

(v

(6

(e

(«

(n

(226

(227



FYoVe[= D= (c,0)] — (A= (0,a) = (da(aaq) —
(D = (¢, d) — = ca(oap))))

FYoVe[- D= ()] = VaVo[A=(0,a) > Vo [0a(angq) —

213): — — — — — — — —
FYoVe[- D= (c,0)] —» - Da(Aa(p®q))
216 F F(n,y) = extaexte (F(g,a))a ((n,y))
(IIIa):

F G(extaexte (F(g,a))a ((n,y))) — G(F(n,y))

lla +VcVo[F(c,0) — Vo[ca(oap) — Valoa (adq) — F(o,a)]]] —
Yo [F(c,0) — Vo [ca (oap) — Va[oa (aaq) — F(o,a)]]]

FVceVo [F(e,0) — Volca(oap) — Valpa (asq) — F(o,a)]]] —
(F(e,d) — Vo [ca (oap) — Yalda (asq) — F(o,a)]])

FVeVo [F(e,0) — Volca(oap) — Valoa (asq) — F(o,a)]]] —
(F(e,d) — ((e,d)a (Aa (p® q)) — extaexte (F(e,a))a A))

FVeVo [F(e,0) — Volca(oap) — Valoa (aagq) — F(o,a)]]] —
(extaexte (F(g,a))a ((¢,d)) —
((e,d)a(Aa (p®q)) — extaexte (F(e,a)) A))

F - (extaexte (F(e,a))a D —

(Da (A3 (p®q)) — extaexte (F(e,a))a A)) —

(Ve V0 [F(c,0) — Yo [ca (oap) — Valda (asq) — F(o,a)]]] —
- D =(c¢d))

N—

(a

(B

(v

(228

(229

(«

(6

(v

©



F = (extaexte (F(e,a))a D —

(Da (Aa (p®q)) — extaexte (F(e,a))a A)) —
(Ve Vo [F(c,0) — Vo [ca (oap) — Va[oa (adq) — F(o,a)]]] —
YoVe[- D =(c,0)]) (e

S.188

F - (extaexte (F(e,a))a D —

(Da (Aa (p®q)) — extaexte (F(e,a))a A)) —

(Ve V0 [F(c,0) — Yo [ca (oap) — Vaoa (aaq) — F(o,a)]]] —

— Da (48 (p®q))) (€

X

F Ve Vo [F(c,0) — Yo [ca (oap) — Va[oa (ad q) — F(o,a)]]] —

(extaexte (F(e,a))a D —
(Do (Aa (p®q)) — extaexte (F(g,a))a A)) (n
FVeVo [F(e,0) — Volca(oap) — Valpa (asq) — F(o,a)]]] —

Vo [extaexte (F(e,a))a0 —
Va oo (ad (p® q)) — extaexte (F(e,a))a dl (230

- (m"r)a ((nvy)e <(p®q)) -

(Ve Vo [F(c,0) — Vo [ca (oap) — Va[oa (asq) — F(o,a)]]] —

(Va [(m,z)a (ad (p® q)) — extaexte (F(e,a))0a] —

extaexte (F(g,a))a ((n,v)))) (a

= (mw%')a ((my)e <(p®q)) -
(VeVo [F(c,0) — Vo [ca (oap) — Va[oa (adq) — F(o,a)]]] —
(Va[(m,z)a (ad (p® q)) — extaexte (F(e,a))aal — F(n,y))) 3

F(m,z)8 ((n,y)e <peg) —
(VeVo [F(c,0) — Vo [ca (6ap) — Va[oa (adq) — F(o,a)]]] —
(Vo [ma (oap) — Va[za (asq) — F(o,a)]] — F(n,y))) (231

S.183 |

8 150.zerlegung.
Um nun den Satz{) des § 146 abzuleiten, ersetzen wir in (231) die Functionkena



,F(&,¢) durch

,— (za(Co <q)_’ﬂ ma (£a <p))‘

Die dazu erforderlichen Satze beweisen wir leicht aus (L&#&8)(131).

§ 151.Aufbau.

133 Fma(ca <) — (ca(oap) — ma (00 <))

(Ie) :

(231) :

Fza(as <q) — (ma(ca <p) —
(ca(oap) =~ (za(ad <) =~ ma(od <p))))
Fza(de <4) — (da(adq) — (ma(co <) —

(co(0ap) = = (za(ad <4) =~ ma(od <p)))))

F = (za(de <4) =~ ma(ca <)) — (ca(oap) —
(do(adgq) = — (za(ad <q) = ~ ma (09 <p))))
FYeVo - (za (da <¢) — -~ ma(ca <)) — Vo[ca (oap) —

Vapa(aaq) — — (za(aa <4) — —~ ma(0a <p))l]

F (mvx)a ((Cv d)e <(p®q)) -
(Vo [ma(oop) — Va[za (asq) —
~ (z8 (a8 <) — = ma (08 <,))]] -

- (za(da <4) =~ ma(ca <p)))

le Fza(ad <) — (ma(oa <p) —
- (za(ad <q) =~ ma(od <p)))
(13,131) s = = = = = = = =
Fma(oap) — (va(avq) —
- (za(aa <4) =~ ma(od <p)))

N—

(«

(6

(v

(0

(e

(€



Yo [ma (0oap) — Va[za (asq) —

- (za(ad <) =~ ma(oa <p))]]

F (mvx)e ((C7 d)a <(P®L])) -
- (za(da <4) =~ ma(ca <p))

(d): — — — — — — — —
F(m,z)a ((c,d)a <pgq) — T (da <)

(136) : — — — — — — — —
E(m,z)a ((c,d)a <pgq) — v (da <,)

(200):: — — — — — — — —

F (m,x)a ((07 d)e S(p@q)) -
(= (e,d) = (m,z) — xa (do <))

139 Fd=z—za(do <)

(219) 2 — — — — — — — —
F(e,d) = (m,z) — z0 (do <,)
(8): ~——rmrmm e
S.190
F (m,z)8 ((¢,d)d <(pog) — 0 (da <,)
(210) :
Fea(da ((m,2)4(p®q))) — z8 (do <)
X
= za(de <,) — - ca(da ((m,z)Z(p®q)))
(212): +—

F Vo [Ve[- 08 (eaq)] — - 2o (z0 <;)] — (co(0ap) —

(Ve [~ 0a (ea ((m,2)Z(p®q)))] —
- ca(da ((m,2)Z(p®q)))))

—

(n

(232

(233

(«

(6

(v

(234

(235

(236

(«



F Vo [Ve[- 20 (eaq)] — = 08 (v <, 1) — (ca(0ap) —

(Ve [= 0 (ea ((m,2)Z(p®q)))] —

Ve[~ ca(ea ((m,z)4(p©q)))])) (B
X

- Vo [Ve[- Do (eaq)] — = da(za < 1) —
(- Ve[~ ca(ea ((m,2)Z(p®q)))] —

(ca(0ap) = = Ve[~ 08 (ed ((m,2)ZL(p® q)))])) Gl

-0 [Ve [~ 08 (eag)] — —~ 0o (za < 1) —

Vo[- Ve[~ 2o (ea ((m,z)L(p®@q)))] —

Va[oa (agp) =~ Ve[~ ad (ed ((m,2)Z(p®q)))]]] ©
(144): — — — — — — — —

Fma(na <) —

(Vo [Ve[- 2o (eaq)] — —~ 2o (ra <) —

(= Ve[~ ma(ed ((m,z)L(p®q)))] —

- Ve[= na(ea ((m,z)Z(p®q)))])) (237

140 F (m,x)a((m,z)a <;)
(210) :

Fma (za ((m,x)Lt)) (238

lla FVe[= ma(ea ((m,x)4t))] — - ma(xza ((m,z)Lt))
X
Fma (za ((m,z)4t)) — — Ve[~ ma (ea ((m,z)Lt))] («

(238) =

- = Ve [~ ma (¢ea ((m,z)2t))] (239



239 + = Ve[~ ma(ea ((m,z)L(p®q)))]

(237)
Fma(na <,) — (Vo [Ve[- 20 (ed )] — — da (za <;1)] —
- Ve[~ na(ea ((m,2)Z(p®q)))]) (@
(22)
Fna(ma <;') — (Vo [Ve[~ 20 (edq)] — — da(za <, 1) —
= Ve[~ na(ed (m,z)Z(p®q)))]) (6
X
Vo [Ve [ Do (e0q)] — = Do (za <) —
(Ve[= na(ea((m,z)4(p®q)))] — — na(ma g;l)) (240
236 F - za(ya <) — ~ na(ya((mz)Z(p®q)))
(22)
F=ya (e <1 — - na(ya ((m2)L(p©q))) (o
(IIa):: — — — — — — — —
- Va [na (as ((m,2)Z(p® q))) — ~ as (o <;1)] —
(na(ya ((m,z)Z(p®q))) — ~ na(ya ((m,x)L(p®q)))) B
Ig): = = — = = = = —

FVa[na (as (m,z)Z(p®q))) — — aa (zo < )] —
- na(ya ((m,z)Z(p®q))) (O
FVa[na (aa (m,2)Z(p®q))) — — aa (za <, 1) —

Ve[~ na(ea ((m,z)ZL(p®q)))] O
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FVo [Ve[- 00 (eaq)] — = 0o (za <, )] —

(Va[na (as ((m,2)L(p@q))) — - as (za <;1)] —

- na(ma S;l)) (e
FVo [Ve[- 00 (eaq)] — = 0o (za <) —

Yo [Va[oa (as ((m,2)4(p®q))) — — ad(zd S;l)] —

- 09 (ma <) «

F funk ((m,z)£(p ® q)) —
(Vo [Ve[- Do (eaq)] — — Do (za Sq_l)] —

ma <" a(za <, a((m,2)L(p®q)) :—)) (241

8 152.Zerlegung.
Wir haben in (2418—das Vorderglied-a'"* #137
,— funk ((m, z)Z(p® q)) *
durch andere zu ersetzen, um unsern S3tziés § 144 zu erhalten. Der Gedankengang ist
dabei folgender. Wenn die Paai@,(d)) und (b, a)) der mit (m, 2)) anfangendeny® ¢)-
Reihe angehdren, so muss,(d)) der mit (b, a)) anfangendeny(® ¢)-Reihe angehdren oder
auf (b, d)) in dieser Reihe folgen, sofern dig © ¢)-Beziehung eindeutig ist. Sowohl wenn
((b, a)) auf (b, d)), als auch wenn(p, d)) auf (b, a)) in dieser Reihe folgte, mussie@uf sich
selbst in dep-Reihe folgen, was gegen unser\orderglied—m'"> #138
,Vilma (ia <,) — - ia(ia <,)|*
verstossen wirde. Es bleibt also nur die Mdglichkeit, dés€l{) mit ((b, a)) zusammenfallt.
Dann féallt auchd mit « zusammen.
Wir bedurfen demnach des Satzes
, Fma(ra <,) — (funk(p) — (ma(na <,) —
(mna(ra <) —ra(na <p))))°
in Worten: ,Wenn ein erster und ein zweiter Gegenstand deeimém dritten anfangenden
p-Reihe angehoren, so geht der erste dem zweiten vorher etiértgder mit dem zweiten
anfangenden Reihe an, falls die reihende Beziehung eiigdett
Wir beweisen diesen Satz mit (144), indem wir die Functicark® ,/(¢)* durch

(«

174das Unterglied
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,mna (€ <p) — Ea(na <,) ersetzen. Wir haben dann den Satz
, Ffunk(p) — ((-= na (da <) — da(na <)) — (de (adp) —
(m na(ad <) —ad(nd <p))))"
zu beweisen. Dazu brauchen wir den Satz
, Fda(na <p) — (funk(p) — (da (adp) —as(na <p)))*
den wir aus den Satzen

, Fda(ne <) — (Va[da (aep) — ad(as <p)] —ad(na <p))"

S.184 | und
, Ffunk(p) — (da (a@p) — Va[da (aap) — ad(aa <,)])*
ableiten.

8§ 153.Aufbau.

137 tFas(ea <p) — (eda(map) — as (ma <p))

- Vo [as (08 <,) — Va[de (adp) — ad(ad <,)]

(123) :
Fda(na <,) — (Valda (aap) — ad (aa <p)] —

ad (ns <p))

13 Ffunk(p) — (da (bap) — (da (adp) — b=a))

(139): — — — — — — — —
F funk (p) — (da (aap) — (da (bap) — aad (ba <,)))
F funk (p) — (da (a@p) — Va[da (aap) — ad (ad <,)])
B:———————-

131 Fna(aap) —na(ad <p)
(IIIc):

Fn=d— (ds(agp) = ns(as <p))

(6

(v

(6

(«

(6

(v

©

(«

(6
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Fda(na <,) — (= da(na <p) — (da(adp) —

(= na(ad <p) —ad(na <p)))) (v
F funk (p) — (de (na <p) — (de (adp) —

(= na(ad <p) —ad(na <p)))) ©
F funk(p) — ((= na(de <) —da(na <,)) — (- na(ds <) —

(do (adp) — (= na(ad <p) —ad(na <p))))) (

133 Fna(ds <,) — (da(asp) — na(as <))

(144) :

X
F-ne(ad <p) — (do(adp) = — na(ds <)) (¢

Ffunk(p) — ((— na (da <p) —da(na <p))

(do(asp) — (= na(as <) —aa(ns <)) (n

F funk (p) — Vo [(= na (0o <,) —da(na <)) —

Va[da (aap) — (- na(ad <p) —aa(na <,))]] @
Fma(ra <,) — (funk(p) — ((— na (ma <,) »ma(na <,)) —

(= na(ra <) —ra(na <p)))) @
Fma(ra <,) — (funk(p) — (ma (na <,) —

(mna(ra <,) —ra(na <p)))) (243

232 + (m,x)a ((b,d)o <(paq) —

- (za(da <4) — - ma(ba <p))



F(m,z)a ((b,d)a <(paq) — mad(ba <) (244

X

F—=ma(ba <p) = = (m,z)a ((b,d)e <(paq) (245

136 Fma(ba <p) —ma(ba <)
(244):: — — — — — — — —
F(m,z)a ((b,d)s <(pgq) — ma(ba <p) (o

= (m, )8 ((b,d)8 <pag) = (7 (b,d) = (m,z) —ms(ba <)) (6

(220):: — — — — — — — —
E(b,d) = (m,z) » ma(ba <p) Gl

F(m,z)a ((b,d)s <(paq) — ma(ba <p) (246

II Fextaexte (Ao ((e,a)a <)) = ALt
(6) :

F F(ba (da (A4t))) — F(Aa ((b,d)a <)) (247

243 +(m,z)8((b,a)8 <(paq) — (funk(p @ q) —
((m,z)8 ((b;d)8 <@wg) — (7 (b,d)a((ba)s <paq) —

(b;a)a ((b,d)a <(pgg)))))

130): — — — — — — — —
- (m,x)a ((b,a)8 <(pag) — (funk(p @ q) —
((m,2)8 (b, d)8 <(pag) — (= (b,d)a ((b,a)e <peq) —
(= (b,a)a ((b;d)3 <(pgg) = (b,d) = (b,a))))) (o
(245,245) 1 = = = = = = = =

E(m,z)a ((b,a)s <(pgq)) — (funk(p ® q) —

((m,z)8 ((b,d)a <pgg) — (= ba(ba <p) = (b,d) = (b,a)))) (5
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(247, 247) =

= (m,z)8((b,a)8 <(paq) — (funk(p@q) —
((m, )8 ((b,d)a <(pgg) — (= ba(ba <p) = d=a)))

F (m, )8 ((b,a)d <(pag) — (funk(p @ q) —
((m,z)a ((b,d)a <(pag) —

(Vilma (ia <p) — - ia(ia <p)] —

(ma (b <p) = d=a))))

F(m,z)8 ((b,a)® <(pzq) — (funk(p®q) —
((m,z)a ((b,d)e <pag) —

(Vi[mae (ia <,) — - ia(ia <,)] — d=a)))

Ffunk(p ® q) — (Vi[ma (ia <p) — - ia(ia <) —
(ba (da ((m,2)Z(p®q))) —

(ba (a8 ((m,2)4(p®q))) — d = a)))

Ffunk(p®q) — (Vi[ma (ia <,) — - ia(ia <p)] —
VeVo [ea (08 (m,2)Z(p®q))) —

Va[ed (a8 ((m,z)Z(p®q))) — 2 =a]])

Ffunk(p ® ¢) — (Vi[ma (ia <,) — - ia(ia <) —

funk ((m, z)Z(p ® q)))

8 154.Zerlegung.
Wir beweisen nun noch den Satz

, = funk(q) — (funk(p) — funk (p ® q))

Dazu bedirfen wir des Satzes

, I—a:i—»(o:e—>(0,a)=(e,i))'

(v

©

(e

(€

(n

(248

(a

(6



der aus £) abzuleiten ist. Mit (13) gewinnen wir hieraus den Satz
, Ffunk(q) — (do (aaq) — (da(ia q) — (funk(p) — (ca (oap) —
(ca(eap) = (0,a) = (e,1)))))) 6l

Far (o, a)" fuhren wir ,D* und fur ,(e,)* , A' ein und wenden dann nach Einfiihrung deut-
scher Buchstaben (213) an.

§ 155.Aufbau.
Z Fexte(oa(ade)) = (0,a)
(II1c) -

F F(exte (08 (ad€))) — F((o0,a)) (249

+ (m’x) = (Cv d) - (f(C, d) - f(m,x)) (250

Mh Fo=e—oa(iat)=ca(iat)

(IIla) :
Fa=i— (o=e—o00a(aat)=ca(iat)) (a
S.195
Fa=i— (o=e—Vaoa(ada)=eca(ida)) (5]
Va)y: — — — — — — — —
Fa=i— (o=e—exte(oa(aac)) =exte(ed (iv¢€))) (v
(249)
Fa=i— (o=e— (0,a) =exte (ea (iac))) (0
(249)
Fa=i— (o=e— (0,a) = (e,i)) (251
Ffunk (¢) — (da (a@ q) — (da (ia q) — (funk(p) —
(ca (0ap) — (ca(eap) — (0,a) = (e,1)))))) (a
(IIla) :

F D = (o0,a) — (funk(q) — (da (aa q) — (da (ia q) — (funk(p) —
(co (0ap) — (ca(eap) — D = (e,1))))))) B

X



F D = (0,a) — (funk(q) — (da (aaq) — (da (ia q) — (funk(p) —

(= D= (e,i) = (ca(eap) — — ca(oap))))))) Gl

(250) :
- (m,z) = (¢,;d) — (D = (0,a) — (funk(q) — (28 (ad q) —
(da (ia q) — (funk(p) —
(= D =(e,i) — (ca(edap) =~ ma(08p)))))))) ©

(IT1a) :

F E = (¢,d) — (funk(q) — (da (i@ q) — (funk(p) —
(= D= (ei) = (ca(eap) = (D = (0,a) —

(za(adq) = (E = (m,z) — = ma(09p))))))))) (e

- E = (¢,d) — (funk(q) — (da (ia q) — (funk(p) —

(= D= (e,i) — (ca (eap) — Ya¥o [D = (0, a) —

Vo oo (aaq) — Ve[E = (c,0) — ~ ca(0ap)]]]))))) (©
(213): — — — — — — — —

F E = (¢,d) — (funk(q) — (da (ia q) — (funk(p) — (= D = (e,i) —

(ca(eap) =~ Ea(Da(p®q))))))) (

X

S.196

k= funk (¢) — (funk(p) — (= D = (e,i) — (EFa (Da(p®q)) —

(da (iaq) = (E = (¢c,d) — = ca(eap)))))) (v

(IlIa):



(213) :

F funk (¢) — (funk(p) — (- D=A — (Ea(Da(p®q)) —
(A=(e,i) = (da (iagq) — (E = (c,d) =~ ca(edp)))))))
F funk (¢) — (funk(p) — (- D=A — (Ea (Da (p®q)) —
VaVo[A = (0,a) = V0 [0a(aaq) —

Ve [E = (c,0) = = ca(oap)]]])))

- funk (q) — (funk (p) —

(- D=A—(Ea(Da(p®q) -~ Ea(4da(p®q)))))
X

- funk (q) — (funk (p) —

(Ea(Da(p®q)) — (Ea(Aa(p@q)) — D = A)))

- funk (q) — (funk (p) —

VeVo[ea (08 (p®q)) — Valea (ad (p®q)) — 0 =a]])

F funk (q) — (funk(p) — (Vi[ma (ia <p) — — ia(ia <p)] —

funk ((m, 2)Z(p ® q))))

F funk (q) — (funk(p) — (Vi[ma (ia <p) — - ia(ia <p)] —

(Vo [Ve [ 2o (eaq)] — = 0o (za < 1) —

ma <;'a(za <" a((m,x)Z(p®q)):—))))

145 + anz(0)a (ba <pf) — — ba (ba <pf)

—

(¢

(»

O\

(

(v

(252

(253

(254



F Vilanz(0)a (ia <pf) — — 19 (i <pf)] (255

(254) -
S.197
F funk (¢) — (funk (nf) — (V0 [Ve [- Do (¢eaq)] — — o (zo §;1)] —

anz(0)a < { a(za <;' a((anz(0),z)Z(nf ® q)) :—))) (o

(71) .
- funk (g) — (V0 [Ve [~ 28 (ea q)] — - 28 (za <,!)] —

anz(0)a < { a(za <! a((anz(0),z)Z(nf & q)) :—)) (256

§ 156.Zerlegung.

In (256) haben wir den Sat#) des § 144. Es ist nun nock)(zu beweisen. Wir gebrau-
chen dazu (254), indem wir fup', ¢', fur, ', anz(0)', fir ,m', z* und fur ,¢*, nf* schreiben.
Das dann auftretende—\Vorderglied—m*7® #139

, Vo [Ve [~ 00 (eanf)] — - 2o (anz(0)a < )"
kénnen wir mit (156) wegschaffen. Es bleibt noch der Satz

. F(zm)Z(g@p) = ((m,2)Z(p@q) " (o
abzuleiten, wo allgemeiner stainz(0)‘, =* und statt pf*, p* geschrieben ist. Dieser Satz ist
auf

, F (m,m)a ((y,n)a S(q@p)) = (mvx)e ((na y)e S(p®q)) ‘ (B
zuriickzufuhren. Wir leitend) aus
, (m,x)a ((n, y)a S(p@q)) - (‘Tvm)a ((y,n)a g(q@p)) ‘ (v

ab, den wir mit dem Satze

, F(m,x)e ((n,y)e <pag) — (VeVo [F(c,0) — Vo lca (00 p) —

va[os (a8 q) — F(o,a)]]] = (F(m,z) — F(n,y)))" (5
beweisen.{) folgt aus (230) und (144).

8 157.Aufbau.

144 F (m,z)a ((n,y)e <(peq)) —
(Vo [extaexte (F(e,a))90 — Va 0o (ad (p® q)) — extaexte (F(e,))0 a]] —
(extaexte (F(g,a))a ((m,x)) — extaexte (F(e,a))a ((n,y))))

18ynterglied

#13%Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!
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(229) :

(229) :

F(m,z)8 ((n,y)8 S(p@Q)) -

(Ve Vo [F(c,0) — Vo [ca (08 p) —

Va 0o (adq) — F(o,0)]]] —

(extaexte (F(e,a))a ((m,x)) — extaexte (F(e,a))a ((n,y))))

- (m. )8 (19)8 <og) —
(Ve V0 [F(c,0) — Vo [co (08 p) —

Va[oa (adq) — F(o,a)]]] —

(extaexte (F(e,a))a ((m,z)) — F(n,y)))

F(m,z)8 ((n,y)e S(p®q)) -
(Ve V0 [F(c,0) — Vo [ca (0ap) —
Va[0oa (aaq) — F(o,a)]]] —
(F(m,z) — F(n,y)))

209 F (z,m)a ((d,c)a <(4ap) — (ca(oap) —

(257)

S.199

(140) :

(IVa):

(258) :

(203)

(da(adq) — (z,m)a ((a,0)8 <(4ap))))
FVevo [(z,m)a ((0,¢)8 <(qap) — Vo[co (0ap) —

Va[oa (aaq) — (z,m)a ((a,0)8 <(4ep))]]

F(m,z)a (n,y)e <pag) — ((z,m)a ((z,m)s <(@ep) —

(z,m)a ((y,n)e <(gep))

F(m,z)a (n,y)8 <pag) — (z,;m)a ((y;n)d <(gop)

F((x,m)a ((y;n)8 <gep) — (m,z)8 ((n,y)8 <pag)) —

(—(@,m)a((y,n)8 <uep)) = (—(m,x)a ((n,y)8 <peq))

F(—=(z,m)a ((y;n)8 <ap)) = (—(m,z)a ((n,¥)8 <pgg))

(6

(257

(B

(258

(o

(6



(203) :

(210) :

(Va) :

(ITIc)

F(z,m)a ((y,m)8 <(gap) = (—(m,z)a (7,9)8 <(pog))

F(z,m)a ((y:n)8 <(gep) = (M 2)3 ((n,¥)8 <(psq)

F(z,m)a ((y,n)8 <(gap) =no (ya ((m,2)L(p©q)))

FVal(z,m)a ((a,n)8 <(ap) =nd(as((m,z)Z(pq)))

Fexte ((z,m)a ((e,n)8 <(4op))) = exte [na (ea ((m,z)L(p ® q)))]

N—r

(v

©

(e

(€

(n

F Va [exte ((z,m)a ((6,a) 8 <(4ap))) = exte[ad (c0 ((m,z)Z(p®q)))]] (I

Fextaexte ((z,m)a ((6,0)8 <(4ap)) =
extaexte [aa (ea ((m, ) Z(p ® q)))]

F extaexte [aa (ca (m,z)/ (p®q)) ] =((m,2)4(p®q) " —
extaexte ((x,m)a ((e, a)e <(ep)) = ((m, ) (p®q)"

Fextaexte ((z,m)a ((g,0)8 <(gap)) = (M, 2)ZL(p® Q)"

Fextaexte ((z,m)o ((6,0)8 <(4ap))) = (x,m)Z(q®p) —
(z,m)Z(q® p) = ((m,2)Z(p® q)) ™"

F(z,m)Z(g@p) = (m,2)Z(p© q)) "

= F((z,m)Z(g®p)) — F(((m,2)2(p®q))™")

(¢

(»

O\

(1

(259

(260

(o
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FYi[f()] — Vilg() — f)]

156 + Ve[- ba (eanf)] — — anz(0)a (ba <pf)

(22) :

(254) :

(261,71) :

(260) :

(32) :

(205) :

Ve [~ ba (eanf)] — — ba (anz(0)a <)

Vo [Ve [—\ 29 (ga nf)] — - 09 (anz(O)a Safl)]

F funk (nf) — (funk(¢) — (Vi[za (ia <,) — — ia(ia <) —

za <;' a(anz(0)a <, { o ((x,anz(0))Z(¢ ®nf)) = )))

Ffunk (¢) — (Vi[- ia (ia <q)] —

ro <, o (anz(0)s <pf 8 ((z.an2(0))Z(g @ nf)) i)

Ffunk(q) — (Vi[- 18 (ia <q)] —

za <;' a(anz(0)a < { o ((anz(0),z)Z(nf ® q))~" :=))
Ffunk(q) — (Vi[- 18 (ia <q)] —

(anz(0)a <. a(za <;' a((anz(0),z)Z(nf © q)) i) —
anz(anz(0)a <.{) =anz(za <;)))

FVi[-ia(ia <4)] — (funk(q) —

(Vo [Ve [ 2o (eaq)] — = o (za <) —

anz(anz(0)e < {)=anz(zo <;)))

(261

(o

(6

(v

©

(©

(n



FVi[- ia(ia <4)] — (funk(q) —
(Vo [Ve[~ Do (eaq)] — — do(zo S;l)] —

oo = anz(xa gq—l))) (262

(I11a) :
S.201

Fu=xza <;'— (Vi[- ia(ia <¢)] — (funk(q) —

(Vo [Ve [~ 2o (ea g)] — — 2o u] — 00 = anz(u)))) (o
X

F = oo =anz(u) — (funk(q) — (Vi[- ia (ia <,)] —

(Vo Ve[~ da(eaq) — ~ dou] —» ~ u=wd <)) 8

- = oo = anz(u) — Yq [funk(q) — (Vi [~ is (ia <4)] —

(Vo [Ve[- 22 (¢0q)] — - dou] = Va[~ u=as <)) (v
X

- = Vg [funk (q) — (Vi[- ia (ia <q)] —

(V [Ve [~ Do (eaq)] — — dou] —

Val- u=as <)) —

oo = anz(u) (263

K. Beweis des Satzes
o VAV [ uw=zwd] — anz(0)a (anz(u)a <pf)*

a) Beweis des Satzes
= (z,anz(1))a ((y,m)8 <(yenfy) — (funk(q) — (= ya (ya <¢) —

f ‘
anz(zw ?x,y)) = anz(zw ?anz(1),n))))

8 158.Zerlegung.

Wir kénnen fir endliche Anzahlen einen dem letzten &hnlichatz beweisen, dass nam-
lich die Anzahl eines Begriffes endlich ist, wenn sich digeurihn fallenden Gegenstande



S.198

in eine einfache(unverzweigte, nicht in sich zuriicklaufende) Reihe ordizessen, die mit
einem gewissen Gegenstande anfangt und mit einem gewissggn&ande endet. Wir be-
dirfen dazu einer Abkirzung, die wir im Folgenden einflhren

zw :=exte [~ (funk(q) — VnVm[A = (m,n) — (- na(na <,;) — (ma(ea <,) —
- ea(na <)) ®
WennI', A, © Gegenstande sind uridder Umfang einer Beziehung ist, so druckt
, s (ZW’(YA_’@)) ‘
aus, das$' der mit A anfangenden und der nf endenderi(-Reihe angehore, wobei die
T-Beziehung eindeutig sei urfd in der Y-Reihe nicht auf sich selbst folge. Wir sprechen
dies in Worten kurz so ausT’,gehért der vonA bis © laufendenY-Reihe arf: Mit der so
erklarten Bezeichnung stellt sich unser Satz in der Formwdiarihn die Hauptiberschrift
zeigt. Es ist namlich
ZW'(rAf))
der Umfang des Begriffeder von | A bis © laufendenY-Reihe angehorig
Wir beweisen zunéchst den Satz

, F(z,anz(1))a ((y,n)8 <(yenf)) = (funk(q) — (= ya (ya <) —

anz(0)a (anz(zw{, ,\)® <npf)))" («
aus dem danm—die Vorderglieder—a'’” #140wegzuschaffen sein werden. Wir leitem) (
aus (234) in der Form

» F(w,anz(1))a ((y,n)8 <(yenf)) — anz(l)a (na <pf)*
und dem Satze
, Fanz(0)a (na <ps) — ((z,anz(1))a ((y,n)a g(q®nf)) — (funk(q) —
)

(- ya(ys <q) —anz(zw(, ) =n)))" (B
ab, den wir mit den Satzen
, F (a,anz(1)) ((.1)8 < (genf)) — (unk(q) — (- ya (ya <) —
a“Z(ZW((II,y)) = anz(zw ?gmzu),n)))) c A (O
, Fanz(0)a (na <pf) > n= anz(zw?gnz(l)m)) ‘ (6

beweisen.q) ist auf den allgemeinern Satz

, FVi[ma(ia <) =~ ia(ia <)l = ((z,m)a ((y,m)0 <(gep) —

(funk (p) — (funk(¢) — (Yi[za (ia <4) — — ia(ia <g)] —

anz(zw{, ) = anz(zw{,, 1)))))" (e
zuruickzufuhren, zu dessen Beweise wir des Satzes

, Fvi[ma(ia <) — —ia(ia <) = ((w,m)a((y,n)8 <(gap) —

(funk (p) — (funk(q) — (Yi[za (ia <,) — — 18 (ia <y)] —

zwl, o (@l o ((x,m)Z(g@p))—))))" (<

177die Unterglieder

#140Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!
#14%im Original fehlt linkes Zeichen [interp | bonn]



bedurfen. Dieser 16st sich nach (11) in die Satze (253) und

. FHunk (p) = ((z,m)8 ((3,7)8 <(gap) — (= na (nd <) —

(Va [da (aa ((x,m)Z(q @ p))) — = aa (zwh, )] —

- de(zwf, )" (0
auf. Wir leiten ¢) aus

, FRunk(p) = ((,m)a ((3:m)8 <(gep) — (- n8 (n8 <;) —

(= Ve[ (z,m)a ((d,e)d <(4ep)] —

(Va [da (aa ((z,m)Z(q @ p))) — = ad (zwh, )] —

- da (zw!, ) ¢
ab, indem wim—das Vorderglied-w'’8 #142
Lo Ve[ (@ m)a ((de)a <(gep)]
| wegschaffen. Wir beweise?) mit dem Satze S.200

, funk (p) = ((z,m)8 (y,n)8 <(gap) — (do (2w},

(m na(na <p) = ((z,m)a ((d,c)d <(gep) — cd (ZW(, 1)) (v
der auf die Satze (234) in der Form
L F(@m)a ((d,0)8 <(gep) —ma(ce <,)"

) —

und
’ F (:c,m)a ((da C)a S(q@p)) - (funk(p) - ((x,m)a ((ya n)a S(q@p)) -
(da(zw?, ) — ca (na <)) (x
zuruckgeht. Nach (243) haben wir
, F(@,m)a ((d,c)a <(gap)) — (funk(q @ p) — ((x,m)a ((y,n)8 <(4ep) —
(= (n)a((d,c)a <(gap) = (d,c)a((y,n)d <(gap)))))"
Mit (244) beweisen wir
, Fda(ya <¢) = ((y,n)a ((d,¢)a <(gap) — ¥y (yd <)) (A
womit wir m—das Vorderglied-a 70 #143
7 (gsn)a ((di0)d <(gep)
wegschaffen kénnen.
Zunéchst ziehen wir die unmittelbaren Folgerungen ausranBefinition ).

8 159.Aufbau.
P Fexte[= (funk(g) — VnVm[A = (m,n) — (= na(na <,) —
(ma(e8 <4) — 7 €8 (nd <y)))])] = 2w

(46) :

Fda (zw?) — = (funk(q) —

VnvVm[A = (m,n) — (- na(na <,) —

(ma(de <4) =~ da(na <y))))) (264
(d): — — — — — — — —

178as Unterglied
17%as Unterglied
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Fda (zw) — funk(gq)

264 +da(zw’) — = (funk(q) —
VnVm[A = (m,n) — (- na(na <,) —

(ma(da <) =~ da(na <)))])

S.204
- da (zw?) —
— VnVm[A = (mn) — (- no(no <,) —
(ma (do <,) — = do (no <,)))
X
FVavm A = (m,n) — (— ne (ne <,) —
(ma(de <4) — — da(na <,)))| —

- da (zw?)

222 k(= ya(ya <¢) — (za(da <4) =~ da(ya <)) —
((z,y) = (m,n) = (= na(na <¢) —
(ma(de <) =~ da(na <,))))
F(mya(ys <g) — (za(de <) =~ da(ya <)) —
vnvm[(z,y) = (m,n) — (- na (na <,) —

(ma(da <4) — ~ da(ne <y)))]

F (= ya(ye <4) — (za(de <¢) =~ da(ys <)) —

- da (zw‘(lryy))

X

(265

(o

(266

(o

(6



Fda (zw‘g%y)) —

- (myaye <y) — (wa(de <4) =~ da(ya <y)))

268 I—da(zw‘(lxw) — - (za(de <,) — ~ da(ya <))

(Id): — — — — — — — —

267 Fda(zw!, ) —

- (mya(ye <¢) — (xa(de <4) =~ da(ys <y)))

Fya(ye <q) = da(zw(, )

P Fexte[= (funk(p) — VnVm [(m,n) = (m,n) — (- na(na <,) —

(mo (0 <,) =~ €8 (no <,)))])] = 2w?

(m;n)

(44) :

S.205

F = (funk(p) — VnVm[(m,n) = (m,n) — (- na (na <,) —

(ma(co <p) = = ca(ne <)) —

co (ZWZ()m,n))

(267

(268

(269

(270

(71

(272

(«



F funk (p) —

(= VoVm [(m,n) = (m,n) — (- na(na <,) —

(ma(co <p) = = ca(na <p)))| —

co () (v

X
F funk (p) — (- ca (zw{mm)) —
vnvm[(m,n) = (m,n) — (- na (ne <,) —
(ma(co <p) = = ca(na <p))))) Gl
(ITa): — — — — — — — —
Ffunk(p) — (= co (zw{,, )

Vm [(m,n) = (m,n) — (- na (na <p) —

(ma(co <p) = = ca(na <p))))) (0

F funk (p) — (= ca (zwl(’m )

((m,n) = (m,n) — (- na(na <,) —

(ma(co <p) =~ ca(na <p))))) (

(IIIe) ::
- funk (p) — (= ca (2wl ) = (- na (na <) —
(ma(co <,) — - ca(na <p)))) (273
X

F funk (p) — (ca (na <,) — (- na(na <) —

(ma(co <p) — ca(awy, ) (274

133 Fza(de <,) — (de(adq) — zd(as <))

—r



FVolza (da <,) —Vapa(aaqg) — za(as <)

(128) :

Fda(ya <4) — (za(da <4) — za(ya <))
(200) :: — — — — — — — —

Fda(ya <q) = (ny=d— (za(da <4) —zd(ya <))
(ITTa): +— — — = —-

276): — — — — — — — —

Fda(ya <g) — ((y,n)a ((d,¢)d <(qep) —vd (¥ <g))
X
Fda(ys <¢) = (= ya(ys <¢) —
- (y,n)a((d0)a <(gap))
(271,269) : = = = = = = = =

Fda(zw{, ) — = (y,n)a ((d, ) <(gap)

(243): — — — — — — — —

S.206

F(z,m)a ((d,c)o <(qep) — (funk(¢®p) —

((x’m)e ((y7n)a S(q@p)) - (da (ZWq

(xvy)) -

(d;c)a ((y,n)8 <(ep))))

(«

(275

(o

(276

(o

(6

(v

©



F(z,m)a ((d,c)o <(qep)) — (funk(p) — (funk(q) —

((,m)o (9,1)0 <(gap) — (do (zw?, ) —

(d,c)a ((y,m)8 <(4ep)))))
F(z,m)a ((d,c)e <(qep)) — (funk(p) —

((xam)a ((y7n)a S(q@p)) - (da (Zwl(zxyy)) -

(< na(na <,) — (ma(co <,) —ca(@wl, 1))

= funk(p) — ((z,m)a ((y,m)8 <(4ep) — (do(zw{,

) —
(= na(na <) = ((&,m)a (d.c)d <(yap) —
ca(@w?, )

X

(e

©

(

(W

(¢



(IIa) ::

(210) =

= funk (p) — ((z,m)a ((y,n)8 <(gap) —
(Va[da (ad ((z,m)Z(q@p))) = ~ ad (2w, )] —
(da (ca ((z,m)L(g®p))) = (= na(nd <p) —
((z,m)a ((d,c)8 <(gap) — = da(2w(, ,)))))))
= funk (p) — ((z,m)a ((y,n)8 <(gap) —
(Va[da (ad ((z,m)Z(q@p))) = ~ ad (2w, )] =
((z,m)a ((d;c)d <(gap) = (= na(no <p) —
= da(zw{, 1))

X
= funk (p) — ((z,m)a ((y;n)8 <(gap) —
(Va[ds (as ((x,m)Z(g@p))) — — ad (zw{, )] —
(da (zw{, ,,) — (= na(ns <,) —
= (z,m)a ((d.c)e <(ep)))))

= funk (p) — ((z,m)a ((y,n)8 <(qep) —

(Va[da (ad ((z,m)Z(g@p))) — — ad (2w(,, )] =
(da (zw{, ) = (= na(na <) —

Ve [= (z,m)a ((d,¢)8 <(qap))]))))

X

(»

O\

(1

(v

(€



S.207
= funk(p) — ((z,m)a ((y,m)8 <(4ep) —
(— na(na <p) = (= Ve[~ (z,m)a ((d,e)d <(gep)l —
(Va[da (ad ((z,m)4(q@p))) = ~ ad (zw(,, )] =

- da (2w, ) 277

§ 160.Zerlegung.
Es muss num—das Vorderglied-m80 #144
c o Ve[= (z,m)a ((dye)d <(gap)l’
weggeschalfft werden (vergl. 8 158). Dies geschieht mit datres
» F(z,m)a ((y,n)e <(ep) —
(Ve[ (z,m)8 ((d,)8 <(geop)] =~ do(@w?, )" (a
den wir mit (257) beweisen, indem wir die Functionsmarkés, ¢)‘ durch
7 ((wm)a ((§,0)0 <(gep) —
= Ve lve [0 (z,m)a (1,008 <(gep)] =~ ta (2wf, ()
ersetzen. Wir bediurfen dazu des Satzes
, Fo ((@ym)a ((e,d)d <(gaep) —
- Ve [Ve[n (z,m)a((ve)a S(gep))] =~ va(zw(, ,)]) —

(ca(09q) — (da(adp) — = ((x,m)d ((0,a)d <(4ap)) —

- Ve [Ve[= (z,m)a ((ve)e <(gep)] — — ra(aw(, ,)])" (8
Dieser ist auf den Satz

, Fza(co <) = (- o=1r—(ca(oagqg) — (ro (zngﬁo)) —

e (ZW(LC)))))‘ (v
zurlckzufihren, der aus
, Fza(rea <) — (za(ca <4) — (ra(oa <4) — (- 09 (0a <4) —
(funk (q) — (ca (08 q) =18 (ca <y))))))" (6
folgt. Um (§) zu beweisen, benutzen wir den Satz (243) in der Form
, Faa(ra <;) — (funk(q) — (za(ca <,) — (- ca(ra <4) —
ra(ca <g))))"

und zeigen, dass bei unsern Bedingungeitht aufc in derg-Reihe folgen kann, weil dann
nach (242) der mito anfangender-Reihe angehorte, und mithimauf sich selbst in der
g-Reihe folgte.

180das Unterglied
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§ 161.Aufbau.

134 Faa(de <,) — (de(adq) — ad(ad <))

Fda(de <4) — (funk(q) — (da (a8 q) — ad (ad <,))) (278

X

F = aa(ad <4) — (funk(q) — (da (adq) — = da(da <y))) (279

275 Fda(ys <q) — (za(da <¢) —za(ya <))

(200):: — — — — — — — —
S.208
Fda(ya <4) — (za(de <) = (nd=z—x3(ya <y,))) (a
(ITI¢): + v
Fda (ya <) — (za(de <;) — za(ya <)) (280
280 Fra(oa <4) — (08 (ra <,;) — oa(oa <))
(242) :: — — — — — — — —
Fra(oa <q) — (co(re <4) — (funk(q) —
(ca(0aq) —o0a(0d <y)))) (a
X
Fra(oa <4) — (- 0a(0a <,) — (funk(q) —
(ca(oaq) =~ ca(ra <y)))) s
(243): — — — — — — — —

Fza(ra <,) — (za(co <4) —
(ro(oa <4) — (- oa (0o <4) — (funk(g) —

(ca(oag) —ra(ca <y)))))) Gl



Fza(co <4) — (ra(oa <4) —
(= 09 (08 <4) — (funk(q) — (ca (00 ¢q) —

(= ca(ca <q) = (wa(ra <q) —ra(zw(, ,)))))))

(279,200): = = = = = = = =
Fzo(ca <) — (re (08 <g) = (mo=1—
(= 00 (08 <4) — (funk(g) — (ca (0a q) —
(z8(ro <q) —ra(zw{, 4)))))))

(269,270): = = = = = = = =
Fra(ce <g) — (no=1—
(= 00 (08 <4) — (funk(g) — (ca (0a q) —
(ro(zw{, ,) = o (w{, )

(271,265): = = = = = = = =

lla Ve [j (CL’, m)a ((’I“, 2)8 S(Q®P))] -

- (z,m)a ((r,a)9 <(gep)

(IIIa) :

Fo=r— (Ve [j (l’am)a ((7“, e)a S(q@’i’))] -

- (z,m)a ((0,a)8 <(4op)))

©

(e

(©

(n

<

(¢



S.209

(209, 246) ::

Fo=r— (ve[n (@m)a ((re)o <(ep)] -

((2,m)a ((0,a)8 <(gap) — = ra(2wl, )))

Fza(co <4) — (ca(oagq) —
(= ro(zw(, ) = (Ve [~ (z,m)a ((r,e)d <(sep)] —

(@,
((z,m)a ((0,a)8 <(gop) = = 0 (2W(, ,)))))

Fza(co <4) — (ca(oaq) —
(Ve [Ve [ (z,m)a ((v,¢)® S(q@ﬁ))] — e (ZW(z,c))] -

((x7m)9 ((07 a)e S(q®10)) -
(Ve[= (z,m)a ((re)e <(ap) — = 18 (2w{, ,)))))

(z,0)
Faa(co <q) — (coa(oaq) —
(Ve [Ve [= (z,m)a ((v,e)0 <(qop)] — — 1@ (zw‘g%c))] —
((x7m)9 ((07 a)a S(q®;n)) -
Ve Ve [ (2,m)8 (5,08 <(gap)] — ~ ta (2w?, , )])
Fza(co <4) — (ca(oaq) —

(Ve [Ve [ (z,m)8 ((v,¢)® S(q@ﬁ))] — e (ZW((]z,c))] -

((z,m)a ((0;a)8 <(gap) — = ((z;m)a((0,a)8 <(4ap) =

- Ve [Ve o (z,m)a ((ve)a <(ep)] — = v (2w(, ,))]))))

F Ve Ve[ (z,m)a ((v,e)0 <(4ep)] — — t@ (zw‘(lzyc))] —

((z,m)a ((c,d)o S(q®p)) — (ca (09 q) —

(da (aap) = = ((z,m)a ((0,a)8 <(ap) —

= Ve [Ve [- (z,m)8 ((v,6)8 <(gap))] — = ta(zw(, ,))))))

(x

O\

(1



S.210

(257) :

(140) =

o (@m)s (e d)s <gep) —

e Ve [ (2m)8 ((t.0)8 S(gap)] — - to (W, )]) —
(ca (00 q) — (da (ap) =~ ((x.;m)3 ((0,a)8 <(yep) —
- Ve le [ (2,m)a (1,008 <gep)] =~ ta (2wl )

FVevo = ((m,m)a ((c,0)8 <(qep) —
]

q

- Ve Ve [o (z,m)a (v, e)0 S(gap)] — — ta(awd, ) —

Vo[ca (00gq) — Va[oa (aap) — = ((z,m)d ((0,a)d <(4ep) —

= Ve [Ve [- (2,m)8 ((v,6)8 <(gap))] — = va (2w, o)D)

- (@, m)o (1,1)9 <(gen) —

(= ((e.m)a ((2.m)d <(gep) —

S e [Ve [ (zm)a ((1,0)2 <gep)] — - o (2wl ) —
= ((@m)a (1:m)8 <(gop) —

Ve e[ (0,m)8 ((v,6)8 S(gap)] — - va (2wl )])
- (@, m)o (9,1)9 <(gen) —

(= ((e.m)a ((2.m)d <(gep) —

S e (Ve [ (zm)a ((1,0)2 <gep)] — - o (2wl ) —
Ve lve [ (z,m)a (5,08 <gep)] — - o (2wl )

- (@, m)a (11)8 <gep) — (@.m)a (£.m)s <(ep) —
(Ve [Fe [~ (2,m)8 ((1,€)8 <(gep)] — = 1o (2wl )] —

Ve Ve[ (z,m)a ((v,e)0 <(gep))] = ~ va (zw(, ,))])

(7

(p



S.211

F(z,m)8 ((y,n)8 <(qap) —
(Ve [Ve [= (z,m)a ((r,e)o <(qep)] — — td (zw(am))] —

Ve [Ve [= (z,m)a ((v.e)8 <(4ep)] — — ra(zw(, )] (281

270 Fra (zw?w,w)) —za(ro <)

(200): — — — — — — — —
I—ra(zw(mw))—%ﬂ r=x—xa(ra <q)) (a
276): — — — — — — — —
Fra(ze <q) — (ro(aw(, ) — (n r=z—z8(z8 <)) B
(269) 1 — — — — — — — —
FTS(ZW((II’IQ—)(ﬁ r=x—za(za <)) (v
X
Fra(zwi, ) — (- za(za <) —»r=u1) ¢
Q@) — — — — — — — —
Fra (ZW((IJ;@)) —r=ux (282
(Illa): — — — — — — — —
1o wl, ) — (@ m)a (2,m)8 <(gep) —
(z,m)a ((r,m)a <(ep)) @
(140) =
Fra (zw‘(lgw)) — (z,m)a ((r,m)e <(p)) (6]
X
F= (z,m)e ((r,m)a <gp) — - o (zw?;w)) (v
(Ila): — — — — — — — —
FVe[- (z,m)a((r,e)a <(ep) — 7o (zw?wc)) @

N—r



(281) :

(277) :

S.212

F Ve [Ve - (z,m)8 ((v,¢)® g(q@l’))] — 7o (ZWI(]z,ac))]

F ($,m)8 ((yvn)e S(q@p)) -
Ve [Ve[= (z,m)a ((v,e)8 <(4ep)] = — va(zw(, )]

Ffunk (p) — ((z,m)8 ((y,n)8 <(qep) — (- na(ne <,) —
(¥a [da (a5 (2, m) (g @ p)) — ~ a0 (2w?, )] —
~ da (w?, )

Ffunk (p) — ((z,m)8 ((y,n)8 <(qep) — (— na(ne <,) —
Yo [Va [De (Cle ((‘T7m)4(q ®p)>) — a9 (ZWI{m,n))] -

~ v (w!, ,)])

Ffunk(p) — ((z,m)8 ((y,n)8 <(4gp) — (- nd(nd <p) —

(funk ((z,m)Z(q @ p)) 4 — zw{, -

F(z,m)a ((y,n)e <ep) — (0 na(ne <,) — (funk(p) —
(funk(¢) — (Vifze (ia <4) — — 18 (ia <g)| —
2wl 8 (w8 ((m) (g @p) —)))

234 (z,m)a ((y,n)e <(ep) — mad(na <)
(IIa): — — — — — — — —
FVi[ma (ia <p) — - ia(ia <p)] —
((z,m)a ((y;n)d <(gap) — ~ nd(nd <))

d (2w, @ ((z,m)Z(g @ p)) ==

(e

(©

(n

(0

(¢

)
(k

O\

(1



FVilma (ia <p) — — ia(ia <p)] —

((z,m)a ((y,n)d <(qap)) — (funk(p) — (funk(q) —
(Vifza (ia <4) — - ia(ia <4)] —

2w!, 8 (2w, o ((@m)Z(q®p) )

260 + zw’(’m’n) ) (zw‘(zm’y) a((m,x)/(p®q)):—~>)—

ZWIZm,n) 9 (ZW?w)y) 9 ((xz,m)4(q @p))—l =)
(32): — — — — — — — —
F sz()m,n) ) (zw'ngy) a((m,2)Z(p®q)) =) —
(ZW((IK?/) 9 (Zwl()m,n) 9 ((l‘v m)l(q ®p)> —» ) —

(283,283)#146.; — = = = = = = =

i

((xz,m)a ((y,n)o <(qap)) — (funk(p) — (funk(q) —
(Vifza(ia <) — ~ia(ia <q)] —

anz(zw(, ) = anz(zw{, . 1))))))

S.213
FViima(ia <,) — - ia(ia <) —
((z,m)a ((y,n)d <(qap)) — (funk(p) — (funk(q) —
(Vifza (ia <4) — — ia(ia <) —

anz(zw ?m,y)) = anz(zw’(’myn))))))

136 Fda(ya <,) — da(ye <,)
(132) 2 — — — — — — — —

Fanz(l)a (ba <pf) — (anz(0)s (anz(l)anf) — = ba (ba <pf))

Fanz(l)a (ba <pf) — — ba(ba <pf)

FVilanz(l)a (ia <pf) — — ia (i <pf)]

(284) :

(283

(6

(284

(285

(«

(286

(287



S.202

= (z,anz(1))a ((y,n)8 <(4enf)) — (funk(nf) — (funk(q) —

(Mijza (ia <4) — ~ i (ie <g)] —

anz(zw, ) = anz(zw iz o)) (o
(71)
- (@, anz(1))a ((1:1)2 <(genf)) — (funk(q) —
(Vilza (ia <) — i (ie <g)] —
anz(zw!, ) = anz(zw{inz) ) G
(261):: — — — — — — — —

= (z,anz(1))8 ((y,n)8 <(4gnf)) — (funk(q) — (Vi[- ia (ia <)) —

anz(zw!, ) = anz(zw{inza) ) (288

8§ 162.zerlegung.
Um in (288m—das Vorderglied-a'81 #147
Vi[-ie (e <))

durch ~ ya (ya <,)‘ zu ersetzen, vertauschen wir in (288) mit, ya ¢ |<¢*. Es ist nam-
lich leicht der Satz

, Ffunk(g) — (= ya (¥ <¢) — 8 (id < o <,)) (a

zu beweisen. Damit dann filge ¢ |<«* wieder ,¢* in den Satz komme, sind die Satze (189),

y9 <4
, Ffunk(q) — (- ya(ya <4) — anz(zw‘(]r’y)) = anz(zwgﬂy) : ))) (s

und
- (z,an2(1))8 ((y,n)8 < (genf)) — (@,an2(1)a (1:1)8 < uo<punr)” (1

anzuwenden. Wir beweisen mit (257) den allgemeinern Satzaus {) durch Ersetzung von
,anz(1)" durch ;,m' und von nf‘ durch ,p* entsteht. Wir haben dazu den Satz

F(da(ya <) = (@m)a (d,0)s < o <,y,,)) =

(do (asq) — (ca(0ap) — (ad(ya <) —

(2,m)9 (2,008 <18 <,5,))))" (5
ndthig, der aus (209) und (197) folgt.

181das Unterglied

#14TTextkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!



§ 163.Aufbau.

197 Fas(yo <,) — (do(avq) — da(ad (¢ ["2=)))

+ (x,m)a ((d’ C)G S(q‘ya §q®p)) -
(aa (ya <4) — (da(adq) — (ca(oap) —

(z,m)a ((a,0)8 <

- (da (ya <y) — (m,m)a ((d)o <1 <,,)
(da (yo <,) — (a8 (ya <,) — (48 (asq) — (ca (08 D) —
(z.m)a (0,008 <,18<,0,)))
(285): — — — — — — — —
- (da (ya <y) — (m,m)3 ((d)o <1 <0s,) —
(43 (a8.q) — (ca (00 p) — (ad (43 <,) —
(2.m)3 ((a.0)8 <118 <y,)
VeV [(ca (ya <y) — (M) ((6,0)8 <18 245))
Vo [ca (09 q) — Va 08 (aap) — (08 (43 <,) —

(x,m)a ((07 CL)G S(q‘ya §q®p)))”]

(257)
- (@ m)a (4,008 <(gen) —
(r8 (v3 <,) — (w.m)a ((z,m)o < 10 <,5,))

(a8 (g2 <) — (,m)3 (3,008 <18 2,,))))

E(z,m)a ((a,0)8 <(4ap) —
((x,m)a ((z,m)o §(q|y9§q®p)) -
(@3 (43 <) — (0.m)3 ((@,0)8 <o <yey)

(140) =

(«

(B

(v

©

(e

(€



S.215
= (z,m)a((a,0)8 <(ap) —

(aa (ya Sq) - ('Tvm)a ((CL, 0)9 S(q|y9 §q®p))) (289
140 Fya(ya <)
(289) :

= (z,m)a ((y,n)8 <(ap) —

(z,m)a ((y,n)e < (290

(q*® S«@op))

8 164.Zerlegung.

Um den Satz{) des § 162 zu beweisen, brauchen wir die Satze
’ |—(E8(d6 SG{)_)(da (ye Sq)—>l'8(d8 S(q‘ya Sq)))l (a
(194) und (189). Wir beweisem} mit (144).

8 165.Aufbau.
194 Fzao (ye <(q|u)) — T3 (ya <q)
X

F-oza(ys <¢) — — za(yo <(gmw) (291

137 Faa(ds <0<, —

(da (as (g |"®=1)) — w3 (ad < 0+,))

Fxza(de S(qug gq)) — (aa(ya <q) —

(da (aaq)ﬂxa(aa S(q|y9 Sq)))) (a

F({da(ys <¢) —mwa(de < ,0<,)) =
(da (yo <4) — (ad (ya <y) — (da(adq) —

SCG((IG < |y3 Sq))))) (ﬂ

—(q



(144) :

(140) ::

t (da (ya Sq) — 9 (de S(que Sq))) -
(da (adq) — (ad (ya <4) —

J:a(ae S(q|y9 Sq))))

- Y [(09 (yo Sq) —z9 (09 S(que Sq))) -
Vaoa (adq) — (ad(ya <4) —

z8(ad <8 <,))]

Fao(de <4) —
((‘ra(ya Sq)—>$8($9 S(que Sq)))_)
(de (ya Sq) —>£L'9(d8 S(p‘ya Sq))))

I_ T (da Sq) - (.fa (er S(qua Sq)) -

(da (ya Sq) —>$3(d9 S(q‘ye Sq))))

Fza(de <4) — (da(ya <4) — za(da S(q‘ya sq)))

140 Fya(ys <g)

(292) :

S.216

(269,270) ::

F funk (¢ [V® S0) —
(da (ya Sq) - (_' Yo (ye <(q|y9 Sq)) -

y9 <
(xa(do <o <,) = da(@w® "))

F funk (¢ |¥° S9) —
(— ya(ya <q¢) — (za(da <4) —

(da (yo <q) — do (zwgil,:)a )

(v

o

(e

(«

(292

(293

(«

(6



Ffunk (g [V9 S¢) — (= ya (yo <) — (do (ZW((II,y)) -

y9 <gq
da (zw( " ") (v

ds @w(?) ") ©

(qf*® =)

Fda (zwﬁx’y)) —da (zw(m’y) )

(294

274 Ffunk(q) — (da(ya <,) — (= ya(ya <4) —
(v3(da <,) — da (2w, ,))))

(201,201): = = === = = =

(8 (do <0<, — do (2wl ) (o

(269,270):: = = = = = = = =

(@ 75) s da (zw?, ) €

IVa): — — — — — — — —

= funk(q) — (= ya (ye <) —

y9 <
((de (zw‘(]w)y)) —da (ZWEZ"y) q))) —

(—da (aw?, ) = (—da (2w =) G

(294) =

F funk(q) — (= ya (yo <¢) —

(—da (zw?, ) = (—da @ (" ")) (6

N—

= funk(q) — (= ya (ya <¢) —

va[(—as (zw?, ) = (—as (2w 17 =) (e



= funk(q) — (= ya (ya <¢) —

y O <q
) = anz(zwgilz) : ) (295

Yy
anz(zw
(2W (s )

278 Ffunk(q) — (da(da <4) — (da(aaq) — ad (ad <y)))

Ffunk (¢) — Yo 08 (08 <4) — Va[pa(asq) — aa(aa <y)|] («

(144): — — — — — — — _
S.217

Fia(ya <,) — (funk(q) — (ia (ia <4) — ya(ya <)) (296
(194): — = — — — — — —

Fia(ya <) —

(funk(q) — (8 (ia <0 <,)) = Y3 (¥9 <4))) G

X

Fia(ya <q) —

(funk(g) — (= ya(ya <4) = =i (ia < ,a<,)) (6
(193) 1 v

Ffunk(q) — (= ya (ye <¢) =~ ia(ia <, ,0<,)) O

Ffunk(q) — (= ya(ya <4) = Vi[~ia(ia < o<, (297
(288): — — — — — — — —

= (z,anz(1))a ((y;n)8 < 8 < onf)) —

(funk (g V2 =1) — (funk(q) — (= ya (ya <4) —

ana(ow 7 ")) = ana(ewnz) ) (@

(290,189) 1 = = = = = = = =

- (@ anz(1) (1) <(enr) — (unk(a) = (= ya (yo <,) —

y9 <4
anz(zw (1" ")) = anz(zw{fnz0) ) G

(IlIa):




!/a Sq
Fanz(zw(, ) = anz(zwgiljy) )) =

((z,anz(1))a ((y,m)8 <(yenf)) — (funk(q) — (= ya (ya <) —

f
anz(zw [(Ix,y)) = anz(zw ?anzu),n))))) (v

= (z,anz(1))8 ((y:n)8 <(4enf)) — (funk(q) — (= ya(ya <4) —

anz(zw ?r,y)) = anz(zw ?;ﬂZ(l),n)))) (298

b) Beweis des Satzes
, Fanz(0)a (ne <pf) = n= anz(zw?gmz(l)m))‘

und Schluss des Abschnitte.

§ 166.Zerlegung.
Wir beweisen den Satd) des § 158 mit (160). Dazu brauchen wir den Satz
, Fanz(0)a (na <pu) —
anz(zw?aflnz(lm)) = anz(exte (- (¢a (na <puf) — ¢ =anz(0)))) * (a
der mit (IVa) und (96) aus den Satzen
. Fas(na <pf) = (anz(0)a (ne <pf) — (= a=anz(0) — ad (2w hnz).)) * (8

a8 @W{inga) ) = (a8 (nd <pf) = a = anz(0))" (
folgt. (5) ist auf den Satz
, Faa(na <ut) — (anz(0)a (na <pf) — (- a =anz(0) — anz(l)a (ad <pf)))"

©
zuruckzufuhren, der aus (242) abzuzuleiten ist. Wir egmatiunéchst
, Fanz(0)a (ad <pf) — anz(l)a (ad <pf)' (e
S.203 | Es kommt nun darauf an, den Satz
. Fas (na <pf) — (anz(0)a (ne <nf) — anz(0)a (ad <pf))" (¢
zu beweisen. Dieser folgt aus dem Satze
, Ffunk(p™!) — (na(re <,) — (ma(re <,) —
(= na(ma <,) —ma(na <)) (n
der ahnlich (243) ist und daraus abgeleitet werden kanmesen wir (243) so
, Ffunk(p™!) — (ra(ne <,-1) — (ra(me <,-1) —
(- ma(na <p-1) = na(mo <,-1))))"
so bleiben die Satze
, Fna(ma <,-1) = ma(ns <p)" (9
, Fma(na <,) = na(ma <,-1)" (¢

und ahnliche zu beweisen, was mit (123) geschehen kann.



8§ 167.Aufbau.

23 Fda(aep™ ') —asa(dap)

(123) :

Fda(ne <,) — (do(aap ') —aa(na <,))

FvYope(ne <,) — Va[da(aept) —as(na <,

Fna(me <p,-1) —

(Va[na (aap™') — as(ns <,)] — ma(na <,))

131 tFaa(nap) —aa(na <)
(23): — — — — — — — —
Fna(aap™t) —as(na <)

N—r

FVane (aap™') — as(na <,)|

Fna(me <,-1) = ma(na <,)
X

F- ma(ne <,) — - na(ma <,-1)

Nt Fm=n—-n=m
(139): — — — — — — — —

Fda(ma <,-1) — (da(adp) — ad (ma <,-1))

N—r

(«

(6

(v

(0

(e

(299

(300

(301

(o



FYopa(me <,-1) = VaPa(aap) — as(ma <,-1)]]

(123) :
Fma(na <,) —
(Va[ma (aap) — as (mo <,-1)] = na(me <,-1))
s214 |
131 Fas(mep™') —as(ma <,-1)
22): — — — — — — — —
Fma(aap) — ad(ma <,-1)
FVa[ma (agp) — as(moe <p-1)]
() :
Fma(ne <p) = na(moe <,-1)
(136): — — — — — — — —
Fma(ne <,) = na(me <,-1)
(200) 1 — — — — — — — —
Fma(ne <p) — (- n=m —na(mo <,-1))
(301): +— S
Fma(ne <) = na(me <,-1)
299 Fna(me <p-1) = ma(na <,)
(136): — — — — — — — —
Fna(ma <,-1) —»ma(na <p)
(200) 5 — — — — — — — —
Fna(me <p-1) = (- m=n—-ma(ns <))
(301): +— v -
Fna(ma <,-1) = ma(na <,)
(243):: — — — — — — — —
Ffunk(p~!) — (re (ne <,-1) — (re(me <,-1) —
(= ma(na <p-1) = ma(ne <p))))
Ffunk(p~t) — (na(re <,) — (ma(re <,) —
(- ma(ne <p,-1) = ma(na <,))))
(300) 5 — — — — — — — —

- funk (p™t) — (na(re <) — (ma(re <,) —
(m na(ma <) > ma(nd <p))))

(5

(v

(6

(e

(302

(«

(6

(303

(«

(6

(304

(«

(6

(305



242 +anz(0)a (ad <pf) — (funk(nf) —
(anz(0)a (anz(1)anf) — anz(1)a (ae <pf)))

(110,71) =
-anz(0)a (ad <pf) — anz(1)a (ad <pf)

305 | funk(nf') — (as (ne <pf) — (anz(0)a (e <pf) —
(= aa(anz(0)s <pf) — anz(0)a (ad <pf))))

(126, 89) ::

Faa(na <pu) — (anz(0)a (na <pf) — anz(0)a (ae <pf))

Faa(na <u) — (anz(0)a (no <pf) —
(= a=anz(0) — anz(0)a (a® <pi)))

Fas(ne <pf) — (anz(0)a (nd <pf) —
(= a=anz(0) — anz(l)a (ad <pf)))

274 Ffunk(nf) — (ad (na <pf) — (- na (na <uf) —

(anz(1)a (a8 <pf) — ad (@Whnz1).m)))

Fas(na <pf) — (anz(0)a (na <pf) —

(anz(1)8 (a® <pf) — a8 (2wWinza)m))

Faa(ne <pu) — (anz(0)a (na <pf) —

(= a=anz(0) — asd (ZW?;nz(l),n))))

Fanz(0)a (na <pf) —

(= (ad (n® <pf) — a=anz(0)) — as (W/hnz1).m))

270 Fas (Zw?gnzu),n)) —anz(l)a (aa <pf)

(132) : — — — — — — — —
Fas (Zw?énzu),n)) — (anz(0)a (anz(1) e nf) — anz(0)a (ad <pf))
(110)
- a® (2w @nz(1),n)) — anz(0)a (ad <pf)
(IIld): — — — — — — — —

(306

(307

(«

(308

(309

(«

(310

(«

(311

S.218



Fas (Zw?gmzu),n)) — = a = anz(0) (312

() === =~
- a8 (ne <nf) = (a8 (@W{inz) ) — = (a8 (18 <pf) —a= one(O)
«
(269) 1 — — — — — — — —
Fad (ZW?énz(l),n)) — = (ad (nd <pf) — a = anz(0)) B
(IVa)
F (= (ad(nd <pf) — a=anz(0)) — ad (ZW?aﬁnz(l),n))) -
(—a® (W {ng) ) = (= (a8 (n8 <pf) — a = anz(0)) ¥4 G
(310): — — — — — — — —
Fanz(0)a (na <ps) —
(—ad (prénz(1),n))) = (—~ (a8 (ne <pf) — a = anz(0)) **9 (6
(77)
Fanz(0)a (na <pf) —
(—ao (2w nz1),m)) = [—avexte (= (ca (no <pf) — e =anz(0))] (e
Fanz(0)a (na <pf) —
Va [(—ad (wlng) 1)) = [—as exts (+ (3 (08 <pf) — = = anz(0))]
©
(96): — — — — — — — —
S.221
Fanz(0)a (na <p) —
anz(zw sy ) = anz(exte (~ (c8 (n® <pt) — € = anz(0)))) (313
(Ifla): — — — — — — — —
Fanz(0)a (na <p) —
(n = anz(exte (- (¢8 (na <pf) — e =anz(0)))) —»n= anz(zw?;nz(l),n)))
(«
(160) :: — — — — — — — —
Fanz(0)a (na <pf) = n = anz(zw?;nz(l)m)) (314
(IIla): — — — — — — — —
Fanz(0)a (na <ps) — (anz(zw‘(ILy)) = anz(zw?&nz(l)m)) — anz(zw‘(lzyy)) =n)
(«
(298) ;0 — — — — — — — —

- anz(0)a (na <nf) — ((x.anz(1))a ((5.1)8 <(yenf)) — (funk(g) —
(= yo (yo <) — anz(zw?, ) = n))) €



Fanz(0)a (ne <pf) — ((z,anz(1))a ((y,n)8 <(4enf)) — (funk(q) —
(- ya(ya <4) — anz(0)a (anz(zw{, )8 <pf) ***))) (315

110 + anz(0)a (anz(1)anf)

(285) :

- anz(1)a (na <pf) — anz(0)a (na <pf) (316
(234) 8 — — — — — — — —

- (2,anz(1))3 ()8 < (gant)) — anz(0) (n® <pf) (317
(315): — — — — — — — —

- (@.anz(1)) (5,18 <enh)) — (unk(a) = (~ ya (yo <,) —

anz(0)@ (anz(zw{, ,\)® <pf))) («

= anz(0)s (anz(zw{, ,))® <pf) — (funk(q) — (= ya (yo <) —

- (z,anz(1))a ((y;n)8 <(4enf)))) (B

F = anz(0)a (anz(zw? )8 <pf) — (funk(q) — (= ya (ya <4) —

(z,y)

Ve[~ (z,anz(1))a ((y;¢)8 <(4enf))]) (318

8 168.Zerlegung.
Die letzten beiden Uebergange dienen zur Wegschaffang:tled/ir beweisen nun den
Satz
, Fra(ye <) = — Vel (z,anz(1))a ((y,¢)0 <(yenf))]’ («
mit (144) und brauchen dazu den Satz
, o Ve[s (zanz(1))a ((de)a <(ygnf))] — (do (a0 q) —
- Ve[= (z,anz(1))a ((a,¢)8 <(yenf))])" (8
den wir aus (209) ableiten.

8 169.Aufbau.
209 F (z,anz(1))a ((d,c)® <(4@nf)) — (da(adq) —

(ca (oanf) — (z,anz(1))8 ((a,0)8 <(4enf))))

X
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(IIa) :

(156) :

F (z,anz(1))8 ((d,c)® <(,onf)) — (d8(adq) —

(= (z,anz(1))8 ((a,0)8 <(4enf)) — — cd(0anf)))

= (z,anz(1))a ((d;c)a <(ygnf)) — (do (adq) —

(Ve [= (z,anz(1))8 ((a,e)® <(4gnf))] — — cd(0oanf)))

N—r

F (z,anz(1))8 ((d,c)8 <(4enf)) — (d8(adq) —

(Ve [ (z,anz(1))a ((a,6)8 <(yenf))] = Va[= ca(aanf)]))

F (z,anz(1))8 ((d,c)® <(4enf)) — (d8(adq) —

(Ve [ (z,anz(1))a ((a,e)8 <(ygnf))] — — anz(0)a (ca <pf)))

X

= (z,anz(1))a ((d;c)8 <(ygnf)) — (anz(0)a (ca <pf) —

(Ve [ (z,anz(1))8 ((a,6)8 <(ygnf))] = — da(aaq)))

= (z,anz(1))a ((d;c)8 <(yenf)) —

(Ve [= (2,anz(1))a ((a,¢)8 <(yenf))] =~ da(adq))
X

Fda(asq) — (Ve [~ (z,anz(1))a ((a,¢)8 <(ygnf))] —

= (w,anz(1))8 ((d,c)8 <(4enf)))
Fda(asq) — (Ve[ (z,anz(1))8 ((a,e)® <(4gnf))] —
Ve[~ (z,anz(1))a ((d,e)d <(4gnf))])

X

(«

(6

(v

(6

(e

(©

(

(0¥



F = Ve[ (z,anz(1))s ((d, )8 <(ygnf))] —
(da(adq) — = Ve[~ (z,anz(1))a ((a,¢)d <(4znf))])
FVo [- Ve [- (z,anz(1))8 ((0,¢)8 <(4enf))] —

Va[oa (asq) — = Ve[~ (z,anz(1))a ((a,¢)8 <(4enf))]l]

(144) :
Faa(ys <g) — (= Ve[ (z,anz(1))a ((z,¢)d <(yonf))] —

- Vel (z,anz(1))a ((y,¢)8 <(senf))])

lla Ve[~ (z,anz(1))8 ((z,e)8 <(yonf))] —
~ (z,anz(1))a ((z,anz(1))8 <(yenf))
X
F(z,anz(1))8 ((z,anz(1))® <(4enf)) —

- Ve[ (z,anz(1))a ((z,¢)8 <(yenf))]

(140) =

F = Vel= (z,anz(1))e ((z,¢)8 <(,onf))]

Faa(ys <4) — — Vel- (z,anz(1))a ((y,¢)8 <(enf))]
X

FVe [ (z,anz(1))a ((y: )8 <(genf))] = = 70 (y8 <¢)

F - anz(0)e (anz(zw{, )8 <pf) —

(funk(g) — (= ya(ya <q) =~ za(ya <y)))

X

(¢

(k

O\

(1

(v

(319

(320

(o



F = (funk(¢q) — (- ya(ya <4) — - za(ya <,))) —

anz(0)s (anz(zw{, ,))o <pf) (321

§ 170.Zerlegung.

Es soll nunm—das Vorderglied-a'®? #151in (321) weggeschafft werden. Wir beweisen
dazu den Satz

. (funk(q) — (= ya (ya <g) =~ za (ya <,))) — anz(zw(

Ly)) =anz(0)' («
mit (97), (271), (265) und dem Satze

, Fda (ngmvy))—upa(ya Sq)‘ (B
der aus (269) und (270) mit dem Satze
, Fda(ys <g) — (za(de <y) —xa(ys <y))" (v

folgt, den wir mit (144) beweisen.

S.219 |

8§ 171.Aufbau.

137 Faa(ds <,) — (do(adq) — za(ad <))

Fvo[za(da <,;) = Vapa(aag) — za(aa < )] (a
(144) :
Fda(ya <4) — (zo(de <4) — wo(yo <)) (322
(269,270) : = = = = = = = =
Fda (zwl, ) — zo (yo <) (323
(e): — — — — — — — —
o ya(ye <) — (da (W], ) —
- (mya(ys <g) =~ wa(ye <)) (o
(271): — — — — — — — —
Fda (zw(, ) = = (m ya(ya <g) — ~ za(ya <)) (8
Uf): == — === — -

182das Unterglied

#151Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!



(139) :

da (zw!, ) —

= (funk () — (= ya (ya <) =~ za(ys <))
X

E (funk(q) — (= ya (yo <¢) =~ za(ya <)) —

~ da (zw!, )

F (funk(q) — (= ya (ya <g) =~ za(ya <y))) —

Va[- a8 (zw‘(ZLy))]

F (funk(q) — (= ya (ya <¢) =~ za(ya <y))) —
anz(zw‘(]w’y)) = anz(0)

F (funk(q) — (= ya (ya <q) =~ za(ya <y))) —
anz(0)a (anz(zw‘(zz7y))a <nf)

(v

(6

(324

(«

(6

(v

(325

(a

(6
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(139) :

(ITIb) :

- anz(0)a (anz(zw%)a <pf) —
(A= (z,y) = (- ya(ya <q) —
(za(de <g) =~ da(yd <,))))

- anz(0)s (anz(zw%)a <,) —
VnVm[A = (m,n) — (- na(ne <4) —

(ma(de <) — — da(na <y)))]

F — anz(0)a (anz(zw%)a <p) — — da (zw)
N—

F = anz(0)a (anz(zw%)a <p) — Va[- as (zw?)]

F = anz(0)a (anz(zw%)a <pf) — anz(zw) = anz(0)
X
F = anz(zw?) = anz(0) — anz(0) 8 (anz(zw?)a <pt)

F = anz(0)a (anz(u)a <pf) — - u=2zw?
b= anz(0)a (anz(u)a <pf) — VAVg[- u=2zwg]
X

= VAV [- u=2zwg] — anz(0)a (anz(u)a <pf)

(v

(6

(e

(€

(n

®

(326

(«

(6

(327



A. Beweis des Satzes
, Fanz(0)a (anz(u)a <pf) — — VAVq [~ exte (—eou) = zw]*

8 172.Zerlegung.

Wir versuchen den zu beweisenden Satz in Worten so wiedeizung
Wenn die Anzahl eines Begriffes endlich ist, so lassen siehunter ihn fallenden

Gegenstéande in eine einfache Reihe ordnen, die von eineimb@en Gegenstande bis

zu einem bestimmten Gegenstande lauft.”

Dieser Ausdruck ist insofern unvollkommen, als danach der $ir die Anzahl Null
nicht zu gelten scheint. Wir kénnen aber eine reihende Benig so annehmen, dass ihrer
von A bis © laufenden Reihe kein Gegenstand angehért, indem das siemnddlitt, was die
Definition (P) fordert, damit ein Gegenstand dieser \Wibis © laufenden Reihe angehdre.

Wir haben nach (314)

, Fanz(0)a (anz(u)e <pf) — anz(u) = anZ(ZW?a];nzu),anz(u))) ‘

Danach giebt es eine Beziehung, die (ﬂ(fﬂnz(l)gwgaz(u)))—Begriﬁ in denu-Begriff und
deren Umkehrung diesen in jenen abbildet. Es sei dies-8ieziehung. Wir zeigen nun, dass
wir die (p o nf o p~1)-Beziehung als reinende nehmen konnen. Es ist zunachstigenze
dass jeder unter denBegriff fallende Gegenstand der varbis y laufendenp o nf o p=1)-
Reihe angehort, wanz(1) zu = undanz(u) zu y in der p-Beziehung steht. Wir schreiben

allgemeiner stattanz(1)‘, m', statt ,anz(u)‘, n' und statt nf*, ¢' und beweisen den Satz

L. ) — (zw‘(zm)n

, Fna(yap)ﬁ(ua(zw‘gm)n)ap_ )a(uep:—»)—>

(ma (zap) — (cou— co (ZWEZZ;I)OP_ N (a
der mit (8) aus
, Fna(yap) — (funk(p™') — (zw{,, @ (uap:—) — (ma(zap) —

(a0 (2!, ) — (ca(aap) — ca (zwF5 )" (8
| folgt. Folgendes Bild erleichtere das Verstandniss:
<q7
a T) C
<q7
m T X
Um (3) zu beweisen, brauchen wir unter andern folgende Satze
, zw’(’mm)a (ueap:—»)— (ma(xap) — (ad (zw‘(]mm)) —

(a3 (cap) — 23 (cd <(pogop—1))))) (v
und

, zw‘(Im’n)a (uap:—~»)— (ad (ZW‘(]m,n)) — (a9 (coap) —

(nad (yap) = cd(yd <(pogop—1))))) (0
die wir aus

, Fsa(an <,) — (zw‘(]mm)a (uap:—> ) — (bo (zw‘(lmm)) —

(ma(sa <4) — (sa(rap) — (ad(na <4) —
(a8 (cap) =13 (cad <(pogop-1)))))))) (e

S.220



ableiten, indem wir einmal mit z, s mit m undb mit a, das andere Mal mit y, a mit n. und
b mit s zusammenfallen lassen und dann filr, o' und fur ,»*, ¢' schreiben. Man vergleiche
hierzu folgendes Bild.

<q7
a T) C

<q7
S T) r

<q7
m T) x

Wir gebrauchen, umej abzuleiten, (152), indem wir die Functionsmarkg¢)* durch
y§o(na <) — Vel6a(eap) =10 (ed <(pogop—1))]"

ersetzen. Dabei werden wie im Beweise von (186) die Satzg) (1&d (185) angewendet,
wodurchm—das Vorderglied-m*83 #152

,— zw'(lmm) 9 (uap:—~»)"

eingeflhrt wird.

8§ 173.Aufbau.
183 zw‘(zm’n) 9 (uap:—»)— (Va[- do(adp)] —

— ds (ZW ((I'Irz,n) ))

273): — — — — — — — —
- funk (q) — (zw!,, )8 (uap:—) — (Va[~ da(aap)] —
(- na(na <4) — (ma(de <,) — — da(na <,))))) (o
(271,265):: = = = = = = = =
Faw{, 8 wap:i>)— (Va[~ da(aap) —
(ba (zw(,, ) — (ma(da <4) — = da(na <)))) 6]
(185) 1 — — — — — — — —

183as Unterglied

#152Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!



S.226

F zw'(lm n@uap:i—)—
Ve [da (eap) —Tra (29 S(poqop*l))] -
- ra (Ce S(poqop*l)) -

(
(
(da(asq) — (as (cop) — (ba (zw?, ) —
(ma (do <,) =~ da (nd <,)))))

X

Faw? e (uap i) —

(Ve [da (eap) = 13 (ed <(pogop—1))] —
(do (na <,) — (da (adq) — (ad (cap) —
(ba (@, ) — (ma(da <,) —

(m,

9 (Ca S(poqop_l))))))))

Faw! e (uepi) —

((da(na <,) —

Ve [da (cap) — 19 (¢0 <(pogep1)]) =
(da (na <,) — (da (a8 q) — (ad (cap) —
(b (aw!, ) — (ma (ds <,) —

(m,

(v

(0

(e



(322)

(152) :

[ ZW((me) 9 (uap:—~>)— (bo (qu ) —

(m;n)

((da(na <4) —

Ve[da (eap) — ro(ed 1y #53)]) —

<
(ma(da <,) — (da (ae((;; q—>p(ae (na <4) —

(ad(coap) =19 (cd <(pogop1)))))))) («
F zw‘(zmyn) 9 (uap:—)— (ba(zw?
(43 (na <,) —

Ve [da (eap) — 10 (ed <(pogop-
(sa(da <4) — (da(aaq) — (a
(ad(cop) = ra(cod <(pogop-1))

o =
£}
o
A
N
!

~—
~—
~—
~—
~

(n

N—

Faw(,, e (uep:—>) — (ba(zw(, ) — (ma(se <

A
<
1

Vo [(de (na <,) —
Ve [DG (eap) — 79 (63 S(poqop*l))]) -
(sa(va <4) — Valoa(adgq) — (ad(na <,) —

Ve [Cla (eep) —>7‘3(23 S(poqop*l))])})])) (19

q

Fsa(ad <g) = (zw(,, , @ (udap:—> ) —

(ba (zw!

(m,n

) = (ma(sa <q) —
((sa(na <¢) —
Ve [so (eap) — 73 (¢d <(pogop-1))]) —

(ae (TLG Sq) — Ve [CLS (eep) — T3 (23 S(poqop*l))]))))) (L



Fsa(as <4) — (zw?

(mn)

d(uap:—)—

(ba (zw!

(m;n)

) — (ma (86 Sq) —
(‘v’e [Sa (eap) — T (39 S(poqop*l))] -

(ad (no <4) —

Ve[aa (eap) — 79 (ed <(pogop-1))]))))) (r
(182) 2 — — — — — — — —
Fsa(an <4) — (zw‘(zm’n)e (uap:—> ) — (bo (ngm,n))
(ma(sa <q) — (sa(rep) — (ad(ne <4) —
Ve[aa (eap) — 170 (ed Z(pogop-1))]))))) A
(IIa): — — — — — — — —
S.227
Fsa(an <4) — (zw‘(zmyn)a (uap:—»)— (bo (ZW((]m,n)) —
(ma(sa <,) — (sa(rap) — (ad(ne <4) —
(a8 (cap) = 18 (¢8 <(pogep-)))))) (328
140 + mo (ma <,)
(328) :
Fma(ad <4) — (zw?m’n)a (uap:—») —
(ad (zw(,, ) = (ma(zap) — (ad (nd <¢) —
(aa(cap) —>.’L‘6<CS S(quOp*))))))) (a
(269,270) : = = = = = = = =

+ ZW((lm n)e (Uap = ) - (me (erp) - (ae (ZW?m ”)) -

(CI,Q (Cap) —>$3(CS S(poqopfl))))) (329

140 Fna(na <,)

(328) :
Faa(ne <,) — (zw?mm)a (uap:—~» ) — (ad (zw?m,n)) —
(ma (ad <4) — (ad(cap) —
(na (yap) = cd(yd <(pogop-1))))))) (a
(269,270):: = = = = = = = =

2w, 8 (e p i) — (43 (2wl ) — (a5 (cap) -

(na(yap) = ca(yd <(pogop—1))))) (B



funk(pogqop™t) — (zw{,, o (uep:>) — (ad (zw(, ) —
(ad (cop) = (na(yap) = (= ya (yd <(pogop-1)) —

(28 (€0 S(pogep1)) — €3 (W% ) (v
Ffunk(pogop™) — (na(yap) —

(= y8 (y® <(pogop-1)) = (ZW(,, @ (B P> ) —

(mo (zap) — (ad (zw‘(’

m,n))

ca (w5 ) (330

— (ad(cap) —

8 174.Zerlegung.
Umm—das Vorderglied-m'8* #154
, 7 Y3 (Y3 <(pogop—1))
wegzuschaffen, beweisen wir den Satz
, Fna(yap) — (ma(rap) — (28 (Y9 <(pogop-1)) —
(funk(p™) — ma (na <,))))" (a
den wir mit (177) auf
, Fna(yap) — (funk(p™) — (ma(zap) — (za(ya(potop™)) —
ma (nat))))" ]

zurtckfihren. Wir zeigen, dass es Gegensténaled o giebt der Art, dass zux unda zuy

in der p-Beziehung stehen, und dassuf s in der ¢g-Reihe folgt. Aus der Eindeutigkeit der
S.223 umgekehrtem-Beziehung folgt dann, dassmit m | unda mit n zusammenfallt, dass also

n aufm in derg-Reihe folgt. Auchm—das Vorderglied-m'®> #155

,—funk(pogop™")"
ist zu entfernen. Das geschieht leicht mit (17).

8§ 175.Aufbau.

Ma Fs=m— (- ma(nat)— - sa(nat))
(718 — — — — — — — —
Ffunk(p~!) — (za (sap™!) — (ma (zap) — (- ma(nat) —

- 59 (nat)))) (o

184das Unterglied
185das Unterglied

#154Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!
#155Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!



Ffunk (p™t) — (ma (zap) — (- me (nat) —

(se(nat) — -~ za(sap™)))) (B

Ffunk (p~!) — (ma (roap) — (- ma(nat) —

Velra (nat) — - za(rap )])) (v
(15): — — — — — — — —

Ffunk (p~t) — (ma (zap) — (- ma (nat) —

- za(na(top™)))) ©

(I1Ia) :

Fa=mn— (funk(p™) — (ma (zap) — (- ma(nat) —

- 23 (as (top™))))) (e
(1) — — — — — — — —

Fna(yap) — (funk(p™') — (ma (xap) — (- ma(nat) —

(ad (yoap) — — za(ad (top™)))))) (8

Fna(yap) — (funk(p™) — (ma (rop) — (- ma(nat) —

Velra (yap) — - za(ra(top™))]))) (
(15): — — — — — — — —

Fna(yap) — (funk(p™) — (ma (roap) — (- ma(nat) —

- za(ya(potop™))))) G

X
Fna(yap) — (funk(p™') — (ma (zap) —
(za(ya(potop™)) — ma(nat)))) (331

177 Fz8 (Y8 <(pogop-1)) — (funk(p™") = z8 (ya (po <4 op™")))
331): — — — — — — — —
Fna (yap) - (me (J?Qp) - (J)a (ya <(poqop*1)) -
(funk (p~!) — ma (na <)) (332



332 Fna(yap) — (¥8 (Y8 <(pogop-1)) —
(funk(p~") — na (na <))

X

S.229

Fna (yap) — (—| na (ne <q) —

(funk (p™) = = 48 (Y3 <(pogop-1))))

Fna (yap) — (aa (ZW((]

m,n))

(funk(pil) — Y (ye <(poqop_1))))

17 + funk (pil) — (funk (g) — funk (g Opil))

17n: — — — — — — — —
Ffunk (p~ 1) — (funk(q) — (funk (p) — funk(po gop™1)))
(265718) — === = ===
Ffunk (p~') — (a® (zw’(]mm)) — (zw‘(lm’n) 9 (uap:—)—
funk (pogop™)))
(330): — — — — — — — —

Ffunk (p~') — (na (yap) — (= Y8 (Y8 <(pogop-1)) —
(2w, 8 (wap:=) — (ma (zap) — (as (2w, ) —

(a8 (cap) — ca (zw%” )

(o

(333

(«

(B

(v



Fne (yap) — (funk(p™') —

(Zw{,, @ (udp:— ) — (md(zap) — (ad (z2w{,, ) —

(ca(aap™) — ca (2w ) ©
X

Fna (yap) — (funk(p™') — (zw{,, @ (uep:~) —

(ma (xap) — (~ ca (@27 ) —

(ca(aop™) — - aa (!, ) (c

N—

Fna(yop) — (funk(p™') — (zw{,, e (uepi>) —

(pogop™1)

(z,y) )=

(ma(xap) — (- coa(zw

Valca (aap™') — = as (zw{,, ) ©

(m.n)

Fua (zw?m n)ap_l i) — (noa (yap) — (funk(p~!) —

(Zw(,, @ (udp > ) — (ma(zap) —

(= co @97 )) = = caw))) (n

1;—»)—>

Fna(yap) — (ua (zwlgm’n) ap~
(aw! o (uap ) — (ma(zap) —

(roaor™)y _,  cau)))) W

(z,y)

X

(= co(zw

1:—)-))—)

Fnoa(yap) — (ud (zw‘(lmm) ap~

(zw{,, @ (uep:>) — (ma(zap) —

1

(cou— ca (zwF? ) (334

8 176.Zerlegung.



S.225

Wir haben nun den Satz] des § 172 bewiesen. Es bleibt uns noch der Satz |
, Ffunk(q) — (zw?m,n)e (uap:—)— (- na(ne <) — (na(yap) —

(ud (zw‘(zm_’n)a;zf1 =) — (ma (zap) —

(ca (w7 D) — cau))))))* (a
abzuleiten. Dieser ist mit (179) aus den Satzen

, FVe[ta(cap) — -~ ma(va <) —

(funk (p~') — (ma (zap) = = 28 (cd <(pogop-1)))) (B
und

, Ffunk(p™!) — (Ve [ta (cap) — - ta(na < )] —

(na(yap) = = cd (Y3 <(pogop-1)))) " (v
abzuleiten, indem aus der Eindeutigkeit ger'-Beziehung geschlossen wird, dass derselbe
Gegenstand, der zuin derp-Beziehung steht, auch der mit anfangenden und auch der mit
n endendery-Reihe angehort. StatB] und () beweisen wir zunachst die Satme;-die bei
denselben Vordergliedern als Hinterglieder habatf® #156

.o za(ca(po <goph))
und

;o ca(ya(po <gop7))”
Mit dem Satze (180) gehen wir zg@g) Uber. Um zu §) Gberzugehen, bedurfen wir des ahnli-
chen Satzes

, Ffunk(p™) = (co (¥ <(pogop-1)) —
<

(na(yap) = ca(ya(po <gop ")) (5
den wir aus (177) ableiten.

8§ 177.Aufbau.

136 Faa(na <4) —ad(na <,)

e (aapt) — (a8 (ne <) —

(na(yap) — ca(ya(po <40p 1)) (@
X

F-ca(ya(po <40p™")) — (na(yap) —

(a8 (ne <¢) — — ca(aap™))) (B

N—

186die bei denselben Untergliedern als Oberglieder haben

#156Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!



k= ca(ya(po <gop ') — (no(yap) —

Ve [ta (ne <,) — - ca(tap™ )]

(15): — — — — — — — —
F-ca(ya(po <4op7t)) —
(na(yap) — — ca(na(<40p™")))
F-ca(yalpo <4op™h)) —
Ve[va (yap) — = ca(ra(<qop )]
(15): — — — — — — — —
F-ca(ya(po <gop™')) — - ca(yalpo <qop )
X
Fea(ya(po <qop™')) —ca(ya(po <40p7"))
A7) — — — — — — — —
8 (¥ <(pogop-1)) — (funk(p™) — ca (ya (po <4 0p™")))
140 Fna(no <,)
(184) :
Fna(yap) —ya(ya(po <qop "))
(IIc) :
s.231
Fy=c— (na(yap) —ca(ya(po < 0p7"))
(130) s — — — — — — — —

Fca (Y9 <(pogop=1)) = (7 €8 (Y3 <(pogop-1)) —

(na(yap) — ca(ya(po <gop™ "))

(v

(6

(e

(€

(n

<

(»

O\



Ffunk (p™') = (c8 (¥8 <(pogop-1)) —
(ng (yap) —ca(yo (p o <y op_1)>)

X

Ffunk (p™') — (= ca(ya(po <gop™')) —

(ne (yep) — 7 Cd (ya S(poqoz)*l))))

23 Fco(aap™t) —as(cap)

(IIa) :

(15) :

(ITTa) :

FVe[ta(coap) — = ta(na < )] —
(co(adp™) = = ad(na <))

X
FVe[ta (cap) — - ta(na <)) —
(ad (nd <4) =~ ca(aap™))
FVefta (cap) — - ta(na <,)] —

Vefta (no <,) — - co(tap™ )]

FVrta(cap) — - ta(na <,)] — — ca(na (<, op™t))

Fe=n— (Vr[ta(cap) — — ra(na <) —

- ca(ed(S40p7) M)

Ffunk(p™!) — (na (yoap) — (Ve[ta(cop) — — ta(na <

(ed(yop) =~ ca(ea(<g0p7 1))

N—

Ffunk(p™t) — (na (yop) — (Ve [ta (cop) — — ta(na <

Ve[ra (yap) — — ca(ra(<q0p™ 1))

(335

(336

(«

(6

(v

©

(e

(€

(n



Ffunk(p~!) — (na (yap) — (Vr[ta(cap) — = ta(ne <,)] —

- C3 (ya (p o Sq opil)))) (19

Ffunk (p~!) — (Ve [ta (cap) — - to (na <,)] — (na (yap) —

- ca(ya S(IJOqufl)))) (337

Ma Fs=m— (- ma(as <,;) — - sa(aa <))
(IIa): — — — — — — — —
Fs=m— (Ve[ta(cap) — -~ ma(va <,)] — (aa(cap) —

REEICER))) (o

S.232
- funk(p™') — (z8 (sap™) — (ma (zap) —
(Ve[ra (coap) — = ma(ra <4)] — (ad(cap) —
— s8(ad <)) (B
X
Ffunk (p~t) — (ma (zop) —

(Ve[ta(cap) = - ma(te <;)] — (ad(cap) —

(sa(ad <4) — — za(sap™))))) Oy

Ffunk (p™t) — (mae (zop) —

(Ve[ta (coap) =~ ma(ra <g)] — (ad (cop) —

Velra (ad <4) — - za(vap ) (0
(15): — — — — — — — —

Ffunk(p~') — (ma (zap) — (Ve [ta (cap) — = ma (va <) —

(ad (cap) — = za(ad (<4007 )))) (e

—



Ffunk (p~!) — (ma (rap) — (Vr[ta (cap) — - ma(va < )] —

Ve[va (cop) — = o (va (< 0p™ ")) (€

Ffunk (p~!) — (ma (rap) — (Vr[ta (cap) — - ma(va < )] —

- za(ca(po < 0p™ 1)) (0

180 Fzxo (CS S(quOp—l)) —
(funk (p™") — (ma (vep) = wa(ca(po <40p™ "))

X

F- za(ca(po <4 op 1)) —

(funk(p™*) — (ma (zap) — - za(co Z(pogop~1)))) (W

FVe[ta(cap) — -~ ma(vta <, )] —
(funk(p™') — (ma (z8p) = — 28 (cd <(pogop-1)))) (338

Va): — — — — — — — —
exte (—f(e)) = u— (Va[g(a) = (—adu)] —
exte (g9(¢)) = exte (— f(2))) O
(IIIc):
Fexte (— f(e)) =u — (Va[g(a) = (—avu)] — exte (g(c)) = u) (339
S.228 |
P Fexte[= (funk(¢) — VnVm[A = (m,n) — (= na(na <;) —
(ma(c0 <,) =~ 8 (na <,))])] = 2w,
(339) :

FVag(a) = (—aa (zw?))] — exte (g(e)) = zw? (340



179 + zw?

(273) :

(IT1a) :

(337) :

y2(uap:—~)— (- cou—(ad(cap) —

(m,n

- ad(zwl, )

F funk(q) — (zw?m’n)a (ueap:—~»)— (- cou— (aa(cop) —

(= na (no <,) — (ma(as <,) — - aa (nd <,)))))

Fs=a— (funk(q) — (ZW?m7")9 (uap:—)—
(= cou— (sa(cap) —
(- na(na <4) — (ma(aa <) =~ sa(na <y)))))))

- funk(p~') — (ad (cap) — (funk(q) — (zw{,, 8 (uap:—) —
(mcou— (- na(ne <) — (mafas <y —
(sa(cap) — — sa(na <y))))))))

—
- funk (p~!) — (a@ (cap) — (funk(q) — (zwgm m@ (uap:i—>)—
(mcou— (— na(ne <) — (mafas <y —

Ve[ve (cap) — = va(na <,))))))))

- funk(p~') — (ad (cap) — (funk(q) — (zw{ 8 (uap:+) —
(- cou— (= na(ne <) — (ma(as <,) —
(ne (yap) = = ¢a(y9 <(pogop-1)))))))))
X
- funk (p™") — (funk(q) — (zw{,, 8 (uap:—) —
(= cou— (- na(na <4) — (ca (¥d <(pogop 1)) —
(na (yap) = (ad(cap) =~ ma(ad <,))))))))

—r

(«

(6

(v

(0

(e

(€



S.234

(269,270) ::

= funk (p~') — (funk(q) — (zw{,,, @ (udp:=>) —
(mcou— (- nama <g) — (co(yd <(pogop—1)) —

(ne (yap) — Vr[ra(cap) — = ma(ra < ))))))) (n

F funk(q) — (zw?mvn)a (uap:—)— (- cou— (- na(ne <4 —

(cd (y® <(pogop-1)) — (nd (Y8 p) —

(funk (p~") — (ma (z8p) — = 28 (c8 Z(pogop-1))))))))) G
X

F funk(q) — (zw‘(lmyn)a (uap:—)— (ra(cd Z(pogop-1)) —

(mna(na <g) — (ca (¥d Z(pogop-1)) —

(na (yap) — (funk(p~") — (ma (zap) — cow))))))) ¢

(na(yap) — (funk(p~') — (ma (zap) — cauw)))))) (x

F funk (¢) — (zw‘fm @ Wap:i—>)— (= na(ne <) —

1

(na (yoap) — (ud (zw?mm)ep* > ) — (ma(zxap) —

(ca (zw°27 ) = caw))))) O

(z,y)



(334) =

S.235

(340) :

(IIa) :

F funk (¢) — (zw‘fm @ Wap:i—)— (= nane <) —

(na (yoap) — (ud (zw?mm)apfl > ) — (ma(zxap) —

1

((cou — co (zwgf’g)of ) —

1

(—cou) = (—ca (w5 )

F funk (q) — (zw?m
(na (yop) — (ua (2w,
(—cou) = (—ca (w25 )

F funk(q) — (zwﬁm’n)a (uap:—)— (- na(ne <) —

(na(yap) — (ud (zw?mm)azf1 > ) — (ma (zap) —

Va [(—asu) = (—aa (zwr )

(z,y)

F funk(q) — (zw‘(lmyn)a (uap:—)— (- na(ne <,) —

(na (yoap) — (ud (zwgmm)a]f1 =) — (ma(zxap) —

exte (—eau) = 2w )
X
F funk(q) — (ZW((Im,n)a (uap:—»)— (- na(ne <,) —

q 1

(m,n) ap7 = ) —

(na(yap) — (ua (zw

(- exte (—eau) = zwgif’;};pil) — = ma(zap))))))

F funk (q) — (ZW((Im,n)a (uap:—)— (- na(ne <,) —
(na(yoap) — (ua (zw{  op ') —

(Vq [~ exte (—eou) =zw(, ] — = ma(z8p))))))

(1

(v

(€

(o

(m

(p



S.230 |

F funk(q) — (zw‘(]myn)a (uap:—)— (- na(ne <,) —

_1;—»)—>

(na(yap) — (ud (zw,, ,@p

(VAVq [~ exte (—eau) =zwy] — - ma (zap)))))) (o

F funk(q) — (ZW((Im,n)a (uap:—)— (- na(ne <,) —

(na(yap) — (ud (zw‘(lm’n)azf1 =) —
(VAVq [ exte (—eau) =zwy] —
(ma(zap) — — zau)))))) (r

N—
F funk(q) — (zwﬁm’n)a (uap:—)— (- na(ne <, —
(na(yap) — (ud (zw‘(17717n)611771 =) —

(VU Vq [- exte (—eau) =zwg]| —
Ya [ma (agap) — - asul))))) (341

140 +ma (ma <,)

(273) :

F funk(q) — (— ma (zw'é’m n) =

(- na(ne <4) =~ ma(na <y))) (342

Ffunk(q) — (2w, @ (udp:—> ) — (Va[ma (asp) — = adu] —

(= na(ne <4) =~ mana <,)))) (o

F funk (q) — (zw‘(lm’n)a (ueap:—»)— (na(yap) —
(ud (zw{, yop~ " =) — (VAVq [~ exte (—eou) = zwg] —

(= na(ne <4) =~ ma(na <y)))))) @

F funk (q) — (zw‘(lm @ uap:—)—
(ud (zw?m,n)ap’l = ) — (VAVq [~ exte (—eou) =zwy] —
(- na(na <4) — (ma(na <4) —

(ne (yap) = = yauw)))))) Gl

N—



140
(274) :

(324) :

F funk (q) — (zw‘(lm’n)e (uop:i—>)—

(ud (zw?m,n)ap’l = ) — (VAVq [~ exte (—eou) =zwy] —

(- na(na <4) — (ma(na <4) —
Va[na (agap) — - asul))))) (343

Fna(na <,)

Ffunk(q) — (= na(na <;) — (ma(na <,;) —»na (zw‘gm”)))) (344

X

Ffunk(g) — (= na(na <¢) — (= na(aw(, ) =~ mad(ns <y))) («

Ffunk(¢) — (= na(na <q) — (zw! 8 (uap:— ) —

(m.n)

(Va[no (aop) — = asu] — = ma(na <y)))) (B

9 (usap:~>)—
(ud (zw‘(Jmm)a])_1 = ) — (VAVq [ exte (—eau) =zwy] —

(- na(na <4) — (ma(ne <4) — - ma(na <y)))))) Gl

(funk (g) — (= n3 (n8 <,) == ma (na <,)))) 6

- as (2w, ) e

(ca(aop™) — = as (awl, ) (€

N—
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Fzw?
(m,n

@ (uap:—~) —
(ud (zw?mm)ap_1 = ) — (VAVq [ exte (—eou) =zwy] —

Valco(aop™!) — - ao (ZW?mm))D) (

1:—»)%

- zw'(lm 0@ (uap:— ) — (ud (zw‘(zm‘n)ap_

(VA Vg [- exte (—edu) =zwg] — — caw)) W
X
Feau— (VAVQ [ exte (—edu) =zwi] —

(ua (zw?mm

)E)p_1 = ) — = zw?mm) 9 (uap:—))) (c
—r

Feau— (VAVQ [ exte (—eou) =zwi] —

Vq [ud (zw!

(m,n

)9 lel I ) — 7 ngmﬁ)a (ue q:— )]) (H

Feau— (VAVQ [ exte (—edu) =zw] — = anz(zw! ) =anz(u)) (A

(m,n)
X

F anz(zw?
(m,n

)) = anz(u) — (VAVq [~ exte (—eou) =zwy] — ~ cou) (u

- anz(zw‘(lm’n)) = anz(u) —

(VAVq [ exte (—eau) =zwy] — Va [~ adu)) (v
X

+ anz(zw‘(lmm)) = anz(u) —

(- Va[- asu) — - VAV [~ exte (—eau) =zw]]) (345

8 178.Zerlegung.
Wir schafferm—das Vorderglied-w'87 #158
, - Ya[- asu]’
weg, indem wir eine reihende Beziehung angeben, der Ars kieis Gegenstand ihrer von
einem Gegenstande bis zu einem Gegenstande laufenderaRgitgrt, wie im 8§ 172 gesagt

187das Unterglied

#158Textkorrektur infolge modernisierter Formelnotation!



war. Eine solche Beziehung ist die Gleichheit, weil jedeg&estand in der Reihe dieser
Beziehung auf sich selbst folgt.

§ 179.Aufbau.
37 Fya (yaextaexte (e = a))

(131) :
Fya (yo <extaexte(e=a)) (a

(272) :
- co (awlog & =) G

(Ia):
Fco (zw?;()t;)‘ exte (g:a)) —cau (v

(IVa):

exta exte (e=a)
F(cou—ca (zw(%y) )) —
exta exte (s:a))) (5

(—cou)=(—ca (2w ()

(Ia): — — — — — — — —
FVal- aeu] - (cou— ca (zwrog T =) €
@ === — == -
FVal- asu] — (—cou) =(—ca (zw(e;(,zo)‘e)(ts (e=ay) (s
N—r
FVa[- asu] —» Va[(—asu)=(—asd (zw(e:(tyo)‘ exte (5:’)‘)))] (n
(340): — — — — — — — _
S.238
FVa[- asu] — exte (—eau) = zw?;(tyc; exte (e=a) W
X
F - exte (—eau) = zw?;t;)“ exte(e=0) _, . Va [~ aou] (¢
(Ila):: — — — — — — — —
F Vg [ exte (—eou) =zw(, ] — = Va[~ as ] (k
(Ila):: — — — — — — — —
F VAV [ exte (—eau) =zw] — — Va [~ ad u] (A
X
FVa[- agu] — - VAVq [~ exte (—edu) = zwy] (u



(346
(347
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(348



S.233
Anhénge.

1. Tafel der Grundgesetze

und der aus ihnen zunachst folgenden Satze.

Fa— (b— a) (I (818)
}—ﬁa—:(a—>b) (la (8 49)
—_ - Q) —a (Ib (8 49)
= (b —>.a) —-a (Ic (8§ 49)
}——\(a;b)—wz (1d (8 49)

I—b—>(a—>:|(b—>—|a)) (le (8 49)

b— (- a o (b— a)) (If (8 49)

I—(a—>ﬂ.a)—>ﬂ a (Ig (8 49)

- Va | f(a.)] - f(a) (lla (8 20)

= Vf [Mﬁ(f(ﬁ)).] — Mp(f(5)) (b (& 25)

Fgla=0b) — g(.\ff [(0) — f(a)]) (Il (8 20)

Fa=b— (}(b) — f(a)) (la (8 50)

- = fla) — (f.(b) — = a=0) (b (8 50)

Fa=b— (}(a) — f(b)) (llic (8 50)

- f(b)—>(f.(a) — = a=10) (id (8 50)
. S.236

Fa=a (lle (8 50)

Fa=b—b=a (Inf (8 50)



- (exte (f(¢)) = exta(9(a))) = (Va [f(a)] = g(a))

FVa[f(a) = g(a)] = F(exte (f(¢))) = F(exta (9(a)))

- exte (f()) = exta (g(a)) — f(a) = g(a)

Fa=1exte(a=c¢)

FVa[f(a) = (a=a)] — a=exte(f(c))

2. Tafel der Definitionen.

agu :=1exta (- Vg [u = exte (g(c)) — - g(a) = a])

(lllg (8 50)
(lih (8 50)
(i (8 50)
(v (§18)
(IVa (§51)
(IVb (§51)
(IVc (§51)
(Ivd (§51)
(Ve (§51)

(V (§20)
(Va (§52)
(Vb (§52)
(VI (§18)

(Vla (§52)

(A

(Beziehung des Hineinfallens eines Gegenstandes in eiegrifBumfang. § 34, S. 53%°

qop:=extaexte (- Ve[to (ewagqg) — — o (tap)])

(Zusammengesetzte Beziehung. 8 54, S. 72.)

funk (p) := (Ve Vo [ea (dap) — Vaea (aap) — 0 =d]])

(Eindeutigkeit einer Beziehung. § 37, S. 55.)
S.239 |

188pjese kurzen Hindeutungen, die ich in Worten den Begrifisiéclefinitionen hinzufiige, erschépfen die Sache

nicht und machen keinen Anspruch auf strengste Genauigkeit.
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p:— = extaexte [o (funk(p) — -~ Vo [Va[pa (aap) — - ada] — - dag])] (A
(Abbildung durch eine Beziehung. § 38, S. 56.)

p~! = extaexts (ao (o p)) (E

(Umkehrung einer Beziehung. 8 39, S. 57.)

anz(u) := exte (- VYq[ua (caq™! =) — - ca(uaq:—)]) (z
(Die Anzahl eines Begriffes; d. h. die Anzahl der unter eiBexgriff fallenden Gegenstande.
8§40, S.57))

nf := extaexte [~ YuVa [anz(exte (- (cau—ce=a))) =¢ — (aau — - anz(u) = a)]]

(H
(Beziehung einer Anzahl zur nachstfolgenden. § 43, S. 58.)
anz(0) := anz(exte (- ¢ =¢)) (©
(Die Anzahl Null. § 41, S. 58.)
anz(1) := anz(exte (¢ = anz(0))) (I
(Die Anzahl Eins. § 42, S. 58.)
<gi=
exta exte [V [V [§(0) — Va [pa (ad q) — F(a)]] = (Va[ea (aaq) — F(a)] — F(a))]]
(K

(Das Folgen eines Gegenstandes auf einen Gegenstand irither étner Beziehung. § 45,
S. 60.)

<gi=extaexte (- ea (@ <) ma=c¢) (A
(Die Beziehung, dass ein Gegenstand der mit einem Gegelestariangenden Reihe einer
Beziehung angehdrt. § 46, S. 60.)

oo := anz(anz(0)a <) ™M
(Die Anzahl Endlos. § 122, S. 150.)

q|":=extaexte (- (x0u — - o (waq))) (N
(8138,S.171)

(1]

(0,a) :=exte (oo (ave)) (
(Das Paar. § 144, S. 179.)

pPRq:=
extaexte [- YaVo [a = (0,a) = Vo [0a (aaq) — Ve[e = (¢,9) — = ca(oap)]]]] (O
(Koppelung einer Beziehung mit einer Beziehung. § 144, 8.)17

A/t .= extaexte (Aa ((e,)a <)) (I1



(8 144, S. 179.)

zw = exte [ (funk(q) — VnVm[A = (m,n) — (- na(na <) — (ma(ea <,) —
- ea(na <))l ®

(Der Umstand, dass ein Gegenstand einer von einem Gegdedimzu einem Gegenstande
laufenden Reihe angehort. § 158, S. 201.)

S.240 | 3. Tafel der wichtigeren Lehrsatze.
= fa) = asexte (f(e)) 1
= F(f(a) — F.(aa exte (f(¢))) (77
- F(agexte (f(la))) — F(f(a)) (82
- f(a,b) = as (ba.exta exte (f(z,@))) @
extaexte (f(e,a)) =q— .(F(ae (ba q)) — F(f(a,b))) (6
- extaexte (f(e, ) = ¢ — .(F(f(av b)) — F(aa (baq))) (10
- F(aa (bo exta exte (}(g, a)))) — F(f(a,b)) (33
- F(f(a,b)) — F(aa (.be extaexte (f(£,@)))) (36
FF(—f(a)) — F(.—| agexte (- f(e))) (58
Fde(eep)ﬁ(ee(m;Q)Hde(ma(qop))) (5

Wenn ein Gegenstand)(zu einem zweitene) in einer {p-)Beziehung steht und wenn
der zweite Gegenstand)(zu einem dritten:) in einer zweiten ¢-)Beziehung steht, so
steht der erste Gegenstand zum dritten in der aus der erstierweiten zusammengesetzten
Beziehund®®.

Fda (bap™t) — (ba(caq) —

(ca(eap) —da(ea(pogop™)))) (174

Ve[t (dag) — - ee(;ep)]—m ea(da(gop)) (15
FVeVo[ea (00 ¢q) — Va [ea.(aa q) — 0 = a]] — funk(q) (16
- funk (q) — (be(deq); (bo (a8 q) — d = a)) (13

189pje Uebersetzungen, die ich den Begriffsschriftsatzetingh, geben zwar den Hauptinhalt wieder, erschépfen
aber nicht immer den ganzen Inhalt.



Wenn eine Beziehung eindeutig ist und wenn ein Gegenstarml (einem zweitend) und
einem dritten ¢) in dieser Beziehung steht, so fallt der zweii rhit dem dritten ¢) zusam-
men.

F funk (p) — (funk (q) — funk(q o p)) a7

Eine aus zwei Beziehungen zusammengesetzte Beziehunigdstiig, wenn jene es sind. |
Fus (veq:— ) — funk(q) (18
Fus(veagqg:—~)— (Valea(aagq) — - adv] — — edu) (8

F funk(¢) — (Vo [Va 0o (adq) — — asv] — - daw] —wa (vag:—)) (11

Fwa(uap:—»)— (ua(vegq:— ) —wa(va(gop) :—)) (19

Wenn ein Begriff in einen zweiten durch eine erste Beziehumdjdieser zweite Begriff
in einen dritten durch eine zweite-jBeziehung abgebildet wird, so bildet die aus der ersten
und zweiten Beziehung zusammengesetzte Beziehung den &mgriff in den dritten ab.

F F(roa(asq)) — F(ad (rogq™t)) (22
F F(aa(req™')) — F(re (aaq)) (23
F(gop) ™t =ptog! (24

Die Umkehrung einer Beziehung, die aus einer ersten und aiveiten zusammengesetzt
ist, ist zusammengesetzt aus der Umkehrung der zweitenemdrdkehrung der ersten.
FVq[ze (wag =) — - wa(zaq:— )] — - anz(w) = anz(2) (49
Die Anzahl der unter einen erstewm-{)Begriff fallenden Gegenstande fallt nicht zusammen
mit der Anzahl der unter einen zweiten)Begriff fallenden, wenn es keine Beziehung giebt,
die den ersten Begriff in den zweiten und deren Umkehrundeitly den zweiten in den
ersten abbildet.
Fve(uaq ! :—) — (ua (vaq:—~ ) — anz(u) = anz(v)) (32
Die Anzahl der unter einen erstem)Begriff fallenden Gegenstande fallt zusammen mit der
Anzahl der unter einen zweiten-{Begriff fallenden, wenn eine Beziehung den ersten in den
zweiten Begriff abbildet, deren Umkehrung den zweiten in disten abbildet.
FVa[(—adu) = (—adv)] — anz(u) = anz(v) (96

FVuVa [anz(exte (- (cau—e=a)))=e—
(aou — — anz(u) = a)] — — ea (adnf) (68

F funk (nf ) (71

Die Beziehung einer Anzahl zur nachstfolgenden in der Alezakihe ist eindeutig.
F funk (nf ~1) (89

Die Beziehung einer Anzahl zur nachstvorhergehenden ildeahlenreihe ist eindeu-
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S.243

tig.
Fanz(u) = n — (anz(exte (- (cau —e=¢)))=m — (cou —
ma (nanf))) (101

Fanz(u) = anz(0) — -~ adu (94

Wenn Null die Anzahl der Gegenstande ist, die unter einerriBégllen, so fallt kein
Gegenstand unter diesen Begriff.

F = ca (anz(0) 8 nf) (108
In der Anzahlenreihe geht der Null nichts unmittelbar verhe
F Va[= asu] — anz(u) = anz(0) (97

Wenn kein Gegenstand unter einen Begriff fallt, so ist NidlAinzahl der unter diesen Begriff
fallenden Gegenstande.
F = Yu[- anz(u) =a] — (= a =anz(0) — = Va [~ aa (adnf)]) (107
Zu jeder von der Null verschiedenen Anzahl giebt es einenilileir Anzahlenreihe unmittel-
bar vorhergehende.
FValaav — asu] — (anz(u) = anz(0) — anz(v) = anz(0)) (99
Wenn Null die Anzahl der unter einen ersten Begriff fallemd&egenstande ist, so ist Null
auch die Anzahl der Gegenstande, die unter einen dem ernstengeordneten Begriff fallen.
Fdau— (anz(u) = anz(1) — (adu — d = a)) (117
Wenn Eins die Anzahl der unter einen Begriff fallenden Getgmde ist und wenn ein erster
Gegenstand unter diesen Begriff fallt und ebenso ein zweitefallen beide Gegensténde
zusammen.
Fcecau— (Valaau — a= ¢ — anz(u) = anz(1)) (121
Wenn ein Gegenstand unter einen Begriff fallt und wenn jésgenstand, der unter diesen
Begriff fallt, mit jenem zusammenfallt, so ist Eins die Ahtder unter den Begriff fallenden
Gegenstande.
FYopou—Valaau —a=0]] —
(= Ve[~ eau] — anz(u) = anz(1)) (122
Eins ist die Anzahl der unter einen Begriff fallenden Gegi@mde, wenn es einen Gegenstand
giebt, der unter diesen Begriff fallt, und wenn jeder unten @egriff fallende Gegenstand
mit jedem Gegenstande zusammenféllt, der unter den Bé&gjitif

F anz(0)a (anz(1)a nf) (110
Die Anzahl Eins folgt in der Anzahlenreihe unmittelbar aig Anzahl Null.
F = anz(0) = anz(1) (111
Die Anzahl Null ist von der Anzahl Eins verschieden.
Fanz(u) = anz(1) — = Va [~ adu] (113

Wenn Eins die Anzahl der unter einen Begriff fallenden Gegiamde ist, so giebt es einen
unter diesen Begriff fallenden Gegenstand. |

Faa(ba <,) — (YO [F(d) — Valda (aaq) — F(a)]] —
(Valad (adq) — F(a)] — F(b))) (123

Faa(ba <q) — — Ve[~ (ea(bag))] (124




Wenn ein Gegenstand auf einen Gegenstand in einer Reihe olgiebt es einen Gegen-
stand, der zu dem ersten in der reihenden Beziehung steht.

F = aa (anz(0)a <pf) (126
Der Anzahl Null geht nichts in der Anzahlenreihe vorher.
FVE Vo [§(®) — Valoa (aggq) — F(a)]] —
(Va[ad (as q) — §(a)] — F(b))] — ad (ba <) (127
Fda(adq) — da(ad <) (131

Ein erster Gegenstand geht einem zweiten in einer Reiheekonenn er zu ihm in der
reihenden Beziehung steht.

Faa(ea <4) — (ea(magq) —aa(ma <)) (133

Wenn ein Gegenstand auf einen zweiten in einer Reihe folgtauneinem dritten in der
reihenden Beziehung steht, so folgt auch der dritte auf degiten in dieser Reihe.

Fda(ya <q) — (za(da <4) — za(ya <)) (275

Wenn ein Gegenstand auf einen zweiten in einer Reihe folyeimem dritten in dieser Reihe
vorhergeht, so folgt auch der dritte auf den zweiten in di€sshe.

F 2o (Y8 <(pogop-1)) — (funk(p™) = 28 (ya (po <gop™"))) a7
Faa(ca <,) — (de;aa q) — da(ca <)) (129
Fma(na <) —> na(me <,-1) (302

Fna(ma <p71).ema(na <p) (299

Ein Gegenstand folgt auf einen zweiten in der Reihe eineidbeng, wenn der zweite auf
den ersten in der Reihe der umgekehrten Beziehung folgt.

FEF(aa(co <,)) — F((— aa(ca <4) — c=a)) (130

Fra(ye <q) — (-~ y=x—z8(yd <)) (200
Wenn ein Gegenstand einer mit einem zweiten anfangenddre Regehort, so fallt er ent-
weder mit ihm zusammen oder er folgt auf ihn in dieser Reihe.

Fda(ya <,) — (za(da <,) — zd (ya <)) (276

Fda(ya <4) — (za(da <;) —za(ya <)) (280
Faa(ba <;) — (VO [F(d) — Valoa (asq) — F(a)]] —
(F(a) — F(b))) (144

Faa(ea <4) — (ea(magq) —aa(ma <)) (134

Wenn ein Gegenstand einer mit einem zweiten anfangenddre Reigehort und zu einem
dritten in der reihenden Beziehung steht, so folgt dereddtif den zweiten in dieser Reihe.

Fao(ca <;) — (do(aaq) — da(co <)) (132
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Wenn ein Gegenstand einer mit einem zweiten endenden Regedért und wenn ein dritter
zu ihm in der reihenden Beziehung steht, so folgt der zweitelan dritten in dieser Reihe.

Fas(me <4) —aa(ma <) (136
Faa(ea <4) — (ea(magq) — aa(ma <)) (137
- da(ye <,) — (za(ds <,) — 8 (ya <,)) (322

Wenn ein Gegenstand)(der mit einem zweiteny endenden und zugleich der mit einem
dritten (r) anfangenden Reihe derselben Beziehung angehoért, sot glelnémveite ebenfalls
der mit dem dritten anfangenden Reihe an.

Faa(ya <q) — (do(aaq) — da (ya <)) (285
Fb=a—aa(ba <) (139
Faa(aa <) (140

Jeder Gegenstand gehdrt der mit ihm selbst anfangender Rg#mdeiner Beziehung an.
Ffunk(p™") — (c8 (¥ <(pogop-1)) —
(na(yap) —ca(ya(po <4op ")) (335

Fzo(yo S(poqop—l)) — (funk(pil) —
(ma (zap) = za(ya(po <gop™ 1)) (180

Faa(ba <) —

(Vo [F(0) — (ad (00 <4) — Va[oa (adq) — F(a)])] —

(F(a) — F(b))) (152
Faa(ba <4) — — Velea(bag) — - aa(ed <, (141

Wenn ein Gegenstand)(auf einen zweitend) in einer Reihe folgt, so giebt es einen Gegen-
stand, welcher zu dem erstes) (n der reihen- | den Beziehung steht und welcher der mit
dem zweiten) anfangenden Reihe dieser Beziehung angehort (S. 143).

Fanz(0)a (ba <pt) — — ba(ba <pf) (145
Keine endliche Anzahl folgt auf sich selbst in der Anzahégine (S. 137 u. 144).
Fanz(0)a (ba <pt) — ba (anz(ba <pus)anf) (155

Die Anzahl der Glieder der mit einer endlichen Anzal)léndenden Anzahlenreihe folgt in
der Anzahlenreihe unmittelbar auf diese Anzatj (

Fanz(0)a (ba <pf) — — Va [~ ba (aanf)] (157

Zu jeder endlichen Anzahl giebt es ein unmittelbar folgen@éed der Anzahlenreihe.
Fma(na <p) = na(mo <,-1) (303
Fna(moe <,-1) > ma(na <,) (304

Ein Gegenstandi) gehért der mit einem zweitend) anfangenden Reihe einer)Beziehung
an, wenn der zweiten{) der mit dem erstem() anfangenden Reihe der umgekehrten Bezie-



hung angehort.
Fda(na <,) — (funk(p) — (da (adp) — ad (na <,))) (242

Wenn ein Gegenstand) einem zweiten) in einer Reihe vorhergeht, deren reihende Be-
ziehung eindeutig ist, und wenn er zu einem drittenif dieser Beziehung steht, so gehort
der zweite ©) der mit dem drittend) anfangenden Reihe dieser Beziehung an.

Fma(re <,) — (funk(p) — (ma (na <,) —
(- na(re <,) —ra(na <p)))) (243

Wenn ein Gegenstand)(der mit einem zweitenrf) anfangenden Reihe angehdrt, deren rei-
hende Beziehung eindeutig ist und wenn derselben Reiheitigr €segenstandi) angehort,

so gehdrt diesem() der mit dem ersten-f anfangenden Reihe dieser Beziehung an oder geht
diesem in der Reihe vorher.

Fanz(0)a (ad <pt) — anz(l)s (ad <pf) (306

Wenn ein Gegenstand auf Null in der Anzahlenreihe folgt, eladgt er der mit Eins anfan-
genden Anzahlenreihe an.

Faa(na <pur) — (anz(0)a (na <pf) — anz(0)a (ad <pf)) (307

Wenn ein Gegenstand der mit einer endlichen Anzahl endeAdeahlenreihe angehoért, so
ist er selber eine endliche Anzahl.

Fia(ya <q) — (funk(q) — (ia (ia <¢) —ya(ya <g))) (296
Wenn ein Gegenstand ) einer mit einem zweiteni) anfangenden Reihe angehort, deren
reihende Beziehung eindeutig ist, und wenn der zweite Gaged () auf sich selbst in der

Reihe dieser Beziehung folgt, | so folgt auch der engtayf sich selbst.
F F(anz(anz(0) s g;lfl)) — F(00) (205
F ooa (c0anf) (165

Endlos folgt auf sich selbst unmittelbar in der Anzahleneei
F anz(0)a (anz(v)a <pf) — (00 = anz(u) —
oo = anz(exte (- cau — €9 v))) (172

Wenn Endlos die Anzahl eines Begriffes ist und wenn die Ahedtes andern Begriffes
endlich ist, so ist Endlos die Anzahl des Begriffgster den ersten oder unter den zweiten
Begriff fallend(S. 154).

F = anz(0)a (c0a <pf) (167
Endlos ist keine endliche Anzahl.
Fea(aa(q|*)) — ea(adq) (188
F funk (q) — funk(q |*) (189
Fro(ya <)) — ra(ya <) (194
Fxa(ya <(gw) — ro(ye <,) (201
Fda(ya(ql|*) —yoau (191

Fasu— (do(adq) — da(ad(g]"))) (197
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F oo = anz(u) —

- Yq [funk(q) — (Vi [~ 18 (ia <q)] —

(Vo [Ve[- da(eaq)] — - dou| —

Va [~ exte (—eou) =as <;']))] (207
Wenn Endlos die Anzahl der unter einen Begriff fallenden &mtginde ist, so kdnnen diese

in eine unverzweigte Reihe geordnet werden, die mit einestiroenten Gegenstande anfangt
und, ohne in sich zurtickzukehren, endlos fortlauft (S. 160)

F F(exte (0o (ad€))) — F((0,a)) (249
Fa=1i— (o=e¢— (0,a) = (e,1)) (251
Wenn ein Gegenstand mit einem zweiten und ein dritter Gegedsnit einem vierten zu-

sammenfallt, so fallt das aus dem ersten und dritten basteheaar zusammen mit dem aus
dem zweiten und vierten bestehenden.

Foa(aaq) =qa ((0,a)) (215

F(m,z) =(¢,d) >z =d (219
Wenn ein Paar mit einem zweiten zusammenfallt, so fallt daste Glied des ersten mit dem
zweiten Gliede des zweiten zusammen.

F(m,z) = (c,d) > m=c (220
F(m,z) = (¢,d) — f(m,z) = f(c,d) (221
S.247 | .
FVaVo[A = (0,a) > V0 [0a(angq) —
Ve [D = (¢,0) — = ca(oap)]]] =~ Da(Aa (p®q)) (213
F(m,z)a ((0,a)a (p®¢q)) — xd (adq) (224
F(m,z)a ((0,a)e (p®q)) — ma(0ap) (225

l_ (m7 l‘)e ((na y) 9 <(p®q)) -
(Ve Vo [F(c,0) — Vo [ca (oap) — Valoa (asq) — F(o,a)]]] —
(Vo [ma (00 p) — Va[za (asq) — F(o,a)]] = F(n,y))) (231
F(m,z)8 ((c,d)d <(peq) — ra(do <) (233
Wenn ein Paar auf ein zweites in der Reihe einer gekoppelkzieBung folgt, so folgt das

zweite Glied des ersten Paard} &uf das zweite Glied des zweiten Paargdt einer Reihe,
deren reihende Beziehung das zweite Glied der gekoppetizieBung ist.

F(m,z)8 ((c,d)a <(pgq) — rd(da <,) (234

F(m,z)a ((b,d)a <(paq) — mad(ba <p) (244




F(m,z)a ((b,d)s <(paq) — mao(ba <p) (246
- (m,x)a ((’I’L,y)e S(p®q)) -
(Ve Vo [F(c,0) — Vo [ca (oap) —
Va[oa (adg) — F(o,a)]]] —

(F(m,z) — F(n,y))) (257
F funk (¢) — (funk (p) — funk (p ® q)) (252
Wenn eine Beziehung eindeutig ist und ebenso eine zweitest e aus der ersten und
zweiten Beziehung gekoppelte ebenfalls eindeutig. | S.248
Fca(oap) — (da(adq) — (¢,d)a ((0,a)d (p®q))) (208

Wenn ein Gegenstand)(zu einem zweitend) in einer p-)Beziehung steht und wenn ein
dritter Gegenstandif zu einem viertend) in einer zweitend-)Beziehung steht, so steht das
aus dem ersten und dritten Gegenstande bestehendé®day £u dem aus dem zweiten und
vierten bestehenden Paafe,@)) in der aus der ersten und zweiten Beziehung gekoppelten
Beziehung.

FAa ((c,d)a <(paq) — (ca(0ap) —

(da(aoq) — Aa((0,a)® <(paq))) (209
F (mmc)e ((n, y)e S(p@q)) - ($7m)3 ((y,n)a S(q@p)) (258
F F(ba (da (ALt))) — F(Aa ((b,d)a <)) (247

F funk (¢) — (funk(p) — (Vi[ma (ia <,) — - ia(ia <)) —

funk ((m, z)Z(p © q)))) (253
- F(Aa ((0,a)8 gt)). — F(0a (as (ALt))) (210

-ma (zo E(m,x)ét)) (238
}—ca(da((m,m)é(p;@q))) —za(ds <,) (235

Fca(doe (A4L(p®q))) — (ca(oap) —
(ds (a9 g) — 03 (a3 (AL(p® ))))) (211

= (z,m)Z(g®p) = ((m,2)Z(p @ q)) " (259
F = Vg [funk(q) — (Vi[- ia (ia <q)] —
(Vo Ve[~ Do (eaq)] — — doul —
Valo u=as <)) —
oo = anz(u) (263




S.249

Endlos ist die Anzahl der unter einen Begriff fallenden Geg@nde, wenn sich diese in eine
Reihe ordnen lassen, die mit einem gewissen Gegenstardteganhd endlos fortlauft, ohne
sich zu verzweigen und ohne in sich zurtickzukehren (S. 179).

Ffunk (p) — (ca (na <p) — (- na(na <,) —
(ma(ca <,) —ca(zw?, 1)) (274

(m,n)
Ein Gegenstandcf gehort der von einem zweitem: bis zu einem drittenr() laufenden
Reihe einer Beziehung an, wenn diese eindeutig ist, wenmlritte Gegenstandnf nicht
auf sich selbst in der Reihe dieser Beziehung folgt und wertdtich der erste Gegenstand
(c) sowohl der mit dem zweitern{) anfangenden als auch der mit dem dritteh€ndenden

Reihe dieser Beziehung angehort.

Ffunk(g) — (= na(na <¢) — (ma(ne <4) = na(zw(, .))) (344
Fda (zw9) — funk(q) (265
|
Fda (zw‘(lm’y)) —da(ya <) (269
Fds (zw‘(lw)) —za(da <) (270

Wenn ein Gegenstand einer von einem zweiten bis zu eineterdid@ufenden Reihe angehort,
so gehdrt er der mit dem zweiten anfangenden Reihe dersBimahung an.
- a8 (2winz) ) — — @ = anz(0) (312

Wenn ein Gegenstand der von der Eins bis zu einem zweitennSegele laufenden Anzah-
lenreihe angehort, so ist er von der Null verschieden.

Fanz(0)a (ne <pf) = n= anz(zw?gnz(l)’n)) (314
Jede endliche Anzahl ist die Anzahl der Glieder der von Eisszh ihr selbst laufenden
Anzahlenreihe.

Fda (zw{, ) — z8 (ya < ) (323
Fda (zw(, ) =~ ya (yd <q) (271
l—re(zw?zm))er:x (282

= (z,anz(1))a ((y,n)8 <(4gnf)) — (funk(q) — (= ya (ya <q) —
anz(zw?m’y)) = anz(zw?&];nz(l)’n)))) (298
(S. 202)
- anz(0)e (anz(zw{, ,))® <nf) (325

Die Anzahl der Glieder einer von einem Gegenstande bis zneiBegenstande laufenden
Reihe ist endlich.

= VAV [- u=2zw]] — anz(0)a (anz(u)a <p¢) (327
Wenn die unter einen Begriff fallenden Gegenstande in egibdrgeordnet werden kdnnen,
die von einem bestimmten Gegenstande bis zu einem bestinfBggenstande lauft, so ist



ihre Anzahl endlich.
FVa[g(a) = (—aa (zw?))] — exte (g(e)) = zw? (340
Fanz(0)a (anz(u)a <pf) — = VAVq [ exte (—eau) = zw ] (348
Wenn die Anzahl der unter einen Begriff fallenden Gegerd#éendlich ist, so lassen sich

diese in eine Reihe ordnen, die von einem bestimmten Geggatesbis zu einem bestimmten
Gegenstande lauft (S. 224).
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